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Opgave 1. Bepaal de oplossingen van 2% + 52 4+ 4 = 0 en schrijf ze in de vorm
p(cosp +isine) met p > 0. Teken de oplossingen in het complexe vlak.

Opgave 2. Schrijf €2~ 1™ in de vorm a + bi met a, b reéle getallen.

Opgave 3. Bepaal de oplossingen van e* = 5v/3 + 5i en schrijf ze in de vorm a + bi met
a, b reéle getallen.

Opgave 4. Bereken de volgende reeksen:

= (—10)"
2) z_;( 13n) ;
= /2" 2
DY (7 )
Opgave 5. Bereken i (n 4)3(n —3y
n=>5



VOORBEELDEN

1. Bepaal de oplossingen van 2% + 42% 4+ 16 = 0 en schrijf ze in de vorm p(cos® + isin))
met p > 0.

Oplossing. Stel eerst 22 = w. Dan voldoet w aan w?+4w+16 = 0. Dit is een kwadratische

vergelijking van discriminant D = 4% —4-16 = —48. Dus de oplossingen van de vergelijking
zijn
—4 448 -1 -4+ 43
wy = +2 t = +2 V30V, ws— —2— 23

We moeten nu de oplossingen bepalen van 22 = w; en van 2% = wy.

Algemeen geldt: als ¢ = r(cos ¢ +isin ) met r > 0 dan worden de oplossingen van 2" = ¢
gegeven door
2k 2k
o= Q/F<cos(f + 20 asin(2 + —”)) (k=0,1,2,....,n—1).
n n n n

We passen dit eerst toe op 22 = wy. Schrijf eerst w; in de vorm r(cos ¢ +isin ). Er geldt

r=Jun] = /(—2)2 + (2V3)2 = VAT 12 = 4,
COSs = —%, sinp = %\/g,

dus w; = 4(cos 27 + i sin 27).

De oplossingen van z? = w; worden dus gegeven door
2z, = 2(cos(3m + k) + isin(sm + k) (k=0,1).
Dit werd niet gevraagd, maar we kunnen deze oplossingen nog omwerken tot
20=1+V3i, z1=—-1—+3i.

2 = wy op dezelfde manier op. Net als boven vinden we

We lossen z
wy = 4(cos 3m + isin 37).
Dus de oplossingen van z? = w, worden gegeven door
2, = 2(cos(3m + k) + isin(37 + kr)) (k=0,1).
We kunnen deze oplossingen omwerken tot
2= —14+V3i, 2, =1-/3i.

Dus 2* +42% + 16 = 0 heeft vier oplossingen, namelijk 2q, 21, 2{, 2.

2. Schrijf *™/12 in de vorm a + bi met a, b reéle getallen.



5 1 1 , . )
Oplossing. Er geldt =6 + 7 dus €°™/12 = mi/6 . omi/4
met behulp van e” = cosb + isinb. Dit geeft
e™/® = cos(m/6) + isin(n/6) = %\/§+ 1,

€™/t = cos(m/4) + isin(n/4) = %\/5—1— %\/ﬁz,

. We werken de e-machten uit

dus
M2 = (L34 L) (12 + 1v2i)
= 13 VE+ 1V 4VRi+ i 1VE+ b IV
= L6+ W6i + 1v2i + 122
= (36— 1V2) + (V6 + 1V2)i.

3. Schrijf e!™*™/6 in de vorm a + bi met a, b reéle getallen.
Oplossing. Algemeen geldt: e?*% = e%(cosb + isinb). Dus

e!T/6 = el7(cos im + isin im) = e!T(3v3 + 3i).

4. Bepaal alle oplossingen van e* = 3 — 3¢ en schrijf ze in de vorm a + b:.

Oplossing. Algemeen geldt: als ¢ = r(cos ¢+isin @) met r > 0 dan worden de oplossingen
van e = q gegeven door

zr=Inr+ (p+2kn)i (keZ={0,1,—-1,2,-2,...})

dat wil zeggen voor elk geheel getal k (positief, negatief of 0) krijgen we een oplossing zj
en die zijn allemaal verschillend.

In ons geval geldt 3—3i = 3v/2(cos(—3m) +isin(—17)). Dus de oplossingen van e* = 3—3i

worden gegeven door

2 = In(3v/2) +i(—ir + 2k7) (k € Z).

o0 _1 n
5. Bereken Z ( 4n) )
n=>5

T“p
voor —1 < r < 1.

Oplossing. We gebruik "=
plossing. We gebruiken Zr ]

n=p

-

Dit geeft

(D) -\ (1740 I |
2 4n _Z<T) T 1-—(=1/4) 45x5/4 1280

n=>5 n=>s



> o\ 8n+1
6. Berek 3(- %) .
ereken ; ( 5 + n )
Oplossing. De hele reeks kunnen we schrijven als een som van twee reeksen:
- 2\n — 8" G 2\n — /8\"
33 (-5) +s g =3 (-5) 32 (5)
n=0 n=0 n=0 n=0
Er geldt

(-3 =

> (5) = = =

en

> 2\n  8ntl 5 15 1
3(——) —3x 2 48x9= 2472 ="T4=,
Z( * 9n) XgrexI=a 7

1

7. Bereken Z —+3)
n

Oplossing. We moeten de partiéle sommen

K
3:21:1+1+1+---+ 1 L]
" nn+3) 14 25 3.6 (K—1)(K+2)  K(K+3)
uitrekenen. Dan is Z TS) = I%l_I)Iloo SK.
1 Iy 1 1,1 1 1 1,1 1
Brade - =1 (1-8), L Z L Ly eratgemeen — L= 11 L)
PR T T3 T o T3\ Ty e A ) T3\ T iy s

(ga zelf na). Dus
T T e

+1( 1 1>+1< 1 1 >+1< 1 1 >+1<1 1 >
3\K-3 K 3\K-2 K-1 3\K-1 K+2 3I\K K+3/

In de som valt _Z Weg tegen een term —|— die later komt, —= Valt weg tegen + enzovoort,
1 1
en tlenslotte valt — weg tegen +— De emge termen die overblljven zijn 1, 2 3 —®r
— %13 T K3 Al deze termen moeten met % 5 worden vermenigvuldigd. Dus
1 (1 N 1 N 1 1 1 1 )
S = — — —_ — — —_
T3V T273 K41 K+2 K+3
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