KETTINGBREUKEN MET BEGRENSDE CIJFERS
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Teder getal x tussen 0 en 1 kan geschreven worden als een kettingbreuk:

T = %, met a,, € N voor alle n > 1.
a + ———
as+ -
Alle natuurlijke getallen kunnen als cijfer in de een kettingbreuk voorkomen. Om kettingbreuken
te maken kan de Gauss-afbeelding, Tz = 1 (mod 1), gebruikt worden, zie Figuur 1(a).
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(a) De Gauss-afbeelding (b) De random afbeelding

FIGURE 1. Iteraties van deze afbeeldingen geven kettingbreukontwikkelingen.

Kettingbreuken geven snelle benaderingen van reéle getallen door rationale getallen. Hoe goed deze
benaderingen zijn hangt af van de cijfers a,,. Slecht benaderbare getallen zijn getallen waarbij de
cijfers begrensd zijn. Noem de verzameling van slecht benaderbare getallen E. Dan geldt:

E={z€][0,1] : 3N € N zodat a,, < N voor alle n € N}.

De verzameling F is een fractaal. De Lebesguemaat is 0, wat betekent dat E een kleine verzameling
is vanuit dit perspectief. Omdat Lebesguemaat voor fractalen niet voldoende informatie geeft,
wordt de grootte van fractalen meestal uitgedrukt in Hausdorff dimensie, dimg. Jarnik heeft in
1928 bewezen dat dimy(E) = 1, wat het grootst mogelijke is voor een deelverzameling van R.

Door in de kettingbreuk ook tellers gelijk aan -1 toe te laten, kunnen we alle x € [—1, 1] schrijven als
een kettingbreuk. Tegelijkertijd krijgen we voor iedere = een heleboel verschillende kettingbreuken.
Deze kettingbreuken kunnen we vinden door de afbeeldingen in Figuur 1(b) herhaaldelijk toe te
passen. Een logische en interessante vraag is dan hoe groot de verzameling van slecht benaderbare
getallen in dit geval is.

De opdracht bestaat uit de volgende onderdelen:
(1) Begrijpen hoe afbeeldingen gebruikt kunnen worden om kettingbreuken te maken.
(2) Leren wat Hausdorff dimensie is en hoe je het berekent. Het boek Fractal Geometry van
Falconer is hier een goed uitgangspunt.
(3) Hausdorff dimensie berekenen van verzamelingen getallen met beperkingen op de cijfers
in de kettingbreuken.



