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De gebruikelijke manier om getallen te schrijven is met een positiestelsel, zoals bijvoorbeeld het
decimale of binaire stelsel. Hierbij worden getallen uitgedrukt als een som van veelvouden van
machten van het grondtal, bijvoorbeeld 125, 3 = 102 +2 · 10+5 · 100 +3 · 10−1. Meestal wordt een
geheel getal ≥ 2 als grondtal gebruikt. De meeste getallen hebben dan een unieke representatie
en de overige getallen hebben precies twee verschillende ontwikkelingen, bijvoorbeeld
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Het is ook mogelijk om een niet-geheel grondtal als basis te gebruiken. Kies een basis β strikt
tussen 1 en 2. Het blijkt dat we ieder getal x in het interval

[
0, 1

β−1
]
kunnen schrijven als

x =

∞∑
k=1

bk
βk
, met bk ∈ {0, 1} voor iedere k ≥ 1.

Bovendien hebben deze ontwikkelingen heel andere eigenschappen dan de ontwikkelingen met
gehele basis. Zo hebben bijna alle getallen x overaftelbaar veel verschillende ontwikkelingen. Een
andere verrassende eigenschap is de volgende: als we de cijfers bk in de verzameling {−1, 1} kiezen
i.p.v. in {0, 1}, dan zijn er punten x die voor twee verschillende bases dezelfde ontwikkeling hebben.
M.a.w. voor deze x bestaan er twee grondtallen 1 < β1 < β2 < 2, zodat we x kunnen schijven als

(1) x =

∞∑
k=1

bk
βk1

=

∞∑
k=1

bk
βk2
, met bk ∈ {−1, 1} voor iedere k ≥ 1.

Dit project gaat over deze laatste eigenschap. De belangrijkste vraag is hoe groot de verzameling
van punten x die voldoen aan (1) is. In [2] is aangetoond dat het voor hele kleine waardes van β1
en β2 gaat om een heel interval. Voor andere combinaties van β1 en β2 krijgen we misschien een
fractale verzameling.

De opdracht bestaat uit de volgende onderdelen:

(1) Eerst zullen de onderstaande artikelen bekeken moeten worden.
(2) We bekijken dan een manier om gegeven β1, β2 de grootte van de verzameling x met een

simultane ontwikkeling in deze twee bases te omschrijven. Dit gebeurt met een random
dynamisch systeem.

(3) Als dit allemaal gelukt is, dan kan ook geprobeerd worden om de grootte van de fractals
verzamelingen te bepalen. De grootte van fractalen wordt gegeven door de Hausdorff
dimensie. M.b.v. het boek van Falconer bestudeer je wat dit betekent.
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