
Project: Hoe robuuster hoe beter.

Hoe robuust is het metronetwerk van Parijs als er op een traject een incident (aanslag..?) gebeurt?
Afhankelijk van het uitgevallen traject, zullen er alternatieve routes zijn om je doel alsnog te bereiken.
Het aantal alternatieve routes per uitgevallen traject is een maat voor de ‘robuustheid’ van een
metronetwerk. In de literatuur bestaan veel manieren om ‘robuustheid’ te kwantificeren [1]. Eén
mogelijke maat voor robuustheid is de zogenaamde “effectieve weerstand”, wanneer het netwerk
gemodelleerd kan worden als een ongerichte, samenhangende, normale graaf, zeg G = (V,E), waarbij
V = {1, . . . , n} de (eindige) verzameling knooppunten en E = {(i, j) | 1 ≤ i < j ≤ n} de verzameling
takken is. Bij het Parijse metronetwerk is dat het geval, omdat metro’s beide kanten op over een
traject kunnen rijden.

Het concept “effectieve weerstand” komt uit de
theorie van electrische netwerken. Kies twee
knooppunten a, b ∈ V , en verbindt deze met een
spanningsbron zódat er een stroom van grootte
1 van a naar b gaat lopen. Kies de weerstand
van de takken gelijk aan 1. Laat yij de stroom
van knooppunt i naar knooppunt j zijn. Met
ieder knooppunt i ∈ V , kun je dan een spanning
vi associëren, zodat vi − vj = yij .

Dan is de effectieve weerstand Rab tussen a en
b gedefinieerd als het onstane spanningsverschil
va − vb in het netwerk met de spanningsbron
tussen a en b; de totale effectieve weerstand R
is gedefinieerd als R =

∑
i<j,ij∈V Rij .

Het interessante is dat we Rab kunt bereke-
nen via de zogenaamde Moore-Penrose pseudo-
inverse L+ van de Laplaciaan L van de graaf G.

Dit is een V × V matrix met

Lij =

{
−1 (i, j) ∈ E, j 6= i
#{(i, j) | (i, j) ∈ E}, i = j

De matrix heeft rijsommen 0, en is dus niet ‘gewoon’ inverteerbaar!
Het interessante is dat er veel verschillende formules voor de totale effectieve weerstand zijn.

1) Merk op dat L de intensiteitsmatrix van een continue tijd Markovketen is. De pseudo-inverse L+

is dan gelijk aan de zogenaamde deviatiematrix
∫∞
0 (Pt − Π)dt, waarbij Pt de transitiematrix

is, bij tijdsduur t, en Π de stationaire matrix. Dit geeft een alternatieve caracterisatie van R
via intreetijden van de Markovketen.

2) R = n
∑

k>1
1
λk

, waarbij λ1 = 0 de eigenwaarde van L met multipliciteit 1 is, en λ2, . . . , λn de
overige eigenwaarden.

3) Met behulp van de matrix-tree stelling geldt dat

Rij =
#{opspannende bomen van G die tak (i, j) bevatten}

#{opspannende bomen van G}
,

1



als (i, j) een tak in de graaf is. Als (i, j) geen tak is, geldt een analoge formule.

In de praktijk zul je het functioneren van verschillende trajecten in een metronetwerk verschillend
waarderen. Dit kan door ‘gewichten’ aan de takken toe te kennen.

Voor de uitvoering van het project moeten de relevante hoofdstukken uit [1] bestudeerd worden. Het
project kan één (of meer) van de volgende onderdelen omvatten.

1) Het bestuderen van de karakterisatie van R in (3) boven, zie [2,3]. In hoeverre is deze karakter-
isatie uit te breiden naar grafen met een gewichtsfunctie?

2) Het netwerk is maximaal robuust als de totale effectieve weerstand minimaal is. Welke gewichten
minimaliseren de totale effectieve weerstand? Hoe bereken je deze? Voor dit probleem moet je
[4] bestuderen.

De minimaal haalbare weerstand geeft informatie over hoe goed het bestaande metronetwerk
geëquipeerd is voor de gewenste belasting. Het is interessant om dit toe te passen op een aantal
metronetwerken.

3) Stel het metronetwerk moet worden uitgebreid. Toevoeging van een traject tussen welk twee-
tal knooppunten geeft een maximale toename van de robuustheid? Zijn hierover algemene
uitspraken te bewijzen? Als onderdeel van dit probleem kun je verschillende metronetwerken
analyseren.
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