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Het is in het algemeen niet goed mogelijk om alle begrensde operatoren
op een Banachruimte concreet te beschrijven. Zelfs wanneer je je beperkt
tot concrete deelklassen (“alle compacte operatoren”) lukt dat maar zelden.
Het is daarom heel bijzonder dat er voor 1 ≤ p < ∞ met p 6= 2 een ex-
pliciete beschrijving bestaat van alle isometrieën van Lp(Ω, Σ, μ). Dit is in
1958 voor het eerst gedaan voor Lp([0, 1]) door Lamperti en zijn resultaat is
daarna gegeneraliseerd, ook naar isometrieën tussen ruimten Lp(Ω1, Σ1, μ1)
en Lp(Ω2, Σ2, μ2) die “leven” op verschillende onderliggende puntverzamelin-
gen.

Het is niet zo heel moeilijk om in ieder geval twee soorten isometrieën van
Lp(Ω, Σ, μ) te bedenken. De eerste soort bestaat uit vermenigvuldiging met
een meetbare functie h zodanig dat |h(ω)| = 1 voor bijna alle ω. Voor de
tweede soort gaan we uit van een bijectie φ : Ω → Ω, zodanig dat φ en φ−1

meetbaar zijn en φ bovendien maatbewarend is: μ(φ(A)) = μ(A) voor alle
A ∈ Σ — denk bijvoorbeeld aan een rotatie of translatie in Rn. Het is dan
eenvoudig in te zien dat ‖f‖p = ‖f ◦φ‖p en dus is de afbeelding f → f ◦φ een
isometrie van Lp(Ω, Σ, μ). Je kunt die twee soorten natuurlijk combineren en
op die manier een isometrie van Lp(Ω, Σ, μ) krijgen die een functie f afbeeldt
op het element {t 7→ h(t)f(φ(t))} van Lp(Ω, Σ, μ). Zo’n afbeelding wordt wel
een “weighted composition operator” genoemd, omdat hij is opgebouwd uit
vermenigvuldiging met het “gewicht” h en de samenstelling met φ.

Je kunt relatief eenvoudig nog wat variëren op deze ideeën en isome-
trieën construeren voor een φ die niet per se maatbewarend hoeft te zijn (en
zelfs niet op het niveau van puntverzamelingen gedefinieerd hoeft te kunnen
worden), door dan de eis dat h unimodulair is op de goede manier te veran-
deren. De stelling van Lamperti zegt dat verrassend genoeg alle isometrieën
van Lp(Ω, Σ, μ) (of tussen Lp(Ω1, Σ1, μ1) en Lp(Ω2, Σ2, μ2)) op deze manier
verkregen kunnen worden.

Het doel van het project is deze stelling van Lamperti in detail te be-
grijpen en daarmee voor 1 ≤ p < ∞, p 6= 2 een beschrijving van de isome-
triegroep van Lp(Ω, Σ, μ) te geven. Als er tijd is kijken we ook nog naar
dergelijke stellingen voor andere ruimten.

Voorkennis : Measure Theory en Linear Analysis. De nadruk binnen dit
project ligt op de maattheorie.


