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Machine learning is een deelgebied van de statistiek dat zich bezighoudt met voorspellen. Het wordt
bijvoorbeeld toegepast door Électricité de France (EDF), een heel groot energiebedrijf in Frankrijk, om
iedere dag vóór middernacht te voorspellen hoeveel elektriciteit er de volgende dag nodig gaat zijn. Als
hun voorspelling te laag is produceren ze te weinig elektriciteit en moeten ze die op het laatste moment
duur inkopen bij een concurrent of buitenlandse partner. Maar als ze te hoog voorspellen produceren
ze teveel, en aangezien elektriciteit bijna niet kan worden opgeslagen moeten ze hun overschot dan
weggooien. Betere voorspellingen vertalen zich voor EDF dus direct in lagere kosten en minder gebruik
van (fossiele) brandstoffen.

Een recente ontwikkeling in de elektriciteitsbranche is de inzet van betere elektriciteitsmeters, waar-
door EDF nu ook afzonderlijk voor deelgroepen van hun klanten het elektriciteitsverbruik kan meten
en voorspellen. Ze maken dus voorspellingen Ŷk voor het verbruik Yk van deelgroepen k = 1, . . . ,K,
maar ze maken ook nog steeds een voorspelling Ŷtot voor het totale verbruik Ytot van alle klanten bij
elkaar. Omdat de deelgroepen niet overlappen en samen alle klanten bevatten, weten we dat het verbruik
consistent is:

Ytot =

K∑
k=1

Yk.

Tegelijkertijd is het echter zo dat de voorspellingen, die apart voor iedere groep en voor het totaal gemaakt
worden, meestal niet op dezelfde manier consistent zijn:

Ŷtot 6=
K∑

k=1

Ŷtot.

Zulke inconsistente voorspellingen leiden echter tot problemen bij het produceren en distribueren van
elektriciteit, en de managers van EDF accepteren ze daarom niet. Een pragmatische oplossing is om
dan maar de voorspelling voor het totaal aan te passen volgens de regel Ŷ bu

tot :=
∑K

k=1 Ŷk. (Dit heet

de bottom-up methode.) Dat is alleen hartstikke zonde, want Ŷ bu
tot blijkt vaak een stuk slechter dan de

originele voorspelling Ŷtot.
Gelukkig blijkt het mogelijk om twee vliegen in één klap te slaan: wanneer de voorspellingen in-

consistent zijn (wat dus bijna altijd zo is), kunnen we ze consistent maken op een manier die ook nog
gegarandeerd de kwaliteit van de voorspellingen verbetert. Dat gaat als volgt.

Een Speltheoretisch Optimale Methode om Voorspellingen Consistent te Ma-
ken

Laten we zeggen dat de kwaliteit van voorspellingen Ŷ = (Ŷ1, . . . , ŶK , Ŷtot) voor daadwerkelijk verbruik

Y = (Y1, . . . , YK , Ytot) gemeten wordt door de kwadratische afstand tussen Ŷ and Y:

`(Ŷ,Y) = ‖Ŷ −Y‖2 =

K∑
k=1

(Ŷk − Yk)2 + (Ŷtot − Ytot)
2.

Hoe kleiner `(Ŷ,Y), des te beter de voorspellingen. Ons doel is om consistente voorspellingen Ỹ =

(Ỹ1, . . . , ỸK , Ỹtot) te verzinnen die voor geen enkel verbruik Y slechter zijn dan de voorspellingen Ŷ
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die we al hadden. Het verschil tussen onze voorspelkwaliteit en die van de originele voorspellingen is
`(Ỹ,Y)− `(Ŷ,Y), en we willen dus dat dit negatief is. Omdat we niet weten wat Y gaat zijn, moeten
we rekening houden met het ergste:

sup
Y∈S

(
`(Ỹ,Y)− `(Ŷ,Y)

)
, (1)

waarbij S = {X ∈ RK+1 |
∑K

k=1 Xk = XK+1} de set is van consistente vectoren. Kunnen we garanderen
dat zelfs het ergst-mogelijke verschil uit (1) nog negatief is? Ja, dat blijkt te kunnen, en de beste manier

om het voor elkaar te krijgen is door de voorspellingen Ỹ te kiezen die het minimum bereiken in

min
Ỹ∈S

sup
Y∈S

(
`(Ỹ,Y)− `(Ŷ,Y)

)
. (2)

Met behulp van speltheorie kan aangetoond worden dat dit minimum bereikt wordt als we voor Ỹ de
projectie van de originele voorspellingen Ŷ op de set van consistente voorspellingen S kiezen. Figuur 1
illustreert dat de kwadratische afstand van Ỹ tot Y dan kleiner is dan de kwadratische afstand van Ŷ
tot Y voor iedere mogelijke Y, en dus dat deze keuze van Ỹ het ergst-mogelijke verschil uit (1) negatief
maakt, zoals we wilden.
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Figuur 1: De stelling van Pythagoras impliceert dat a2 < c2.

Onderzoeksvraag

Het doel van dit project is om uit te zoeken hoe bovenstaande methode uitgebreid kan worden naar
andere kwaliteitsmaten `(Ŷ,Y) dan de kwadratische afstand. In het bijzonder is er vraag vanuit de
praktijk naar een aanpassing van de methode die het mogelijk maakt om de kansverdeling van Y te
voorspellen in plaats van een precieze waarde. Een conceptuele vraag die dan opduikt is: wat betekent
het in dit geval überhaupt om consistente voorspellingen te doen?

We richten ons op de zogenaamde Bregman divergences, waarvoor een gegeneraliseerde stelling van
Pythagoras geldt. Het is de bedoeling dat de student laat zien dat de keuze van Ỹ die het minimum in
(2) bereikt, altijd de projectie onder de gebruikte Bregman divergence is, en dat (2) altijd negatief is.
Daarna wordt gekeken wat dit concreet betekent voor Bregman divergences die geschikt zijn voor het
voorspellen met kansverdelingen.
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