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In het standaard lineaire regressie model hebben we data (x1, y1), . . . , (xn, yn) die realizaties
zijn van stochastische variabelen (Xi, Yi) zodanig dat

Yi = α+ βXi + ei (1)

met e1, . . . , en onafhankelijke, identiek verdeelde grootheden met verwachting 0 en onafhanke-
lijk van X1, . . . , Xn. Het idee is dat we de variabele y lineair samenhangt met de variabele x,
maar niet perfect, als uitgedrukt door de fouten ei. We kunnen de parameters schatten uit
de gegeven data, bijvoorbeeld met de kleinste kwadraten methode.

In plaats van een lineaire functie zouden we ook een andere functie kunnen gebruiken. We
zijn in dit project echter gëınteresseerd in de aanname dat de fouten verwachting 0 bezitten en
onafhankelijk zijn van de Xi. Samen geven deze dat E(ei|Xi) = 0, en dat is de voornaamste
reden dat de kleinste kwadraten methode werkt. Dit lijkt een redelijke aanname, maar dat
is het niet altijd.

Als de waarden van x1, . . . , xn door een experimentator kunnen worden ingesteld, waarna
de bijbehorende waarden y1, . . . , yn kunnen worden gemeten, en e1, . . . , en meetfouten zijn,
dan is het redelijk te veronderstellen dat de meetfouten gemiddeld 0 zijn.

Als de paren (xi, yi) echter gemeten zijn aan n individuen die gekozen zijn uit een pop-
ulatie, dan is dit mogelijk helemaal niet het geval. Of op zijn minst zullen de geschatte
waarden van α en β die onder de aanname van fouten ei met voorwaardelijke verwachting 0
worden verkregen, niet weergeven wat men eigenlijk had willen weten. Dit is een situatie die
zich gemakkelijk voor doet in bijvoorbeeld de econometrie.

Als illustratie, veronderstel dat er een derde variabele u is zodanig dat

Yi = α+ βXi + γUi + fi, (2)

waarin f1, . . . , fn onafhankelijke stochastische variabelen zijn met verwachting 0 en onafhanke-
lijk van (Xi, Ui) (of algemener met E(fi|Xi, Ui) = 0). Met andere woorden, er geldt een lineair
regressiemodel met twee verklarende variabelen. Zouden we beschikken over data (xi, ui, yi),
dan zouden we de parameters (α, β, γ) met kleinste kwadraten kunnen schatten (minimaliseer∑

i(yi − α− βxi − γui)2); dat werkt prima. Stel nu dat we niet de beschikking hebben over
(u1, . . . , un) (deze dienen hier alleen om een correcte beschrijving van het verband tussen x
en y te geven), en we besluiten model (1) te fitten met behulp van gewone kleinste kwadraten
(minimaliseer

∑
i(yi−α−βxi)2). Zal de gevonden schatting voor β dan ook een goede schat-

ting zijn voor de parameter β in (2)? Meestal niet. Dit is een probleem, want het “causale
effect” van x op y wordt beter omschreven door de β in (2) dan de β in (1).

Men kan laten zien dat het probleem van verschillende β’s zich niet voor doet als Xi

en Ui onafhankelijk zijn. Instrumentele variabelen zijn (in de econometrie) bedacht om het
probleem op te lossen dat ontstaat als Xi en Ui afhankelijk zijn.
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In een vage zin is een instrumentele variabele Zi een variabele die geassocieerd is met Yi
alleen maar via Xi, en dus niet direct. In geval van het lineaire model (1) kan dit worden
precies gemaakt als de aanname dat ei ongecorreleerd is met Zi, maar Zi wel gecorreleerd
is met Xi. In dat geval kunnen we β uit (1) schatten uit de data (x1, z1, y1), . . . , (xn, zn, yn)
door een tweestapsregressie:

1. Doe lineaire regressie van x op z en bereken residuen x̂i.

2. Doe lineaire regessie van y op x̂.

De schatting van β in de tweede stap geeft de β uit (2) zonder de aanname dat de ei verwacht-
ing nul hebben en onafhankelijk zijn van de Xi.

Praktijk voorbeelden van instrumentele variabelen z zijn:

1. Belasting op sigaretten (z), hoeveelheid gerookte sigaretten (x), en gezondheid (y).

2. Afschaffen van studiefinanciering (z, gedefinieerd als 0 of 1 voor of na afschaffen),
hoeveelheid stufi (x), en studiesucces (y).

3. Bedoelde behandeling in een gerandomiseerd medisch experiment (z), werkelijke be-
handeling (x, die niet z hoeft te zijn, bijvoorbeeld als een patiënt de voorgeschreven
medicijnen niet inneemt), en gezondheid (y).

Vooral door het laatste voorbeeld zijn instrumentele variabelen recentelijk ook ontdekt door
medisch statistici, en staan ze behoorlijk in de aandacht.

Project opdracht
Maak een literatuurstudie van instrumentele variabelen.

Bijvoorbeeld: geschiedenis, waar en hoe ze worden toegepast, verschillende definities voor
verschillende modellen, relatie met causaliteit.

Formuleer en bewijs stellingen die het gebruik onderbouwen, voor het hierboven gegeven
lineaire regressie model, en meer algemene modellen.

Optie: onderzoek de fout die ontstaat door gewone kleinste kwadraten toe te passen door een
simulatie studie, en/of op een dataset.

Een recente bespreking (niet perse makkelijk als startpunt) is:
Statistical Science, 2014, Volume 29, Number 3,
http://projecteuclid.org/euclid.ss/1411437510

Wikipedia heeft ook een pagina.
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