OPGAVEN WERKCOLLEGE TOPOLOGIE VAN 7 MEI 2014

Een topologische ruimte X heet samentrekbaar als X homotopie-equivalent is met
de eenpuntsruimte {pt}.

Voor topologische ruimten X en Y schrijven we Map(X,Y) voor de verzameling
continue afbeeldingen van X naar Y, en hMap(X,Y) = Map(X,Y)/~ voor de
verzameling van homotopieklassen van continue afbeeldingen.

(1) Beschouw de afbeeldingen f: C* — C*X 2+ zen g: C* — C*, 2z +— 27 L.
Laat zien dat f en g homotoop zijn.

(2) Zij X, X', Y, Y’ topologische ruimten.

(a) Neem aan dat X en X', respectievelijk Y en Y’ homeomorf zijn. Laat
zien dat er een bijectie Map(X,Y) — Map(X’,Y”) is.

(b) Neem aan dat X en X', respectievelijk Y en Y’ homotopie-equivalent
zijn. Laat zien dat er een bijectie hMap(X,Y) — hMap(X',Y’) is.

(3) (a) Laat zien dat een topologische ruimte ¥ wegsamenhangend is dan en

slechts dan als hMap({pt},Y") uit precies één element bestaat.
(b) Zij Y en Y’ homotopie-equivalente ruimten. Laat zien dat Y wegsa-
menhangend is dan en slechts dan als Y’ wegsamenhangend is.

(4) Zij Y wegsamenhangend. Zij f,¢g: R™ — Y continue afbeeldingen. Laat
zien dat f ~ g. (Hint: gebruik de voorgaande opgaven.)

(5) Een deelverzameling X van R™ heet een stervormig domein als X niet leeg
is, en als voor alle © € X en voor alle \ € [0,1] geldt Az € X.

(a) Zij Y een topologische ruimte en zij f,g: Y — X continu. Laat zien
dat f en g homotoop zijn.
(b) Laat zien dat X samentrekbaar is.

(6) Bewijs dat Z en R\ Z homotopie-equivalent zijn.

(7) Zij X, X’ en'Y topologische ruimten. Neem aan dat X homotopie-equivalent
is met X’. Laat zien dat X x Y homotopie-equivalent is met X’ x Y.

(8) Zij X een topologische ruimte. Bewijs dat volgende uitspraken equivalent
zijn:

(a) X is samentrekbaar;

(b) X # @ en idx is homotoop met een constante afbeelding X — X;

(c¢) voor alle topologische ruimten Y bestaat hMap(Y, X) uit precies één
element.

(9) Zij X een topologische ruimte. Zij A C X een deelruimte. Zij F': [0,1] X
X — X een continue afbeelding met F'(t,a) = a, F(0,z) = zen F(l,z) € A
voor alle t € [0,1], z € X en a € A. (We zeggen dat A een sterk deforma-
tieretract van X is.) Laat zien dat A en X homotopie-equivalent zijn.

(10) Zij X = {z € R™1: 0 < d(z,0) < 1}. Zij S = {z € R*!: d(z,0) = 1}.
Laat zien dat S™ een sterk deformatieretract is van X.
(11) Zij X = ([-1,1] x [-1,1]) \ {0} met de Euclidische topologie. Zij

A=0(-1,1] x [-1,1]) = ({-1,1} x [-1,1]) U ([-1,1] x {-1,1}).

Laat zien dat A C X een sterk deformatieretract is.
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Bewijs dat
A= (S"x{1})u ({1} x 5"
een deformatieretract van

X = ($' xS\ {(=1,-1)}

Maak een schets van X en haar deelverzameling A.

Geef een voorbeeld van een continue surjectieve afbeelding f: S — S* die
homotoop is met een constante afbeelding.

Zij V de vectorruimte van alle begrensde reéle rijen (z;)ien. Zij || - || de
norm gegeven door

[(zs)ien || = sup {|z;]: i € N},
en geef V' de topologie gegeven door deze norm. Bewijs dat V' \ {0} samen-
trekbaar is. (Hint: beschouw de translatie-afbeelding 7': V'\ {0} — V'\ {0}
die (x,)n stuurt naar (y,), met yo = 0 en y, = x,—1 voor n > 0. Be-
wijs eerst dat T continu is, en homotoop met idy\ (o3. Bewijs dan dat T'
homotoop is met een constante afbeelding.)



