Topologie, voorjaar 2015

Opgavenblad 1

werkcolleges 4 en 9 februari

In de onderstaande opgaven beschouwen we R’ steeds als een metrische ruimte voorzien van de
euclidische metriek

dz,y) = llz —yll = V(@1 —y1)® + - + (@0 — yn)>

1. Ga van de volgende deelverzamelingen van R na of ze open en of ze gesloten zijn.

2. Ga van de volgende deelverzamelingen van R? na of ze open en of ze gesloten zijn.

(a) {(z,y) eR? |z >0}

(b) {(z,y) e R? [z <0,y > 0};
(¢) {(z,z) |z € R}

(d) {(z,y) eR? |y > 2?};

() 2%

(f) {(z,sin(1/x)) | x > 0}.

3. In deze opgave laten we zien dat () en R de enige deelverzamelingen van R zijn die (met
betrekking tot de euclidische metriek) zowel open als gesloten zijn.

(a) Neem aan dat U C R zowel open als gesloten is. Laat (met behulp van de e-d-definitie)

zien dat de functie
ffR—R

s 1 alsxeU,
0 alszgU

continu is.
(b) Laat met behulp van de tussenwaardestelling zien dat geldt U € {0, R}.

4. Geef een oneindige collectie U van open deelverzamelingen van R zodanig dat (¢, U géén
open deelverzameling van R is.

5. (Runde, 2.1.1.) Zij S een verzameling, en zij X de verzameling van alle eindige deelverza-
melingen van S. Voor A, B € X definiéren we het symmetrisch verschil A A B als

AAB=(AUB)\ (ANB).

Laat zien dat de functie
dXxX—R

(A,B) — #(A A B)

een metriek op X is. (We schrijven #F voor de kardinaliteit van een eindige verzameling E.)
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6.

10.

11.

12.

Een metriek d op een verzameling F' heet een Franse-spoorwegmetriek als er een p € F bestaat
zodanig dat voor alle z,y € F geldt

r#y = d(z,y) = d(z,p) +d(p,y).

Stel dat er twee verschillende punten p, ¢ € F' bestaan met de bovenstaande eigenschap. Bewijs
dat F' = {p,q}.

Zij (X,d) een metrische ruimte. De diameter van een niet-lege deelverzameling S C X is

gedefinieerd als
diam(S) = sup{d(z,y) | z,y € S} € RU {c0}.

Bekijk een keten van deelverzamelingen Sy 2 S1 2 S5 O -+ van X zodanig dat
diam(S,) — 0 als n — oo.
Bewijs dat ﬂf;o S, ten hoogste één punt bevat.

(Runde, 2.2.1.) Zij (X, d) een metrische ruimte. Laat zien dat elke eindige deelverzameling
van X gesloten is.

. Een metrische ruimte (X, d) heet discreet als er voor elke x € X een € > 0 bestaat zodanig dat

B.(z) = {z}. Bewijs dat elke eindige metrische ruimte (d.w.z. elke metrische ruimte (X, d)
zodanig dat X een eindige verzameling is) discreet is.

(Runde, 2.2.6.) Zij (X,d) een metrische ruimte, en zij Y een deelverzameling van X. Bewijs
dat een deelverzameling U C Y open is in de metrische ruimte (Y, d|y «xy) dan en slechts dan
als er een open deelverzameling V' van (X, d) bestaat zodanig dat U =Y NV.

Zij St = {(w1,22) € R? | 22 + 22 = 1} de eenheidscirkel in R2. Gegeven twee punten

x = (z1,72) en y = (y1,y2) in S! definiéren we 0(z,y) € [0, 7] als de (ongerichte) hoek tussen
x en y gezien als vectoren, dus

cosO(z,y) = 2191 + Tayo.
Bewijs dat # een metriek op S! is.

Zij p een priemgetal. Voor x € Q* definiéren we
ordy(z) =n alsz= p"% met a,b € Z \ pZ

en voor x € Q definiéren we de p-adische absolute waarde van x als

2], = 0 als x =0,
P pmorde (@) als a2 £ 0.

(a) Laat zien dat | |, voldoet aan de sterke driehoeksongelijkheid: voor alle z,y € Q geldt

|+ ylp < max{|z|p, |ylp}-
(b) Laat zien dat de functie
dp:QxQ—R
(@,y) — & = ylp

een metriek op Q is.



