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Opgave 1. Bepaal (zonder bewijs) van elk van de volgende deelruimten van R? het inwendige, de afsluiting en de
rand: X = {(z,y) e R?[2? =2 > 1}, Y =QxQ, Z=Q x Z.

Antwoord.

X° ={(x,y) € R¥z? —y? > 1}, X = {(7,y) € R?¥|z? —y? > 1}, 0X = {(z,y) € R?|2® —y? = 1}.
Yo=0,Y =RxR,0Y =R xR

7°=0,Z=RxZ,0Z =R xZ.

Opgave 2. Zij X een metrische ruimte die (gezien als topologische ruimte) samenhangend is. Zij V een metrische
deelruimte van X zodanig dat zowel V als het complement X \ V" volledig is. Bewijs dat V' ofwel leeg is, ofwel
gelijk is aan X.

Antwoord.

Uit propositie 6.1.(2) volgt dat V en X \ V beide gesloten zijn in X en dus geldt dat V' en het complement X \ V
beide open zijn in X . Hierdoor geldt dat V' clopen is en vanwege het feit dat X samenhangend is dus gelijk aan ()
of X. |

Opgave 3. Zij X een discrete topologische ruimte. Laat zien dat X compact is dan en slechts dan als X eindig is.
Antwoord.

Stel X is compact. Dan bestaat voor de open overdekking van alle singletons {{z} € Tx|z € X} een eindige
deeloverdekking, wat impliceert dat X eindig moet zijn.

Stel X is eindig. Zij U een open overdekking dan geldt dat voor alle z € X er een U, € U bestaat zodanig dat
x € U,. Merk nu op dat de deeloverdekking U’ = U, xU, van U eindig is aangezien X eindig is en dus geldt
dat X compact is. |

Opgave 4. Geef voor de volgende uitspraak een bewijs of een tegenvoorbeeld: als X een topologische ruimte is
waarvan elke samenhangscomponent uit één punt bestaat, dan is X discreet.

Antwoord.

Wanneer elke samenhangscomponent uit één punt bestaat in je ruimte X is X per definitie totaal onsamenhangend.
Het klopt inderdaad dat iedere discrete ruimte totaal onsamenhangende is. Andersom is niet altijd waar. Zo zijn
Q met deelruimte topologie van R en het oneindige product [ [, -, {0, 1} met de productopologie totaal onsamen-
hangend, maar niet discreet (zie opgave 92).

Opgave 5. Zij X een compacte topologische ruimte, zij Y een Hausdorffruimte en zij f : X — Y een continue
afbeelding. Bewijs dat voor elke compacte deelruimte K van Y de deelruimte f 'K van X eveneens compact is.
Antwoord. Uit Propositie 12.4(b) volgt dat K gesloten is in Y aangezien f een continue afbeelding is geldt dat
f~ LK dus ook gesloten is in X en dus volgens Propositie 12.4(a) tevens een compacte deelruimte van X. ]



Opgave 6. Zij S* = {(z,y) € R?|z? + y? = 1} de eenheidscirkel.

(@) Zij f : St — S* de continue afbeelding (z,y) — (—z, —y). Geef een homotopie tussen f en de identiteit op
St

Antwoord. Beschouw de functie F' : [0,1] x S' — S! met F(¢,(x,y)) = €™ (x,y). Er geldt inderdaad
dat F continu is aangezien het een samenstelling van continue functies is en tevens geldt F(0, (z,y)) = (z,y)
en F(1,(x,y)) = (—x,—y). Merk ook op dat f(z) inderdaad in het codomein S* terecht komt, aangezien
(e™t2)? + (e'™y)? = 22 +y? = 1. (Hierdoor is dus de afbeelding F (¢, (x,y)) = (1 —2t)(x,y) geen homotopie).

(b) Geef een voorbeeld van een surjectieve continue afbeelding S* — S! die homotoop is met de constante af-
beelding (z,y) — (1,0); geef ook een homotopie tussen deze twee afbeeldingen.

Antwoord. Beschouw de surjectieve functie f : S' — S, (z,y) — (cos(27wx),sin(2wx)). Merk op dat
deze functie inderdaad continu is als samenstelling van continue functies. Zij nu F(t,z) = [0,1] x St — S!
met F(t,(z,y)) = f(t(x,y)). Dan geldt dat F' inderdaad tevens continu is aangezien f continu is en geldt dat
F(0,(z,y)) = (1,0) en F(1,(z,y)) = (cosx,sin x).

Opgave 7. (a) Laat zien dat de continue afbeelding p : C\ {0} — C\ {0} gedefinieerd door z — 2?2 een overdek-
kingsafbeelding is.

Antwoord.

Bekijk de open overdekking van C \ {0} met de open deelverzamelingen U := C \ (—o0,0]en V := C\ [0, c0).
Hierbij geldt dat p~'V = {z € C|z% ¢ [0,00)} = C \ R. Merk op dat p~'V hier dus de disjuncte vereniging is
van de twee halfvlakken {z € C|Im(z) > 0} en {z € C|Im(z) < 0} die beide op zichzelf homeomorf zijn met V
door p. Op soortgelijke wijze is te zien dat p~'U inderdaad de disjuncte vereniging is van twee halfvlakken die op
zichzelf weer via p homeomorf zijn met U. We concluderen dat p inderdaad een overdekkingsafbeelding is.

(b) Laat zien dat de continue afbeelding C — C gedefinieerd door z + z? geen overdekkingsafbeelding is.
Antwoord. Zij p : C — C een overdekkingsafbeelding, dan bestaat er een open overdekking ¢/ zodanig dat voor
elke U € U de deelruimte p~'U C Y een disjuncte vereniging is van open verzamelingen V C Y waarvoor
de afbeelding p|y : V' — U een homeomorfisme is. Kies nu een U € U waarvoor geldt 0 € U, dan zien we
dat p~1U niet een disjuncte vereniging van open verzamelingen V' C Y waarvoor de afbeelding p|y : V — U
een homeomorfisme is aangezien p~1{0} uit maar één punt bestaat en p~1{z} voor z € C \ {0} uit twee punten
bestaat. Dit is in tegenspraak met de definitie dus p is geen overdekkingsafbeelding.



