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1. Bepaal voor elk van de gegeven verzamelingen X in de opgaven 1 en 2 van opgaven-

blad 1 het inwendige X◦, de afsluiting X̄ en de rand ∂X.

2. Zij (an)n≥0 een rij reële getallen die convergeert naar a ∈ R.

(a) Zij X een gesloten deelverzameling van R die alle an (n ≥ 0) bevat. Laat zien

dat a ∈ X.

(b) Zij A = {an | n ≥ 0}. Laat zien dat Ā = A ∪ {a} en A◦ = ∅.

3. Geldt voor elke metrische ruimte (X, d), elke x ∈ X en elke ǫ > 0 dat de afsluiting

van de open bal Bǫ(x) gelijk is aan de gesloten bal Bǫ[x] = {y ∈ X | d(x, y) ≤ ǫ}?
Geef een bewijs of een tegenvoorbeeld.

4. (Runde, 2.2.4 en 2.3.3.) Zij (X, d) een metrische ruimte, S ⊆ X een niet-lege

deelverzameling en x ∈ X. De afstand van x tot S is

dist(x, S) = inf{d(x, y) | y ∈ S}.

(a) Bewijs dat S̄ de verzameling van alle x ∈ X is waarvoor dist(x, S) = 0.

(b) Bewijs dat de functie X → R die x op dist(x, S) afbeeldt continu is.

5. Zij (X, d) een metrische ruimte, en zijn A en B deelverzamelingen van X. Geef voor

elk van de volgende uitspraken een bewijs of een tegenvoorbeeld.

(a) (Ā) = Ā;

(b) (A◦)◦ = A◦;

(c) ∂(∂A) = ∂A;

(d) A ∪B = Ā ∪ B̄;

(e) A ∩B = Ā ∩ B̄;

(f) (A ∪B)◦ = A◦ ∪B◦;

(g) (A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦.

6. Zij (X, d) een metrische ruimte en S een deelverzameling van X. Bewijs dat S dicht

ligt in X dan en slechts dan als voor elke ǫ > 0 geldt X =
⋃

s∈S Bǫ(s).

7. Zijn (X, dX) en (Y, dY ) metrische ruimten en zij a ∈ X. Een afbeelding f :X → Y

heet continu in a als er voor alle ǫ > 0 een δ > 0 bestaat zodanig dat voor alle

x ∈ X geldt dX(x, a) < δ =⇒ dY (f(x), f(a)) < ǫ. Op Rn en C beschouwen we de

euclidische metriek dE, op R2 tevens de Manhattanmetriek dM, en op R tevens de

Franse-spoorwegmetriek dF gedefinieerd door

dF(x, y) =

{

0 als x = y,

|x|+ |y| als x 6= y.
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Bepaal voor elk van de onderstaande afbeeldingen f :X → Y de verzameling van

punten van X waar f continu is.

(a) (Q, dE) → (C, dE), x 7→ x;

(b) (R2, dE) → (R2, dM), x 7→ x;

(c) (C, dE) → (C, dE), z 7→

{

(exp(z)− 1)/z als z 6= 0,

0 als z = 0;

(d) (R, dE) → (R, dF), x 7→ x;

(e) (R, dE) → (R, dE), x 7→

{

x als x ∈ Q,

−x als x 6∈ Q.

(f) (R, dF) → (R, dE), x 7→

{

x als x ∈ Q,

−x als x 6∈ Q.

8. Zij p een priemgetal, zij | |p de p-adische absolute waarde opQ en zij dp(x, y) = |x−y|p
de p-adische metriek (zie opgave 12 van opgavenblad 1).

(a) Bewijs dat de rij (1, p, p2, p3, . . .) in (Q, dp) naar 0 convergeert.

(b) Construeer een rij in Q die in R naar 0 convergeert en in (Q, d2) naar 1.

9. (Runde, 2.3.4.) Zijn (E, ‖ ‖E) en (F, ‖ ‖)F ) genormeerde R-vectorruimten, en zij

T :E → F een R-lineaire afbeelding. Bewijs dat de volgende uitspraken equivalent

zijn:

(1) T is continu;

(2) T is continu in 0;

(3) er bestaat een reëel getal C zodanig dat voor alle x ∈ E geldt ‖T (x)‖F ≤ C‖x‖E .

10. Bewijs dat een samenstelling van twee continue afbeeldingen tussen metrische ruimten

zelf ook continu is.

11. Zijn (X, dX) en (Y, dY ) twee metrische ruimten.

(a) Laat zien dat de functie

D: (X × Y )× (X × Y ) −→ R

((x, y), (x′, y′)) 7−→ dX(x, x′) + dY (y, y
′).

een metriek op het product X × Y is. Wat is het verband met de Manhattanme-

triek?

(b) Bewijs dat de projecties X×Y → X en X×Y → Y (gedefinieerd door (x, y) 7→ x

respectievelijk (x, y) 7→ y) continu zijn.

(c) Zij (T, dT ) een metrische ruimte. Gegeven twee afbeeldingen f :T → X en g:T →
Y definiëren we de afbeelding

f × g:T −→ X × Y

t 7−→ (f(t), g(t)).

Laat zien dat f × g continu is dan en slechts dan als f en g beide continu zijn.

12. Zij N de verzameling {0, 1, 2, . . .} ∪ {∞}. Construeer een metriek op N met de

volgende eigenschap: een rij (yn)n≥0 in een metrische ruimte Y is convergent dan en

slechts dan als er een continue afbeelding f :N → Y bestaat met f(n) = yn voor alle

n ∈ {0, 1, 2, . . .}.
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