
UITWERKING TENTAMEN TOPOLOGIE

Dinsdag 13 juni 2017, 14:00–17:00

(15 pt) 1. De gegeven deelruimten hebben de volgende eigenschappen:

X Y Z

open ja nee nee

gesloten nee ja ja

compact nee ja nee

wegsamenhangend ja ja nee

samentrekbaar ja nee nee

(18 pt) 2. (a) Als Y begrensd is, isX niet noodzakelijk begrensd. Bekijk bijvoorbeeld de functie

f : [0,∞) → [0, 1] gedefinieerd door f(x) = x/(x+1). Dan is f continu en [0, 1] is

wel begrensd, maar [0,∞) niet.

(b) Als X rijcompact is, dan is f(X) ook rijcompact. Voor elke rij (yn)n≥0 in f(X)

is er namelijk een rij (xn)n≥0 in X met yn = f(xn) voor alle xn. Wegens de

rijcompactheid van X heeft (xn)n≥0 een convergente deelrij. Als a de limiet van

deze rij is, dan is het beeld van deze rij onder f wegens de continüıteit van f een

convergente rij in f(X) met limiet f(a). We concluderen dat f(X) rijcompact is.

(c) Als X volledig is, is f(X) niet noodzakelijk volledig. Neem bijvoorbeeld f :R →
(0,∞) gedefinieerd door f(x) = exp(x). Dan is f continu en R is volledig, maar

f(R) = (0,∞) is niet volledig ((0,∞) is niet gesloten in R).

(20 pt) 3. (a) Door V = ∅ respectievelijk V = Y te nemen, zien we dat ∅ en X elementen van

T ′
X

zijn. Elke deelverzameling U van T ′
X

is te schrijven als {f−1V | V ∈ V} met

V een deelverzameling van T ′
Y
. Er geldt

⋃

U∈U

U =
⋃

V ∈V

f−1V

= f−1
⋃

V ∈V

V,

hetgeen in T ′
X

ligt omdat
⋃

V ∈V V in TY ligt. Voor V eindig geldt bovendien

⋂

U∈U

U =
⋂

V ∈V

f−1V

= f−1
⋂

V ∈V

V,

hetgeen in T ′
X

ligt omdat
⋂

V ∈V V in TY ligt. We concluderen dat willekeurige

verenigingen en eindige doorsneden van elementen van T ′
X

ook weer in T ′
X

liggen,

dus T ′
X

is een topologie op X.

Voor alle V ∈ TY geldt per definitie f−1V ∈ T ′
X
, dus f : (X, T ′

X
) → (Y, TY ) is

continu.

(b) Omdat ∅ en X elementen van TX zijn, zijn ∅ en Y elementen van T ′
Y
. Zij V een

deelverzameling van T ′
Y
. Dan geldt

f−1
⋃

V ∈V

V =
⋃

V ∈V

f−1V,

1



hetgeen in TX ligt omdat TX een topologie is, dus
⋃

V ∈V ligt in T ′
Y
. Voor V eindig

geldt bovendien

f−1
⋂

V ∈V

V =
⋂

V ∈V

f−1V,

hetgeen in TX ligt omdat TX een topologie is, dus
⋃

V ∈V ligt in T ′
Y
. We conclud-

eren dat willekeurige verenigingen en eindige doorsneden van elementen van T ′
Y

ook weer in T ′
Y
liggen, dus T ′

Y
is een topologie op Y .

Voor alle V ∈ T ′
Y

geldt per definitie f−1V ∈ TX , dus f : (X, TX) → (Y, T ′
Y
) is

continu.

(15 pt) 4. Gegeven twee punten x, y ∈ X bestaan er k, l ∈ {1, 2, . . . , n} met x ∈ Sk en y ∈ Sl.

Als k = l geldt, dan bestaat er een weg van x naar y in Sk en zijn we klaar. Neem nu

aan dat k < l geldt. Voor k ≤ i ≤ l − 1 kiezen we zi ∈ Si ∩ Si+1. We kiezen nu een

weg van x naar zk in Sk, vervolgens wegen van zi naar zi+1 in Si voor k ≤ i ≤ l − 2,

en ten slotte een weg van zl−1 naar y in Sl. Door deze wegen aaneen te schakelen,

krijgen we een weg van x naar y in X. Het geval k > l gaat op dezelfde manier.

(18 pt) 5. (a) Bekijk bijvoorbeeld de overdekkingsafbeelding f :R → S1 gegeven door f(t) =

(cos t, sin t). Aangezien S1 wel compact is maar f−1S1 = R niet, is f niet proper.

(b) Zij F ⊆ Y gesloten; we moeten bewijzen dat f−1F gesloten is in X. Omdat Y

compact is, is F compact. Omdat f proper is, is f−1F eveneens compact. Omdat

X een Hausdorffruimte is, is f−1F gesloten in X, hetgeen we moesten bewijzen.

(20 pt) 6. (a) In een opgave hebben we gezien dat als f :X → X ′ en g:Y → Y ′ homotopie-

equivalenties zijn, de productafbeelding f×g:X×Y → X ′×Y ′ ook een homotopie-

equivalentie is. Omdat Y samentrekbaar is, is de constante afbeelding g:Y →
{0} een homotopie-equivalentie. De afbeelding id × g:X × Y → X × {0} is nu

ook een homotopie-equivalentie. Aangezien X × {0} homeomorf is met X, is de

projectieafbeelding X × Y → X een homotopie-equivalentie.

(b) Omdat C samentrekbaar is, is de projectieafbeelding C × D → D wegens (a)

een homotopie-equivalentie. We hebben gezien dat een homotopie-equivalentie

een isomorfisme tussen fundamentaalgroepen induceert. Hieruit volgt dat de

natuurlijke afbeelding π1(C × D, (0, 1)) → π1(D, 1) een homotopie-equivalentie

is. Verder is de inclusie-afbeelding S1 → D een homotopie-equivalentie, dus

π1(D, 1) is isomorf met π1(S
1, 1). We concluderen dat π1(C ×D, (0, 1)) isomorf

is met Z.
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