UITWERKING TENTAMEN TOPOLOGIE
Maandag 14 januari 2019, 14:00-17:00

(15 pt) 1. De gegeven deelruimten hebben de volgende eigenschappen:

X Y VA

open ja nee nee
gesloten nee ja ja
rijcompact nee ja nee
samenhangend nee ja ja
wegsamenhangend nee ja nee

(16 pt) 2. (a) Zijx € S. Dan bestaat er een 1ij (7,,)n>0 in S die in X naar z convergeert. Bekijk

(20 pt)

(18 pt)

3. (a)
(b)
4. (a)

nu de rij (f(xn))n>0 in f(S) C Y. Wegens de continuiteit van f convergeert deze
rij in Y naar f(z). Hieruit volgt dat f(z) in f(S) ligt. We concluderen dat f(S)
bevat is in f(S).

Neem X = (0,1) en Y
S = X. Er geldt f(S)
strikt bevat in f(S).

[0,1]. Zij f: X — Y de inclusieafbeelding, en neem

1
FX) = (0,1) en F(8) = F(X) = [0,1], dus £(5) is

Het is bekend (opgave 5.3) dat de normafbeelding || ||: V' — R continu is. In het
bijzonder is || ||7'{1} = B gesloten in V, aangezien {1} gesloten is in R. Verder
geldt voor alle z,y € B

d(z,y) = ||z = yll < [lz] + llyll = 2,
dus B is begrensd.

Zij || |l2 de euclidische norm op V' = R"™. Omdat de normen || |2 en | | op V
equivalent zijn, is er een C' > 0 zodanig dat

|z|l2 < C||z|| voor alle x € V.

In het bijzonder geldt ||z|l2 < C voor alle z € B, dus B is begrensd voor de
euclidische metriek. Bovendien definiéren beide normen dezelfde collectie open
verzamelingen, en dus ook dezelfde collectie gesloten verzamelingen. Dit betekent
dat B ook gesloten is voor de euclidische metriek. Uit het feit dat gesloten en
begrensde deelverzamelingen in R™ compact zijn, volgt dat B compact is voor de
euclidische metriek. Door nogmaals de equivalentie van || |[2 en || || te gebruiken,
zien we dat B ook compact is voor de door || || gedefinieerde metriek.

Zij (z,y) € X x Y. Omdat X en Y discreet zijn, is {} open in X en {y} open
in Y. Hieruit volgt dat {z} x {y} = {(z,vy)} open is in X x Y. We concluderen
dat X x Y discreet is.

Zimp: X XY — X en ¢: X xY — Y de projectieafbeeldingen. Zij S een samen-
hangscomponent van X x Y. Dan is p(S) samenhangend, en omdat X totaal
onsamenhangend is, volgt p(S) = {x} voor een x € X. Net zo volgt ¢(S) = {y}
voor een y € Y. Dit impliceert S = {(z,y)}. We concluderen dat X x Y totaal
onsamenhangend is.

Omdat X en Y wegsamenhangend zijn, is X XY wegsamenhangend. Zij (z¢, y0) €
X x Y. Het is bekend dat de fundamentaalgroep m1(X X Y, (z9,¥o)) isomorf
is met m (X, z0) x m(Y,y0). Omdat X en Y enkelvoudig samenhangend zijn,
is zowel m1(X,z0) als m1(Y,yp) is de triviale groep. Hetzelfde geldt dus voor
m1(X XY, (z0,%0)). Dit betekent dat X x Y enkelvoudig samenhangend is.
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(16 pt) 5. (a)

(20 pt) 6. (a)

Zij g: X — D? een homeomorfisme, en bekijk de afbeelding
h:gofogilzD2 — D?.

Deze is continu omdat f, g en g~ *

Brouwer is er een y € D? met h(y) = y. Schrijven we z = g~!(y), dan volgt
f@) =g (h(g(2))) = g7 (h(y) = 97 (v) = =,

dus x is een dekpunt van f.

Neem bijvoorbeeld X = R en f(x) = z + 1. Dan heeft f geen dekpunt. Ander-
zijds zijn R en D? beide samentrekbaar, dus beide homotopie-equivalent met een

continu zijn. Wegens de dekpuntsstelling van

eenpuntsruimte, en dus ook met elkaar.

De afbeelding ¢ is continu wegens de definitie van de quotiénttopologie. Zij x € Q;
dan geldt ¢~ '{z} = {y, f(y)} voor een y € Y. Per aanname heeft y een open
omgeving V' C Y waarvoor geldt V. N f(V) = (. We schrijven U = ¢(V); de
elementen van U zijn dus de equivalentieklassen van de elementen van V. Er
geldt dus
g 'U=VUFV).

Omdat @ de quotiénttopologie heeft, is U open in () dan en slechts dan als
¢ U open is in Y. Omdat f een homeomorfisme is, is f(V) open in Y. Ook
¢ 'U = VU f(V) is dus open in Y, en hieruit volgt dat U inderdaad open is in Q.
Wanneer z varieert in Y, vormen de verzamelingen V als in de opgave een open
overdekking van Y. Wegens (a) en de surjectiviteit van ¢ vormen de verzamelingen
U = q(V) een open overdekking van ). Om te bewijzen dat ¢ een overdekkingsaf-
beelding is, moeten we nog bewijzen dat voor alle V en U = ¢(V) als boven de
continue afbeeldingen ¢|y:V — U en q|yy): f(V) — U homeomorfismen zijn.
We schrijven py = ¢q|y: V' — U. We gaan bewijzen dat py een homeomorfisme is;
wegens symmetrie is q|¢y): f(V)) — U dan ook een homeomorfisme.

Wegens V N f(V) = 0 bevat V precies één element uit elk van de equivalentie-
klassen van elementen van V. Dit impliceert dat de afbeelding py bijectief is. We
moeten nog bewijzen dat py open is. Zij W een open deelverzameling van V'; dan
is W ook open in Y. We moeten bewijzen dat py (W) open is in U. Dit is equi-
valent met de bewering dat ¢(WW) open is in Q. Omdat @ de quotiénttopologie
heeft, is dit het geval dan en slechts dan als ¢~ (q(W)) open is in Y. Er geldt

g (a(W)) =W U f(W).
Omdat f een homeomorfisme is, is f(WW) open in Y. Hiermee is ook W U f(W)
open in Y, hetgeen we moesten bewijzen.

Omdat Y enkelvoudig samenhangend is, is de rechtswerking

xq H{xo} x T(Q, o) — ¢~ Hwo}

van de groep 71 (Q, o) op de verzameling ¢~ *{zo} vrij en transitief. Deze verza-
meling bevat twee elementen, namelijk yo en f(yo) voor een 3y € Y. Omdat de
werking transitief is, is de groep m1(Q,xo) niet-triviaal. Zij A een niet-triviaal
element van m(Q, zp). Omdat de werking vrij is en de stabilisatoren van yy en
f(yo) dus triviaal zijn, geldt yo * A = f(yo) en f(yo) * A = yo. Als A\, X twee
niet-triviale elementen zijn, dan geldt dus 3o x A~! « X' = yg, hetgeen impliceert
dat A = X (opnieuw omdat de stabilisatoren triviaal zijn). We concluderen dat
m1(Q, zp) precies één niet-triviaal element bevat en dus orde 2 heeft.
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