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(15 pt) 1. De gegeven deelruimten hebben de volgende eigenschappen:

X Y Z

gesloten ja ja nee

dicht nee nee ja

rijcompact ja nee nee

samenhangend nee ja ja

enkelvoudig samenhangend nee ja nee

(18 pt) 2. (a) Als geldt V = {0}, dan is V eindig en dus compact. Neem dus aan V 6= {0}.
Dan bevat V een element v 6= 0. Schrijf a = ‖v‖, dan geldt a > 0, zodat

‖nv − 0‖ = na → ∞ als n → ∞, dus V is niet begrensd. Omdat elke compacte

metrische ruimte totaal begrensd en dus zeker begrensd is, concluderen we dat V

niet compact is.

(b) Wegens de equivalentie van ‖ ‖ en ‖ ‖′ bestaan er C,D > 0 zodanig dat voor

alle v ∈ V geldt

C‖v‖ ≤ ‖v‖′ ≤ D‖v‖.

Zij (vn)n≥0 een Cauchyrij in (V, ‖ ‖′), en zij ǫ > 0 willekeurig gegeven. Dan is

er een N ≥ 0 zodanig dat voor alle m,n ≥ N geldt ‖vm − vn‖
′ < Cǫ, en dus

‖vm − vn‖ < ǫ; dit betekent dat (vn)n≥0 ook een Cauchyrij is in (V, ‖ ‖). Omdat

(V, ‖ ‖) een Banachruimte is, heeft de rij een limiet v ∈ V . Er geldt

lim
n→∞

‖vn − v‖′ ≤ D lim
n→∞

‖vn − v‖ = 0,

dus (vn)n≥0 convergeert ook in (V, ‖ ‖′) naar v. Hieruit volgt dat (V, ‖ ‖′) een

Banachruimte is.

(16 pt) 3. (a) Per definitie geldt T ◦ ⊆ T en dus f−1(T ◦) ⊆ f−1T . Verder is T ◦ open in Y , dus

f−1(T ◦) is open in X. Omdat (f−1T )◦ de grootste open deelverzameling van X

is die in f−1T bevat is, volgt f−1(T ◦) ⊆ (f−1T )◦.

(b) Neem bijvoorbeeld X = Q, Y = R, f :Q → R de inclusie-afbeelding en T =

Q. Dan geldt T ◦ = ∅, dus f−1(T ◦) = ∅; anderzijds geldt f−1T = Q en dus

(f−1T )◦ = Q.

(18 pt) 4. (a) Zijn x = (xi)i∈I en (yi)i∈I twee verschillende punten van X =
∏

i∈I Xi. Dan is

er een i ∈ I waarvoor geldt xi 6= yi. Omdat Xi een Hausdorffruimte is, bestaan

er disjuncte open omgevingen U en V van xi en yi in Xi. Zij pi:X → Xi de

projectie-afbeelding; dan zijn p−1

i
U en p−1

i
V open omdat pi continu is, disjunct

omdat U en V disjunct zijn, en uit xi ∈ U en yi ∈ V volgt x ∈ p−1

i
U en y ∈ p−1

i
V .

We concluderen dat X een Hausdorffruimte is.

(b) Neem bijvoorbeeld X = {0, 1} ×R met de deelruimtetopologie van R2. Dan is

X een Hausdorffruimte. Bekijk de equivalentierelatie ∼ op X waarvoor {(0, 0)},
{(1, 0)} en {(0, t), (1, t)} voor t ∈ R\{0} de equivalentieklassen zijn. Het quotiënt

Y = X/∼ is een lijn met een verdubbeld punt en is geen Hausdorffruimte, en de

quotiëntafbeelding f :X → Y is surjectief en continu.
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Een ander voorbeeld is X = R met de euclidische topologie, Y = {0, 1} met de

topologie TY = {∅, {1}, Y } en f :X → Y gedefinieerd door f(0) = 0 en f(x) = 1

voor x 6= 0. Omdat Y de enige open omgeving van 1 in Y is, hebben 0 en 1 geen

disjuncte open omgevingen in Y , dus Y is geen Hausdorffruimte. Het is duidelijk

dat f surjectief is. Verder zijn f−1∅ = ∅, f−1{1} = R \ {0} en f−1Y = R alle

open in R, dus f is continu.

(20 pt) 5. (a) Omdat elk element van S(X) van de vorm [x] is met x ∈ X, is er hooguit

één afbeelding f̄ met de gevraagde eigenschap. We moeten nagaan dat f̄ goed

gedefinieerd is. Als x, x′ ∈ X voldoen aan [x] = [x′], dan bestaat er een weg

γ: [0, 1] → X van x naar x′. De afbeelding f ◦ γ: [0, 1] → Y is dan een weg van

f(x) naar f(x′). Hieruit volgt [f(x)] = [f(x′)], dus f̄ is goed gedefinieerd.

(b) Neem aan dat f een homotopie-equivalentie is. Dan bestaan er een continue

afbeelding g:Y → X, een homotopie F : [0, 1] × X → X van idX naar g ◦ f

en een homotopie G: [0, 1] × Y → Y van idY naar f ◦ g. We beweren dat

ḡ:S(Y ) → S(X) een tweezijdige inverse van f̄ is. Merk op dat ḡ(f̄ [x]) = [g(f(x))]

en f̄(ḡ[y]) = [f(g(y))]; we moeten dus bewijzen dat [g(f(x))] = [x] voor alle x ∈ X

en [f(g(y))] = [y] voor alle y ∈ Y . De afbeelding γ: [0, 1] → X gegeven door

γ(t) = F (t, x) is een weg van x naar g(f(x)), dus geldt inderdaad [x] = [g(f(x))].

De gelijkheid [y] = [f(g(y))] volgt op dezelfde manier.

(18 pt) 6. (a) Deze ruimte is een disjuncte vereniging van twee cirkels en een punt. Het basis-

punt (0, 2) ligt in een van de cirkels, dus de fundamentaalgroep is isomorf met de

fundamentaalgroep van de eenheidscirkel met basispunt (1, 0). In het college is

bewezen dat deze fundamentaalgroep isomorf is met Z.

(b) Deze ruimte is homeomorf met R2 via de projectie op het (x, y)-vlak. Omdat R2

samentrekbaar en dus enkelvoudig samenhangend is, is de fundamentaalgroep

triviaal.
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