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Opgave 1. Bepaal de scheve asymptoot voor x — 0o en x — —oo van f(x) = i
°+

IQ

x4 — 81

Opgave 2. Schets de grafiek van de functie f(z) =

Je moet hiervoor het volgende bepalen:

a) het domein van f;

b) de verticale asymptoten van f en voor elke verticale asymptoot © = a van f de limieten
lﬂf} f(z) en 1:61%21 f(z); hiervoor is een tekenoverzicht van f nodig;

c) eventuele horizontale of scheve asymptoten van f voor x — oo en x — —o0; in het
geval van een scheve asymptoot moet je kijken of de grafiek van f snijpunten heeft met de
scheve asymptoot.

d) de afgeleide van f, een tekenoverzicht van f’) en de extremen van f met plaats, grootte
en aard.

Opgave 3. Bereken de volgende limieten:

Inx —2

li :
a)xl_)n;g xr—e?’
ef—-1—x
b) lim ———

=0 cosx — 1
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Opgave 1. Bepaal de scheve asymptoot voor x — oo en x — —oo van f(x) = %.
T
Oplossing. We beginnen met een staartdeling.
ot +3/) P +22'+8 \z+2
2+ 3 —
20 — 32 48
2044+ 6  —
-3z + 2
5 4 4 -3z + 2
Dus 2° +2z* + 8 = (z + 2)(z* 4+ 3) + (=3x + 2), f(x) :x+2+x4—+3,
Er geldt
lim f(z)— (x+2) = i —3r+2 . —3x’3+2x*470
x—1>r:|I:1c>o . * N :l:—l>r:£00 4+ 3 o :c—1>1’:£oo 1+ 34 o

Dus y = x + 2 is een scheve asymptoot van f(x) voor zowel z — oo als x — —o0.

Opgave 2. Bereken de volgende limieten:
. sinzx —x
(a) im ——
=0 tanr —

1 1

z=0x  sinx

(c) h?ol x*Inx voor a > 0 (met de regel van L’Hopital)

(d) liﬁ]la:“(lnx)b voora>0enb=1,23,...

(e) lim bi voor b > 1 (met de regel van L’Hopital)
xz—00 0¥

(f) limw—voora>0,b>1

r—00 DT

lim 2%
(2) him

: 1/x
(1) lim(1 + 2

Oplossing. Met een H boven het =-teken wordt aangegeven dat de regel van L’Hopital



wordt gebruikt.

. osinx—2% H .. cosr — 1 H .. —sinx
(a) lim — = lim ————— = lim :
z=0tane —x 0 2-0 (cosz) 2 —1 0o 220 —2(cosz) 3(—sinx)
0 0
; —1 ; 1 3 1
=lim ——— = hm—§ cos” x = —3.
z—0 2(003 ;1;*)—3 z—0
1 1 . sinx—2x H .. cosx — 1
(b) lim — — — = lim ——— = lim
z—0 SINn X co—ococz—0 I SINX 9

0 20 T CcosST + sinx

—sinx 0

z—0 COST — £ SIN X + COS T 1—-0+1

(omwerken naar %—limiet en de regel van L'Hopital toepassen).

1 1
(c) limz®lnz = lim——r 2 limi1
z}0 0-(—o0) x}0 ™% £ 20 —ax~ %"
a+1 a
N €)Y
z]0 —a z0 —a
: a b _1; a/b b_ b —
(d) l;ﬁ)lx (Inx) l;ﬁ)l(x (Inz))’=0"=0

(pas (c) toe met a/b in plaats van a).

(e) Er geldt b* = em?* dus de afgeleide van b® is "7 Inb = b” Inb. We vinden zo

im & E oy 1
1im — = 11m =
2 z—oo b Inb

(f) lim = = lim (L) —0°=0

r—00 DT T—00 (bl/a,)x

(we hebben hier gebruikt dat b* = ((6%)1/%)" = (b=(1/@)2 = ((b*/*)*)* en (e) toegepast met
b'/® in plaats van b).
z%lnz — 60 -1

(g) limz** = lime
z0 00 z/0

(we gebruiken hier dat g(z)"®) = (em9(@))h(@) = h(@)ng(@). in de laatste stap gebruken we

(c))-

(h) lim(1 4 2)/* = lime(/®)m0+2) — ol — ¢
zl0 1°° z/0



1 In(1 1/(1
(we gebruiken hier lim —In(1 + z) = lim In(l +z) 2 lim /(+2) =1)
zl0 T zl0 x 9 xlo 1
2
Opgave 3. Schets de grafiek van f(z) = — T
x j—

Oplossing.

a) Het domein van f is R\ {1}.

b) De verticale asymptoot van f is x = 1. Het tekenoverzicht van f is:
flx)<Ovoorz<lenz#0(x>—1<0enz!>0);

f(z) = 0 voor x = 0;

f(x) >0voorz >1 (23—1>0enz*>0).

Dus

lim /(@) = —o0, lim f(a) = o0, lim f(r) = —oc, lim f(x) = oc.

c) De graad van de teller van f is 1 groter dan de graad van de noemer van f. Dus f heeft
een scheve asymptoot zowel voor x — oo als voor x — —oo. Er geldt

4 3
= -1+ d = + .
= x(x )+, dus f(z) == e
Hieruit volgt
-2

lim (f(z) —z) = lim

= 1m
r—Fo00 r—Fo00 $3 —1 x—+oo | — [13'73

=0.

Dus y = z is een scheve asymptoot van f zowel voor x — oo als voor x — —o0.
De grafiek van f en de scheve asymptoot y = x snijden elkaar alleen in het punt (0, 0).

d) De afgeleide van f is

(2 — 1) 42 — 2" - 32> 4a® —42® — 320 b —4a?

N @-1p @1y
_ 3 (x® — 4)
EE

Dus f'(z) = 0 voor # = v/4 of 2 = 0.

Het tekenoverzicht van f/ is:

f'(z) > 0 en f stijgend voor z < 0 (23 —4 < 0, 2% < 0, het kwadraat is > 0);
f'(z) < 0en f dalend voor 0 < x < ¥4, z #1 (2 —4 < 0, 2% > 0);

f'(z) > 0 en f stijgend voor x > V4 (z* —4 >0, 2% > 0).

Uit dit tekenoverzicht volgt dat f in = 0 een maximum aanneemt, en in x = /4 een
minimum. Omdat bijvoorbeeld 11%1 f(z) = —o0, liﬂl f(z) = o0, zijn zowel het minimum als
x €T

het maximum relatief.



plaats
z=0
r = /4

grootte
f(0)=0
F(VA) = 3V

aard
relatief maximum

relatief minimum
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