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Oneigenlijke integralen

Een oneigenlijke integraal is een bepaalde integraal fab f(x)dx waarbij één
van de volgende situaties geldt:

(i) a= —o0 of b= 00 of beide;

(ii) a en b zijn eindig maar Iiim f(t) = to0, of Iip; f(t) = %00, of beide.
tla t

Zulke integralen worden gedefinieerd als limieten van bepaalde integralen
van begrensde functies over begrensde intervallen.



Oneigenlijke integralen met één van de grenzen +oo

Zij f een continue functie. Dan definiéren we:

oo B
/ f(x)dx := Blinoo/ f(x)dx (a eindig),
/b f(9dx = _lim /bf(x)dx 5 i)
— 0 ——0 JB

mits deze limieten bestaan.

We zeggen dat [ f(x)dx convergent is als limp_, faB f(x)dx bestaat
en eindig is (er komt geen +oo uit);

we zeggen dat f x)dx divergent is als limg_, o f f(x)dx niet
bestaat of o0 is.

Idem voor ffoo f(x)dx.



Voorbeeld 1

Voor welke a is [, x~*dx convergent?



Voorbeeld 1

Voor welke v is [~ x~“dx convergent?

Neem eerst aan dat o # 1. Dan is

/ X~ %dx
1

B
lim X" %dx = |im [%x
B—oo Jq B—oo 1T

i 1 pl-a_ 1
Bll—>mo<> (1—08 1—a)
1 _
1—a = a-1 als a > 1,
00 als a < 1.



Voorbeeld 1

Voor welke v is [~ x~“dx convergent?

Neem eerst aan dat o # 1. Dan is

fe'e) B 1 5
/ X %dx = lim / X" %dx = |im [l—xl_o‘]l
1 B—oo Jq B—oo 1T
o . 1 l-a 1
= am (1—08 1—04)
1 1
_ “1—a = a-1 als a > 1,
00 als a < 1.

Voor o = 1 geldt

oo B 5
/ x"ldx = lim / xtdx = lim [Inx] = lim (InB—In1) = cc.
1 1

B—oo B—oo B—oo



Voorbeeld 1

Voor welke v is [~ x~“dx convergent?

Neem eerst aan dat o # 1. Dan is

fe'e) B 1 5
/ X %dx = lim / X" %dx = |im [l—xl_o‘]l
1 B—oo Jq B—oo 1T
o . 1 l-a 1
= am (1—08 1—04)
1 1
_ “1—a = a-1 als a > ].,
00 als a < 1.

Voor o = 1 geldt

oo B 5
/ x"ldx = lim / xtdx = lim [Inx] = lim (InB—In1) = cc.
1 1

B—oo B—oo B—oo

Dus floo X~ %dx is convergent als @ > 1 en divergent als o < 1.



Voorbeeld 2

Bepaal ffoo xeXdx.



Voorbeeld 2

Bepaal ono xe*dx.

We bepalen eerst de primitieven van xe*.
We passen partiéle integratie toe met f(x) = x, g’'(x) = €, g(x) = e*.
Dan volgt

/xexdx = f(x)g(x)— /g(x)f’(x)dx = xe* — /exx’dx

= xex—/exdx:xex—ex—i—C.



Voorbeeld 2

Bepaal ffoo xe*dx.

We bepalen eerst de primitieven van xe*.
We passen partiéle integratie toe met f(x) = x, g’'(x) = €, g(x) = e*.
Dan volgt

/xexdx = f(x)g(x)— /g(x)f’(x)dx = xe* — /exx’dx

= xex—/exdx:xex—ex—i—C.

Dus

0 0
) ) 0
/ xe*dx = lim / xe*dx = |im [xeX - ex] B

B——oo Jp B——o0
— ; 0_ .0y_ (R.B_ .B
= Blrpoo ((Oe e’)—(Be® —e ))

= lim —1— Bef + eB.
B——o00



Voorbeeld 2 (vervolg)

0
We hebben gezien dat / xe¥dx = lim —1— Be® + &B.

oo B——o0

We moeten de limieten uitrekenen van ef en Bef voor B — —cc.



Voorbeeld 2 (vervolg)

0
We hebben gezien dat / xe¥dx = lim —1— Be® + &B.

oo B——o0

We moeten de limieten uitrekenen van ef en Bef voor B — —cc.

We substitueren A = —B zodat A — oco. Dit geeft

lim €= lim e =0, Ilim Bef = lim —Ae™* =0
B——o0 A—o0 B——o0 A—o0
(standaardlimieten uit Continue wiskunde 1).
0
Dit leidt uiteindelijk tot / xe*dx = —1.

— 00



Voorbeeld 2 (vervolg)

0
We hebben gezien dat / xe¥dx = lim —1— Be® + &B.

oo B——o0

We moeten de limieten uitrekenen van ef en Bef voor B — —cc.

We substitueren A = —B zodat A — oco. Dit geeft

lim €= lim e =0, Ilim Bef = lim —Ae™* =0
B——o0 A—o0 B——o0 A—o0
(standaardlimieten uit Continue wiskunde 1).

0
Dit leidt uiteindelijk tot / xe*dx = —1.

— 00

Controle: als een functie < 0 is op het integratie-interval dan is de
integraal <0.
Er geldt xeX < 0 op (—00,0) en ono xe*dx < 0.



Oneigenlijke integralen met f(x) onbegrensd

De grenzen a en b zijn eindig, met a < b. Dan definiéren we:

/abf(x)dx = ltT; /tbf(x)dx

als f continu is op (a, b] en IiIn f(t) = £oo of niet bestaat;
tla

/bf(x)dx = I|Trr; /atf(x)dx

als f continu is op [a, b) en I|m f(t) = %00 of niet bestaat
mits de limieten lim;, ft x)dx, resp. I|mt¢bf f(x)dx bestaan.

We zeggen dat fab f(x)dx convergent is als lim, ftb f(x)dx, resp.
limerp ft f(x)dx bestaat en eindig is;

We zeggen dat f f(x)dx divergent is als lim, ft x)dx, resp.
limep fa f(x)dx niet bestaat of +oo is.



Voorbeeld 1

We bepalen f02 \/;_—de.




Voorbeeld 1

We bepalen f02 \/%dx.
Merk op dat \/— continu is op [0,2) en dat I|m \/2;? =00
(v/2 — t gaat van de positieve kant naar 0 als tT 2).



Voorbeeld 1

We bepalen f02 \/%dx.

Merk op dat \/— continu is op [0,2) en dat I|m \/2;? =00
(v/2 — t gaat van de positieve kant naar 0 als tT 2).

We bepalen eerst de onbepaalde integraal [

1
\/ﬁdx.



Voorbeeld 1

We bepalen f02 \/%dx.

Merk op dat \/— continu is op [0,2) en dat I|m \/2;? =00
(v/2 — t gaat van de positieve kant naar 0 als tT 2).

We bepalen eerst de onbepaalde integraal [

L gy
V2—x
In de integrand staat (2 — x)~%/2. We passen de substitutieregel toe met
u=2—x. Danis du = (2 — x)'dx = —dx. Dus dx = —du.



Voorbeeld 1

We bepalen f02 \/%dx.

Merk op dat \/— continu is op [0,2) en dat I|m \/2;? =00
(v/2 — t gaat van de positieve kant naar 0 als tT 2).

We bepalen eerst de onbepaalde integraal [

1
mdx.

In de integrand staat (2 — x)~%/2. We passen de substitutieregel toe met
u=2—x. Danis du= (2 — x)'dx = —dx. Dus dx = —du. Dit geeft

1 _
/mdx: uH?(—du) = —2u*? + C = 22— x)V2 + C.



Voorbeeld 1

We bepalen f02 \/%dx.

Merk op dat \/— continu is op [0,2) en dat I|m \/2;? =00
(v/2 — t gaat van de positieve kant naar 0 als tT 2).

We bepalen eerst de onbepaalde integraal f\/zli—xdx.

In de integrand staat (2 — x)~%/2. We passen de substitutieregel toe met
u=2—x. Danis du= (2 — x)'dx = —dx. Dus dx = —du. Dit geeft

1 _
/mdx: uH?(—du) = —2u*? + C = 22— x)V2 + C.

Dus 2 _ £y _ T
/0 = = ';{9/0 v =lim [ - 22— x)"7]
= Iig —2(2 - t)V/2 — (=2.2Y/2) = 2V/2.

t



Voorbeeld 1

We bepalen f02 \/%dx.

Merk op dat \/— continu is op [0,2) en dat I|m \/2;? =00
(v/2 — t gaat van de positieve kant naar 0 als tT 2).

We bepalen eerst de onbepaalde integraal f\/zli—xdx.

In de integrand staat (2 — x)~%/2. We passen de substitutieregel toe met
u=2—x. Danis du= (2 — x)'dx = —dx. Dus dx = —du. Dit geeft

1 _
/mdx: uH?(—du) = —2u*? + C = 22— x)V2 + C.

Dus 2 _ £y _ T
/0 = = ';{9/0 v =lim [ - 22— x)"7]
= Iig —2(2 - t)V/2 — (=2.2Y/2) = 2V/2.

t

1 2 1
Controle: —7— >0 op [0,2) = [, A =0



Voorbeeld 2

We bepalen fol In x dx.



Voorbeeld 2

We bepalen follnxdx.
Merk op dat Inx continu is op (0,1] en Iifg Int=—o0
t

(nl. neems=t"1ldant [ 0=5s—>00=Int=—Ins— —c0).



Voorbeeld 2

We bepalen follnxdx.
Merk op dat Inx continu is op (0,1] en “f& Int=—o0
t

(nl. neems=t"1ldant [ 0=5s—>00=Int=—Ins— —c0).

We hebben in het vorige college gezien dat fln xdx =xInx—x+ C.



Voorbeeld 2

We bepalen follnxdx.
Merk op dat Inx continu is op (0,1] en “f& Int=—o0
t

(nl. neems=t"1ldant [ 0=5s—>00=Int=—Ins— —c0).

We hebben in het vorige college gezien dat fln xdx =xInx—x+ C.

Dus ,1 1 )
/Inxdx = Iim/ Inx dx = lim [X|nX7X]
0 tl0 J, t}0 t
= limlinl—1—(tlnt—t)=Ilim-1—tint+t
t10 t10

= -1 (Iifg tint =0 is een limiet uit CW1).
t



Voorbeeld 2

We bepalen follnxdx.
Merk op dat Inx continu is op (0,1] en “f& Int=—o0
t

(nl. neems=t"1ldant [ 0=5s—>00=Int=—Ins— —c0).

We hebben in het vorige college gezien dat fln xdx =xInx—x+ C.

Dus ,1 1 )
/Inxdx = Iim/ Inx dx = lim [X|nX7X]
0 tl0 J, t}0 t
= limlinl—1—(tlnt—t)=Ilim-1—tint+t
t10 t10

= -1 (Iifg tint =0 is een limiet uit CW1).
t

Controle: Inx <0 op (0,1] = fol Inx dx <O0.



We gaan verder met bepaalde integralen als
limieten van sommen.



Bepaalde integraal als limiet van een som

% " Cix
ol x, X \* X, |%
) L

Zij f een continue functie op [a, b].

Verdeel [a, b] in n intervalletjes van gelijke lengte; dan hebben die

. . b—a

intervalletjes allemaal lengte ==.

Noem de eindpunten van die intervalletjes x1, xo,...,x, = b.
Dus a, x1, %2, ..., X, = b liggen op een afstand %a van elkaar.

Maak rechthoekjes op die intervalletjes van hoogte
f(x1), f(x2), ..., f(xn) = f(b).



Bepaalde integraal als limiet van een som

i £ Lo
%) b-a g

] fix,
ol x % \% x, %
x) L

De som van de oppervlaktes van die rechthoekjes (breedtexhoogte, met

oppervlaktes onder de x-as negatief genomen) is
2 (F0a) + o+ ().

%f(X]_)%’b;a (X2)++%f(xn): n

Dit benadert fab f(x)dx steeds beter als n — oc.




Bepaalde integraal als limiet van een som

' LG plix
X —

a % % \% X, %

() 3

De som van de oppervlaktes van die rechthoekjes (breedtexhoogte, met
oppervlaktes onder de x-as negatief genomen) is

%f(x1)+ b—a (X2)+...+b—;af(xn): b_a(f(X1)+"’+f(Xn))‘

n n

Dit benadert fab f(x)dx steeds beter als n — co. Dit geeft

/bf(x)dx = lim E=2(F(a) - + F(x0)),

waarbij a, x1,...,x, = b op een afstand b;na van elkaar liggen.



Een speciaal geval

We bekijken het geval a =0, b =1 en dat f een continue functie is op

[0,1].
We verdelen [0, 1] in n intervalletjes van lengte %

Zijn x1,X2,...,X, = 1 de eindpunten van die intervalletjes.

Dan liggen 0, x1, X2, ..., x, = 1 op afstand % van elkaar, dus

_ 1 _ 2 _n_q
Xl_F’XZ_F""’X"_F_ .



Een speciaal geval

We bekijken het geval a =0, b =1 en dat f een continue functie is op
[0,1].

We verdelen [0, 1] in n intervalletjes van lengte %

Zijn x1,X2,...,X, = 1 de eindpunten van die intervalletjes.

Dan liggen 0, x1, X2, ..., x, = 1 op afstand % van elkaar, dus
1 2 n

X1 = ;,Xg = F""’X": ri 1.

Dit geeft

/Of(x)dx: im L (F2) + F(B) -+ A(2)).

n—o0



Voorbeeld

. 20024 .12
Bereken lim 14—2#
n—o00 n



Voorbeeld

. 2 2 ... 2
Bereken lim 14—2#
n—o00 n

We proberen de uitdrukking achter de limiet te schrijven als
l(f(l) +e f(ﬂ)) voor geschikte f.
n n n

Dan is de uitkomst van de limiet [} f(x)dx.



Voorbeeld

. 2 2 ... 2
Bereken lim 14—2#
n—o00 n

We proberen de uitdrukking achter de limiet te schrijven als
1 (f(l) +o 4 f(ﬂ)) voor geschikte f.
n n n

Dan is de uitkomst van de limiet [} f(x)dx.

Splits % af. Dan vinden we

12+22+_”+n2

n3 n?

@)
(f(%) NI f(%)) met f(x) = x°.

12_,’_22_’_”._;'_”2 B 1(12 22 n2)
.—7,‘7 - == ...—i—?

Sl 3= S|



Voorbeeld

Bereken lim —12"'22";"'4_"2.
n—o00 n
We proberen de uitdrukking achter de limiet te schrijven als
1 1 n .
;(f(;) +-+ f(;)) voor geschikte f.

Dan is de uitkomst van de limiet [} f(x)dx.

Splits % af. Dan vinden we

12 22 2 1 12 22 2 1 12 22 2
i T CE- Y
1(/1
= LGPy
1 1
= L(FG) -+ 1(2)) met f(x) =2

1
. 2 2 ... 2 1
Dus lim M#:/ x%dx = [%X?)]O:%].B—O:%.
0

n—oo n



We vervolgen met inhouden van
omwentelingslichamen



Inhouden van omwentelingslichamen

Gegeven is een continue functie f op [a, b] met f(x) > 0 op [a, b].

We willen de grafiek van f om de x-as wentelen en de inhoud bepalen
van het omwentelingslichaam dat zo ontstaat.



Inhouden van omwentelingslichamen

Gegeven is een continue functie f op [a, b] met f(x) > 0 op [a, b].

We willen de grafiek van f om de x-as wentelen en de inhoud bepalen
van het omwentelingslichaam dat zo ontstaat.

Er geldt:

De inhoud van het omwentelingslichaam om de x-as van de grafiek van f
op [a, b] is gelijk aan b
[2,] / 7f(x)?dx.
a



Uitleg van de formule voor de inhoud

Fi)
N
'K Foo)= Hy

Y
1 b.x"

-
S

P

We verdelen het interval [a, b] weer in n intervalletjes van lengte %.
We noemen de eindpunten van die intervalletjes xi,...,x, = b.

Op die intervalletjes maken we rechthoekjes van hoogtes resp.
f(x1), ..., F(xn).

We kunnen de inhoud van het omwentelingslichaam van de grafiek van f
benaderen door de inhouden van de omwentelingslichamen van de
rechthoekjes op te tellen.



Uitleg van de formule voor de inhoud

Foy ﬁ?) Fx)
\'y Foo= Hy

SNV o 14
( !
baxn

:a (“r

Het omwentelingslichaam van een rechthoekje met breedte b;na en

hoogte f(x;) is een schijfje met straal f(x;) en dikte ?.

Zo'n schijfje heeft inhoud

VA

/ \/

-

~’_<.-«

P

T
A‘_‘J‘\/\ )
A

(oppervlakte cirkel van straal f(x;))x (dikte %) = %wf(xj)z.



Uitleg van de formule voor de inhoud

Foy ﬁ?) Fx)
\'y Foo= Hy

SNV o 14
( !
baxn

:a (4{

Het omwentelingslichaam van een rechthoekje met breedte b;na en
b—a

VA

/ \/

-

~’_<.-«
P

T
A‘_‘J‘\/\ )
A

hoogte f(x;) is een schijfje met straal f(x;) en dikte
Zo'n schijfje heeft inhoud
(oppervlakte cirkel van straal f(x;))x (dikte %) = b=azf(x)2,

Dus de som van de inhouden van de schijfjes is

ﬂﬂf(xlf 4t b—;aﬂf(x,,)z — % <7Tf(X1)2 4t 7Tf(X,,)2)

n

Voor n — oo benadert dit de inhoud van het omwentelingslichaam steeds
beter.



Uitleg van de formule voor de inhoud

Poy_toxs)

7
,'\;: |‘/ j '/ y
L YT Yoy
‘al | l' T ,
a f‘ [ \\ ‘\[\'\\ b'xn
Dus

(inhoud van het omwentelingslichaam) b—

Jim, 252 (wf (44t ().



Uitleg van de formule voor de inhoud

Poy_toxs) fix

l/ \I, ‘lr/' \ . %
|
'\\

zwj'/

-
b=

Y le,l.-‘l,‘

al A& .
a f ‘ ,p \\ ‘\\[ b'xn
Dus
. L e
(inhoud van het omwentelingslichaam) = nI—|>rr;O Ta( f(xa )+ '—|-7Tf(X,,)2>.

We hebben een algemene formule gezien

/ f(x)dx = lim b—(f(x1)+ +f(x,)), geldig voor elke continue functie f.

n— o0

Als f continu is dan ook 7f2. Dus de formule blijft geldig als we f(x)
door 7f(x)? vervangen.



Uitleg van de formule voor de inhoud

Poy_toxs) fix

l/ \I, ‘lr/' \ . %
|
'\\

zwj'/

-
b=

Y le,l.-‘l,‘

al A& .
a f ‘ ,p \\ ‘\\[ b'xn
Dus
. L e
(inhoud van het omwentelingslichaam) = nI—|>rr;O Ta( f(xa )+ '—|-7Tf(X,,)2>.

We hebben een algemene formule gezien

/f( )dx = lim b—(f(x1)+ +f(x,)), geldig voor elke continue functie f.

n— o0

Als f continu is dan ook 7f2. Dus de formule blijft geldig als we f(x)
door 7f(x)? vervangen.

Dit geeft tenslotte

b
(inhoud van het omwentelingslichaam) = / 7f(x)?dx.
a



Inhoud van een bol

We bepalen de inhoud van een bol van straal r.



Inhoud van een bol

We bepalen de inhoud van een bol van straal r.

De cirkel met middelpunt (0,0) en straal r heeft vergelijking x* + y? = r?
De bovenste helft van de cirkel wordt gegeven door y = v/r2 — x2.
Dit is de grafiek van f(x) = Vr? — x2.

Het omwentelingslichaam van de grafiek van f(x) = v/r?> — x? geeft een
bol van straal r.



Inhoud van een bol

T8 ¥4
Ly iy
— \' \Or' r
\t\

Het omwentelingslichaam van de grafiek van f(x) = v/r? — x? geeft een
bol van straal r.

Dus de inhoud van een bol van straal r is

/r”( r2—x2)2dx = /rﬁ(fz — x%)dx = [r(r’x — %X3)]r_,

—r —r

= a(r?r=3r) = a(rf(=r) = 3(=1)°)



Inhoud van een kegel

We bepalen de inhoud van een kegel van straal r en hoogte h.



Inhoud van een kegel

We bepalen de inhoud van een kegel van straal r en hoogte h.

We krijgen zo'n kegel door het omwentelingslichaam te nemen van het
lijnstuk van (0,0) naar (h, r) om de x-as, dat is het omwentelingslichaam
om de x-as van de grafiek van f(x) = +x op [0, A].



Inhoud van een kegel

Het omwentelingslichaam om de x-as van de grafiek van %x op [0, h]
geeft een kegel van straal r en hoogte h.

Dus de inhoud van zo'n kegel is

h
ro\2 22 1r2 31h
/OW(FX) dx = /Wp~x dX:[ﬂ' gh—x}o
2
= T- %# h® — Oz%wrzh



EINDE VAN HET COLLEGE



