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Kwadratische vergelijkingen en worteltrekken

We geven een voorbeeld waarbij we het oplossen van kwadratische
vergelijkingen en worteltrekken moeten combineren.

We willen de oplossingen bepalen van 28 + (2 4 i)z3 +2i = 0.
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Kwadratische vergelijkingen en worteltrekken

We geven een voorbeeld waarbij we het oplossen van kwadratische
vergelijkingen en worteltrekken moeten combineren.

We willen de oplossingen bepalen van 28 + (2 4 i)z3 +2i = 0.
Laat w := z3. Dan volgt w? + (2 + i)w + 2/ = 0.
We bepalen eerst welke waarden w aan kan nemen.

In het 7e college lieten we het volgende zien:
als u en v complexe getallen zijn met v+ v =2+ i, uv = 2/, dan zijn

w = —u, w = —v de oplossingen van w? + (2 + i)w + 2/ = 0.
We kunnen u =i, v =2 nemen. Dus w = —i, w = —2 zijn de gevraagde
oplossingen.

Omdat w = 23, bestaan de oplossingen van z° + (2 + i)z> 4+ 2i = 0 uit
de oplossingen van z3 = —i en de oplossingen van z3 = —2.



Oplossing van z3 = —j

We herhalen de stelling uit het vorige college.
Stelling
Zij q = r(cosp+isinp) metr>0enn>2. Dan heeft z" = q precies n

oplossingen in C, gegeven door

zk:%<cos(¢+%ﬂ)+isin(w+%ﬂ) (k=0,1,,...,n=1).

n n

Deze n oplossingen zijn de hoekpunten van een regelmatige n-hoek op
een cirkel van straal \/r met middelpunt 0.
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Oplossing van z

We herhalen de stelling uit het vorige college.

Stelling

Zij q = r(cosp+isinp) metr>0enn>2. Dan heeft z" = q precies n
oplossingen in C, gegeven door
n n

zk:%<cos(¢+%ﬂ)+isin(w+%ﬂ) (k=0,1,,...,n=1).

Deze n oplossingen zijn de hoekpunten van een regelmatige n-hoek op
een cirkel van straal \/r met middelpunt 0.

Er geldt —/ = cos(—%w) + isin(—%w)_
Dus we moeten de stelling toepassen met r =1 en ¢ = _%W,

Bijgevolg heeft z3 = —i de drie oplossingen

z = cos(—%w + %77) + isin(—%w + %7‘(‘) (k=0,1,2).



Oplossing van z3 = —2

Stelling

Zij q = r(cosp+isinp) met r >0 enn>2. Dan heeft z" = q precies n
oplossingen in C, gegeven door

zk:w(cos(s§+%w)+/sin(s§+%w) (k=0,1,,....,n—1).

Deze n oplossingen zijn de hoekpunten van een regelmatige n-hoek op
een cirkel van straal \/r met middelpunt 0.

Er geldt —2 = 2(cos7 + isin).
Dus we moeten de stelling toepassen met r =2 en ¢ = 7.

Bijgevolg heeft z3 = —2 de drie oplossingen

z, = \ﬁ(cos(%w + %W) + I'Sin(%ﬂ + 2_31(7T)) (k=0,1,2).



De oplossingen van z° + (2 +i)z® + 2i = 0.
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6+ (2 + i)z +2i = 0 heeft precies zes oplossingen namelijk

2z = cos(—1% T+ —7r) + /sm(—%w + 23k77) (k=0,1,2) (van 23 = —i),
z, = \ﬁ(cos(gw + ?ﬂ) + ism(% 23k7r)> (k=0,1,2) (van 23 = -2).

Deze liggen op twee gelijkzijdige driehoeken, één met de hoekpunten op
een cirkel van straal 1, en de ander met de hoekpunten op een cirkel van

straal /2.



We gaan verder met imaginaire en complexe
e-machten



De imaginaire e-macht

X i
Q SQSX+1sma
X
O l
Definitie
e := cos x + isinx voor alle x € R.
In het bijzonder is e/™ = cos 7 + isinm = —1.

Dit is geen identiteit die moet worden bewezen maar een direct gevolg
van de definitie van e”.



De imaginaire e-macht

ix i
Q SQSX+ism)
X
(o] l
Definitie
€™ := cos x + isin x voor alle x € R.
In het bijzonder is e/™ = cos 7 + isinm = —1.

Dit is geen identiteit die moet worden bewezen maar een direct gevolg
van de definitie van e”.

Waarom hebben we e* op deze manier gedefinieerd? We hadden ook iets
anders kunnen kiezen.

Het blijkt dat met deze definitie e allerlei eigenschappen heeft die
overeenkomen met de 'gewone’ e-macht €. Dit is een 'natuurlijke’
definitie.



Waarom deze definitie voor de imaginaire e-macht?

Eén van de redenen is de volgende.

Voor de "gewone e-macht e* uit Continue wiskunde 1 geldt

(™) = ae™ voor alle a € R (kettingregel).

Als we e differentiéren dan krijgen we

(™) = cos’x+isin’x = —sinx+ icosx
= i(cosx + isinx)
ix

ie™.

Als we e®* differentiéren komt er een factor a voor;
als we e differentiéren komt er een factor i voor.



Eigenschappen van de imaginaire e-macht

Voor de 'gewone’ e-macht geldt ¥ - &¥ = X1, eX/e¥ = e¥¥ en
1/e* = e * voor alle reéle getallen x en y.

Voor de imaginaire e-macht gelden dezelfde regels:

Stelling

(i) e -e¥ = e ) voor alle reéle getallen x, y,
(i) e*/e¥ = e'*=Y) voor alle reéle getallen x, y,
(iii) 1/e* = e~ voor alle reéle getallen x.



Stelling

(i) e -e¥ = e ) voor alle reéle getallen x, y,

(i) e*/e¥ = e'*=Y) voor alle reéle getallen x, y,

(iii) 1/e* = e~ voor alle reéle getallen x.

Bewijs van (i). Er geldt

eV

(cosx + isinx)(cosy + isiny)

COSX COS Y + isinx cosy + cosx - isiny + i>sin xsin y
cosx cosy — sinxsiny -+ i(sin x cos y 4 cos x sin y)
cos(x 4 y) + isin(x + y) = '),



Stelling

(i) e -e¥ = e ) voor alle reéle getallen x, y,
(i) e*/e¥ = e'*=Y) voor alle reéle getallen x, y,

(iii) 1/e™ = e~ voor alle reéle getallen x.
Bewijs van (i). Er geldt

eX. eV = (cosx+ isinx)(cosy + isiny)

= COSXCOSy + isinxcosy + cosx -isiny + i>sinxsiny
= cosxcosy —sinxsiny + i(sin x cosy + cos xsin y)

= cos(x +y) + isin(x +y) = e,

Bewijs van (ii). Uit (i) volgt dat /=) . el = e/(x=y+¥) = eix,
Dus e'x=¥) = e /eV.



Stelling

(i) e -e¥ = e ) voor alle reéle getallen x, y,

(i) e*/e¥ = e'*=Y) voor alle reéle getallen x, y,

(iii) 1/e™ = e~ voor alle reéle getallen x.

Bewijs van (i). Er geldt

eX .oV —

(cosx + isinx)(cosy + isiny)

COSX COS Y + isinx cosy + cosx - isiny + i>sin xsin y
cosx cosy — sinxsiny -+ i(sin x cos y 4 cos x sin y)
cos(x 4 y) + isin(x + y) = '),

Bewijs van (ii). Uit (i) volgt dat /=) . el = e/(x=y+¥) = eix,
Dus e'x=¥) = e /eV.

Bewijs van (jii). Uit (i) volgt 1/e* = /0 /eX = £/(0=%) = e=/x,



Voorbeeld

We berekenen e™/12,



Voorbeeld

We berekenen e™/12,

e""./12 e’”(%—%) — e7ff/3 . ,5.—7“'/4

= (cos 3+ isin %W)(COS(—%W) + isin(—3m))

= (3+3Vv3i)(3v2-1Vv2i)

= (L-iv2-1-1V2i+1vEi-1v2- LV 1V2R
= IV2-3V2i+1V6i+1V6

= (V6 +V2)+ (V6 - V2)i.



Complexe e-machten

o b

Definitie
Zij z = a+ bi. Dan definiéren we
e :=e? - e = e?(cos b+ isin b),

waarbij e? de gewone reéle e-macht is.



Complexe e-machten

o b

Definitie

Zij z = a+ bi. Dan definiéren we
e :=e? - e = e?(cos b+ isin b),
waarbij e? de gewone reéle e-macht is.

Er geldt:
|e*| = e, b is een argument van e”.



Voorbeeld

.
Bereken e®~ 37/,



Voorbeeld

,
Bereken e®~ 37/,

3T = Sle i = es(cos(—gw) + isin(—%w))

- S(-3-3E)



Product en quotiént van complexe e-machten

Voor alle complexe getallen z en w geldt

ez . ew — ez+w’ ez/ew — ez—w.



Product en quotiént van complexe e-machten

Voor alle complexe getallen z en w geldt
ef-e¥ =", ef/e" =e" ",
Bewijs. We bewijzen alleen de regel voor het product, het bewijs voor
het quotiént gaat op precies dezelfde manier.
Schrijf z=a+ bi, w = c+di. Dan is
z w a bi c .di _ a _c_ _bi _di

e -e = €e -e -e -e =€ -e e -e€
e?tc. e(b+d)l — gZtw

(we passen hier de productregel voor de gewone e-macht en de
productregel voor de imaginaire e-macht toe).



Oplossen van e = g

Als g een reéel getal > 0 is, dan is er precies één oplossing x € R van
e* = g, namelijk x =1Ingq.
Als g < 0 dan is er geen reéel getal x met e¥ = gq.

Hoe zit het als we naar oplossingen z van e = q zoeken waarbij z een
complex getal mag zijn?
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Oplossen van e = g

Als g een reéel getal > 0 is, dan is er precies één oplossing x € R van
e* = g, namelijk x =1Ingq.
Als g < 0 dan is er geen reéel getal x met e¥ = gq.

Hoe zit het als we naar oplossingen z van e = q zoeken waarbij z een
complex getal mag zijn?

Voor elk complex getal g # 0 zijn er oneindig veel complexe oplossingen
zmet e =gq.

Namelijk schrijf g = r(cos ¢ + isin ) waarbij r = |g| > 0.
Schrijf z = a+ bi. We willen a en b bepalen. Dit gaat als volgt:

e€e=q & e?(cosb+isinb)=r(cosy+ isiny)
& e?=r, cosb=cosp, sinb=sing

(namelijk |e*| = €?, |q| =r)
< a=lInr, b=+ 2kn (k € Z).

Dus de oplossingen van e* = q zijn zx = Inr + (¢ + 2kn)i (k € Z).



Oplossen van e = g

Zij g = r(cosp+isinp) met r = |g| > 0.
Dan zijn de oplossingen van e = gq
gegeven door
?j=(n r+@(+€ﬁ71’ )
zk=1Inr+ (p+2kn)i (k €Z).
vZZ:Lnr*—(((H(W[

42 clnr +lpealli Eén van de oplossingen is

Zehrvpf zo=Inr+ pi.

O tn & 43 clorlg-ati y
’ We krijgen z1,2,... door steeds 27
2,clnr v {pyly omhoog te gaan en z_j1,z 5,... door

steeds 27 naar beneden te gaan.
12_3__lw r*@vém[ 4 &

Dit geeft oneindig veel oplossingen en die
liggen op een verticale lijn.

q 241:[” r ol )



Voorbeeld

We bepalen de oplossingen van e =5 — 5J.



Voorbeeld

We bepalen de oplossingen van e =5 — b5i.
Stap 1. Schrijf 5 — 5/ als r(cos ¢ + isin ) met r = |5 — 5il.

Er geldt r = |5 — 5i| = /5% + (—5)2 = v/50 = 5v/2.
Duscos<p:5\—5:7§ = %\ﬁ singp:—% 5

We kunnen ¢ = —%w nemen.



Voorbeeld

We bepalen de oplossingen van e =5 — b5i.
Stap 1. Schrijf 5 — 5/ als r(cos ¢ + isin ) met r = |5 — 5il.
Er geldt r = |5 — 5i| = /52 + (=5)2 = v/50 = 5v/2.

Duscosgp:ﬁ:%:%ﬁy singoz—% 5

We kunnen ¢ = f%w nemen.

Stap 2. Algemeen geldt: als g = r(cos + isin ), dan zijn de
oplossingen van e* = g gegeven door zx = Inr + (p + 2kn)i (k € Z).

In ons geval met r = 5v/2, ¢ = —%ﬂ' geeft dit

7 = In(5v/2) + (=7 +2km)i (k€ Z).
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