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1 Inleiding
1.1 Toepassingsgebied

Vanuit de studie naar fysische structuren is er interesse in wiskundige modellen
die de onderliggende ruimtelijke ordening weergeven. Om deze structuur weer
te geven worden discrete rooster differentiaal vergelijkingen met een beperkt
interactie gebied gebruikt, zie ook [14].

Beschouw bijvoorbeeld de Laplaciaan van een functie ¢:

n 82
A¢:Za—£.

i=1

Discretiseren in het eendimensionale geval geeft

% (@j+1(t) + dj-1(t) — 29,(1)),

op een rooster met j € Z en h de afstand tussen twee roosterpunten. Deze
uitdrukking wordt gebruikt in de eendimensionale Nagumo vergelijking:

(1) = 00z (D (1) + 6,100 ~20,(0) + f(60), (L1)

met « constant en de kubische term

f(oj:0) =21 —¢3)(¢; —a), —1<a<l

Dit model wordt gebruikt om signaalvoortplanting in zenuwen te bestuderen,
[11], [4].

Modellen met beperkt interactie gebied voldoen echter niet bij het gebruik
van niet homogene materialen, ze hebben bijvoorbeeld moeite om de variatie van
golven in levend weefsel weer te geven. Daarom wordt er gekeken naar modellen
met een oneindig interactie gebied [3], [5]. Ook in de populatiedynamica komen
modellen met een oneindig interactie bereik naar voren [19].

Vaak wordt een fractionele Laplaciaan (—A)® gebruikt om deze interactie
over oneindig bereik te modelleren. Voor s € (0,1) wordt de s-dimensionale
fractionele Laplaciaan van een n dimensionale Schwartz functie ¢ gegeven door

o) o),

y|n+25 ’

(—A)¢(x) = cn,s

re T —

waar ¢, s een normalisatie constante is zie [18]. Als s = 1 geeft dit de standaard
Laplaciaan. Linearisatie en discretisering van de fractionele Laplacianen geeft
systemen van de vorm (1.2), die we in deze scriptie beschouwen, [10].



1.2 Het systeem

We beschouwen lineaire functionele differentiaal vergelijkingen, zoals beschre-
ven in [13], maar dan met een oneindig aantal verschuivingen. Deze oneindige
verschuivingen komen ook voor in [7]. Dit systeem wordt gegeven door:

(€)= Aj(©d(E+r)) + f(9), (1.2)
j=1
waar voor de verschuivingen r; € R de geldt dat
T = 0
AT alsj Ak (1.3)

Deze laatste twee eisen zijn slechts eisen om de representatie van een systeem
uniek te maken, ze leggen verder geen beperkingen op aan het systeem. Dit
systeem is homogeen als geldt dat f(£) = 0.

Verder eisen we van de matrix A;(€) : R — C%*? dat hij uniform begrensd
is en dat voor

1 4;] = Sup 1459 (1.4)
geldt dat

D114l < oo, (1.5)

j=1

voor een | > 0. Deze eis komt overeen met de eis die in [7] aan de matrices
gesteld wordt.

1.3 Uitgangspunten

Alvorens de hoofdstelling te kunnen formuleren zijn eerst de volgende definities
nodig

1.3.1 Operatoren

We definiéren voor £ € R de lineaire functionaal

o0

LE)(6(6) = D Aj(©)p(E+15), ¢ €C[R,CY, (1.6)
j=1
en de lineaire operator A geassocieerd met dit systeem:

(ALd)(€) = ¢'(§) — L(&)(8(£)) = ¢ (&) - Z A€ +r).  (1L.7)



1.3.2 Constant systeem

We hebben als speciaal geval het systeem waarin de matrices niet van £ athangen,
dat is A; zijn constant. Dit constante coéfficiénten systeem wordt gegeven door:

¢'(€) =D A& +15) + £(9), (1.8)

j=1
of in het homogene geval
56 =Y Agi(e+ ). 19
j=1
De hierbij behorende lineaire functionaal noteren we met
L((8)) = ifw(f +r;),  ¢€C(R,CY). (1.10)
j=1
Ten slotte definiéren we de lineaire operator A, geassocieerd met dit systeem:

(Azd)(§) = ¢'(&) = D A;d(& +15). (1.11)

j=1

1.3.3 Geadjungeerde

Definitie 1.1. De geandjungeerde operator L* van de operator L als in verge-
lijking (1.6) wordt gegeven door

L*(&)(¥(&) = - ZA;-(& — 1) (€ —1y),

met A;(§ —r;)* de geconjungeerde getransponeerde matrix.
De geadjungeerde operator A} van de operator Ay, als in vergelijking (1.7) wordt
gegeven door

o0

(ALY)(E) = —¥'(€) + L ($(€) = —¥'(6) = D Aj(€ — 1)) (€ — ).
j=1
Merk op dat geldt A} = —Ap«. Voor deze uitdrukking wordt de term

geadjungeerde gebruikt omdat er voor ¢ € WP en ¢y € W4, met p,q¢ > 1
1 1

zodanig dat —+ — =1, geldt dat
P q

(Ar) = [ T D (ALe)(€)de — [ T D) d = (6, A30),

zie B.2.



1.3.4 Asymptotisch hyperbolisch

Voor een lineaire functionaal £ met constante coéfficiénten (1.10) hebben we de
functie Az : D — C?*4 gegeven door:

Ap(s) =sI — ZAjesrj. (1.12)
j=1

Merk op dat (1.5) garandeert dat deze sommatie bestaat voor |R(s)| < I, dus
voor een strook D rond de imaginaire as.

Definitie 1.2. We noemen een systeem met constante coéfficiénten hyperbo-
lisch als voor alle y € R geldt dat

det(A(iy)) # 0.

Definitie 1.3. We noemen L asymptotisch hyperbolisch naar +oo als er
een hyperbolisch systeem met constante coéfficiénten

o0
Li(¢(€) =) Ajzd(6+r;),  ¢e€CR,CY,
j=1
zoals in vergelijking (1.10) bestaat, zodanig dat voor bijna alle £ € R geldt dat

L(E)(6(6)) = L+(6(€)) + Mx(€)(6(€)), ¢ € C(R,CY),

met
lim ||[Mx(§)|| = 0.

E—too

De term My (€)¢ geeft de verstoring ten opzichte van het constante systeem en
wordt gegeven door

ML) = Y- Bra (€6 + 7).

Als L asymptotisch hyperbolisch naar zowel co als naar —oo is dan noemen we
L asymptotisch hyperbolisch.

Merk op dat daar lime_, o || M4 (€)|| = 0 geldt voor alle ¢, er geldt dat

(i, B =0

en dus in het bijzonder

lim Aj(€) = Ajs + Jm Bj+(§) = Aj+.

§—+too



1.4 Hoofdresultaat

Met toepassing van bovenstaande definities is de hoofdstelling te formuleren.
In hoofdstuk 2 worden de precieze definities gegeven van de in deze stelling
gebruikte begrippen uit de functionaal-analyse.

Stelling 1.4. Laat L als in vergelijking (1.6) asymptotisch hyperbolisch zijn.
Dan geldt voor alle 1 < p < oo dat de operator Ay, : WYP — LP een Fredholm
operator is. De kern KY C WYP van Ay is onafhankelijk van p en we kun-
nen dus schrijven KY = K. Hetzelfde geldt voor de geadjungeerde L* met de
bijbehorende operator Ap-. Het bereik RY C LP van A, wordt gegeven door

Ry ={rewr] [ T V@A) dE =0, Vb € Ki-). (1.13)

Verder geldt dat
dim K« = codim RY, dimKy = codim RY ., ind(Ap) = —ind(Ar+). (1.14)
Als L = L een hyperbolische constante coéfficiénten operator is dan geldt dat
codim R}, =0, dimK,; =0, ind(Az) =0, (1.15)

met andere woorden A is een isomorfisme.

Het equivalent van de stelling voor een eindig aantal verschuivingen, stelling A
uit [13], is onder andere gebruikt om het bestaan van lopende golf oplossingen
voor de Nagumo vergelijking in meerdere dimensies en de uniciteit van deze op-
lossing in het geval dat de golfsnelheid ongelijk is aan 0 te bewijzen, [14]. Verder
is de stelling voor het eindige geval ook gebruikt om de niet-lineaire stabiliteit
van de snelle golfoplossingen van de eendimensionale Nagumo vergelijking (1.1)
vast te stellen, [12]. Voor de Nagumo vergelijking in hogere dimensies geldt met
behulp van deze stelling dat de lopende golven die zich in rationale richtingen
voortbewegen niet-lineair stabiel zijn onder kleine verstoring, [9].

In deze scriptie wordt het bewijs gezocht voor deze stelling die het equivalent
van stelling A uit [13] is, maar dan voor een oneindig aantal verschuivingen. Ook
is deze stelling verwant aan theorie 2 uit [7]. Verschil met [7] is dat daar gekeken
wordt naar matrix convolutie kernels, waar zich een continue term in bevindt.
Als deze continue term gelijk aan nul gesteld wordt krijg je vergelijking (1.2).

Het bewijs uit [7] gebruikt een afschatting van normen om daarna een meer
abstracte operator stelling toe te passen. Deze aanpak levert echter geen expli-
ciete uitdrukking zoals vergelijking (1.13) op voor het bereik. Daarom is voor
het bewijs gekozen om grotendeels de lijn van het bewijs uit [13] te volgen. Een
grote afwijking van deze lijn vindt plaats in hoofdstuk 3. In plaats van gebruik
te maken van gedempte distributies om een vergelijking voor de afgeleide van de
Greense functie te bepalen, wordt een directe berekening gebruikt om tot deze
vergelijking te komen.



2 Toelichtingen op gebruikte definities

In dit hoofdstuk worden de definities, die gebruikt worden voor het bewijs,
gegeven en toegelicht. In het bijzonder worden hyperbolische en asymptotisch
hyperbolische systemen herhaald en verder uitgewerkt.

2.1 Basis definities

Ten eerste de definitie van een Fredholm Operator:

Definitie 2.1. Laat X,Y twee Banach ruimtes zijn. Een begrensde lineaire
operator T : X — Y is een Fredholm Operator als geldt dat

e de kern Kp C X is eindig dimensionaal,
e het bereik Ry C Y is gesloten,
e Rp heeft eindige codimensie in Y.
De Fredholm index is dan gelijk aan
ind(T) = dim Kr — codim Rr.

Nu twee definities over continuiteit, de eerste over de continuiteit van een

familie van functies, de tweede over een vorm van continuiteit sterker dan gewone
continuiteit:
Definitie 2.2. Laat (X, T) een topologische ruimte en laat (Y, d) een metrische
ruimte. Een familie S van functies van X naar Y is equicontinu in & €
X als voor alle € > 0 er een open omgeving N van &, bestaat zodanig dat
d(f(&0), f(§)) < evooralle f € Sen € N. Als S equicontinu is in alle punten
van X dan is S equicontinu. ([16])

Definitie 2.3. Een functie f op een compact interval [a, b] is absoluut continu
als de volgende equivalente definities gelden

1. als voor alle € > 0 er een 6 > 0 bestaat zodanig dat voor alle eindige rijen
paarsgewijs disjuncte intervallen die voldoen aan

> (bj—a;) <

N
J=1

geldt dat
N
D 1F(by) = flag)| <e.
j=1

2. als er een Lebesque integreerbare functie g op [a, b] bestaat zodanig dat

3

F(6) — fla) = / g(s)ds.

a

In dit geval geldt dat g = f’ bijna overal.



Met behulp van het eerste deel van de definitie is in te zien dat elke Lipschitz-
continue functie absoluut continu is.

Daar de operator Ay, functies uit WP afbeeldt op LP, volgen hier de defi-
nities van deze twee ruimtes.

Definitie 2.4. Laat || - ||L» voor 1 < p < oo en f meetbaar gegeven worden
door
o0 P
il = ([ irtepae)”
— 00
Voor p = oo wordt || - ||» gegeven door

|[f|| o = esssup|f|.
Definieer N als

N :={f: meetbaar en f = 0 bijna overal }.
De ruimte £? wordt voor 1 < p < oo gegeven door
LP:={f: f is meetbaar en ||f]||rr < c0}.
De ruimte LP wordt dan gegeven door
L? = [P/N.

Er geldt dat || - ||z» een norm is op LP voor 1 < p < oo en dat LP compleet
is voor deze norm en dus een Banach ruimte. ([17])

Definitie 2.5. Voor 1 < p < oo wordt de Sobolev ruimte WP gegeven door
WP .= {f € LP : f absoluut continu en f’ € L?}.
De norm || - ||w1.» wordt gegeven door

W llwre = [1f1Le + 11f e

Verder geldt dat er er een constante C' > 0 bestaat zodanig dat voor alle
f € WP geldt dat
f 1z < Cllfllwre, (2.1)
zie [2, Thm. 8.8.]. Dus in het bijzonder geldt dat als f € WLP dat || f||~ < oo,
dus f € L*™.
Voor deze scriptie wordt de volgende gegeneraliseerde versie van het inwendig
product gebruikt:

Definitie 2.6. Het inwendig product (-,-) tussen een LP functie f en een L9
functie g, met ]% + % =1, wordt gegeven door

- [ GG



Merk op dat de integraal in deze uitdrukking bestaat en eindig is vanwege
Holders ongelijkheid.

Voor de duidelijkheid van de notatie volgen de definities van twee vaak ge-
bruikte functies.

Definitie 2.7. De Heavyside functie H(£) wordt gegeven door

0, als&¢<O,
H(g): %a als§=0,.
1, als&>0.

Definitie 2.8. De dirac-delta functie 6(§) wordt gegeven door

)0, als £ £ 0
o) = {Jroo, als £ = 0.

JIRGEE

In het bijzonder geldt voor een functie f dat

en hiervoor geldt dat

/ T HO)8(E — €0)de = 1(&0).

De dirac-delta functie is geen echte functie, maar definieert door middel van
bovenstaande integraal een operator op de continue functies.

Voor differentiaal vergelijkingen bestaat het begrip Greense functie, waar-
voor we de volgende informele definitie geven:
Voor een lineaire differentiaal operator T : WP — LP wordt een oplossing van

de Greense functie van die operator genoemd. Deze functie heeft als eigenschap
dat zijn afgeleide in 0 een discontinuiteit heeft. De oplossing ¢ € WP van de
vergelijking T'(¢(€)) = f(€), met f € LP wordt dan gegeven door

oo - [ " G - 5)f(s)ds. (2.2)

In het bijzonder geeft een Greense functie een isomorfisme tussen W1P en
LP.

Voor het bewijs van de hoofdstelling zijn we vooral geinteresseerd in de
convolutie integraal (2.2) en het isomorfisme dat daarmee te verkrijgen is.



2.2 Fouriertransformaties en distributies

De definitie van de Fouriertransformatie die gebruikt wordt in deze scriptie is
de volgende

Definitie 2.9. Laat f € L!. De Fouriertransformatie F(f) van f wordt
gegeven door

7o = [ T e,

De inverse Fouriertransformatie F~!(f) van f wordt gegeven door

FAN© =5 [ swean

Er geldt dat de Fouriertransformatie van een L' functie continu is, maar niet
standaard een L' functie, [6, Hfst 4.1 & 4.2]. De inverse Fouriertransformatie
op L' is dus in het bijzonder niet de inverse van de Fouriertransformatie op L.

De hierboven gedefinieerde Fouriertransformatie geldt echter alleen voor L*
functies. Om de Fouriertransformatie uit te breiden zijn de volgende definities
nodig:

Definitie 2.10. Een functie ¢ : R — C? is een Schwartz functie als geldt dat
¢ € C™(R,C?) en als het verval van ¢ en al zijn afgeleiden in oneindig groter is
dan welk polynoom dan ook. Noteer de ruimte van Schwartz functies op R met

S.

Er geldt dat S een dichte deelverzameling van LP is voor 1 < p < oco. Dit
betekend dat S C L, dus de Fouriertransformatie is gedefinieerd voor alle
¢ € 8§, er geldt zelfs dat de Fouriertransformatie S continu afbeeldt op zichzelf
en dat zijn inverse gegeven wordt door de inverse Fouriertransformatie, zie [15,
Thm 5.63, Thm 5.64].

De theorie van Plancherel geeft samen met het feit dat S dicht is in L? een
uitbreiding voor de Fouriertransformatie op L? als een isometrisch isomorfisme,
zie [6, Hfdst. 4.3] .

Merk op dat als voor een functie f € LP de Fouriertransformatie integraal
uit de definitie van de Fouriertransformatie op L' bestaat, dan is de Fourier-
transformatie van f gelijk aan deze integraal.

Definitie 2.11. Een gedempte distributie ¢ — (f,¢) is een lineaire afbeel-
ding van § naar C waarvoor geldt dat als (,, convergeert naar ¢ in S dan geldt
dat (f,¢,) convergeert naar (f, ()

In het bijzonder geldt dat als f € L? dan is f een gedempte distributie en
geldt dat

o= [ T o).

De uitbreiding van de Fouriertransformatie naar gedempte distributies, [15,
Def 5.66], wordt nu gegeven door

10



Definitie 2.12. Laat f een gedempte distributie de Fouriertransformatie
F(f) van f wordt gegeven door

(F(f): Q) = (f, F(O)-

Er geldt dat als f een Fouriertransformatie heeft als functie, dan is deze gelijk
aan de Fouriertransformatie van f als gedempte distributie. Voor eigenschappen
van de Fouriertransformatie van gedempte distributies zie verder Appendix A.

Verwant aan Schwartz functies en gedempte distributies zijn testfuncties en
distributies:

Definitie 2.13. Een functie ¢ : R — C? is een testfunctie als geldt dat
¢ € C®(R,C%) en er een compacte deelverzameling K C R is zodanig dat de
support van ¢ bevat is in K. Noteer de ruimte van testfuncties op R met D.

Er geldt dat D een dichte deelruimte van S is, zie [15, paragraaf 5.1.6.].

Definitie 2.14. Een distributie ¢ — (f,() is een lineaire afbeelding van D
naar C waarvoor geldt dat als ¢,, convergeert naar ¢ in D dan geldt dat (f,(,)
convergeert naar (f, ()

Daar D dicht in S is, geldt dat de ruimte van gedempte distributies een
lineaire deelruimte is van de ruimte van distributies, [15]
Voor distributies en dus voor gedempte distributies geldt dat

Definitie 2.15. De afgeleide f’ van een distributie f wordt gegeven door

(fl? C) = _<f7 CI)
Zie [15, Def 5.36].

2.3 Asymptotisch Hyperbolisch

Voor een lineaire functionaal £ met constante coéfficiénten (1.10) hebben we de
volgende uitdrukking

Ar(s)=sI— ZAje“j. (2.3)
j=1

Merk op dat (1.5) garandeert dat deze sommatie bestaat voor |R(s)| < I, dus
voor een strook rond de imaginaire as.

Definitie 2.16. We noemen een systeem met constante coéficienten hyperbo-
lisch als voor alle y € R geldt dat

det(A(iy)) # 0.
Propositie 2.17. De functie Az (s) is holomorfisch in de strook |R(s)| < 1.

11



Bewijs. Het verschil van twee holomorfe functies is een holomorfe functie dus
uit (2.3) volgt dat Az(s) holomorfisch is in de strook |R(s)] < [ als sI en
E;’;l A;e®"i holomorfisch zijn in diezelfde strook. Merk op dat s/ een com-
plexe polynoom is, dus holomorfisch in heel C, dus ook in de strook |R(s)| < I.
De exponentiéle functie is holomorfisch in heel C, dus in het bijzonder geldt dat
voor alle j de functie A;e*"7 holomorfisch is in de strook |R(s)| < I.

Verder geldt voor alle j dat in de strook |R(s)| <! geldt dat

e ] = [Ayfel Il < el

Merk op dat deze laatste term een constante is. Uit (1.5) volgt dat Z;‘;l |Ajetlm]
convergeert. Dus de serie van holomorfe functies Zjoil A;e®"i is normaal con-

vergent (normally convergent). Dus in het bijzonder geldt dat Z;’il Aje®’i een
holomorfe functie is, zie theorie II1.1.6 van [8]. O

Voor de strook |R(s)| <! geldt dat
Ap(s)=sI+0(1), [S(s)] = *oo,

uniform en dus zijn er maar eindig veel A zodanig dat det(Az(A)) = 0 in de
strook |R(s)| < I. In het bijzonder geeft dit samen met propositie 2.17):

Gevolg 2.18. Laat L hyperbolisch zijn. Dan is er een 0 < k <[ zodanig dat
(Az(8))~t holomorfisch is in de strook |R(s)| < k.

Beschouw een systeem L. Deze kunnen we herschrijven als de som van een
systeem £ met constante coéfficiénten en een storingsterm M

L(§)(8(€)) = L(6(€)) + M(£)(#(€)), ¢ € C(R,CY), (2.4)

waar we de storingsterm M kunnen schrijven als
(oo}
) =Y Bi(&)e(& +1)). (2.5)
j=1

Merk op dat we in het bovenstaande hebben dat £ als in (1.10) bestaat, in het
bijzonder betekent dit dat £ aan de convergentie eis (1.5) voldoet. Merk op dat
(2.4) geldt voor alle ¢, dit betekend dat

A;(§) = Aj + B;(§).
Dit geeft ons dat
1B;(E)] = [4;(€) = Ajl < [4;(©)] + [ A1,
dus in het bijzonder hebben we dat

Z|B |6l|r]\<Z|A )+ 14;]) l\r]\_Z|A |el\r]|+Z|Ael|r1|
Jj=1
(2.6)

Daar we hadden dat L en £ voldoen aan (1.5) geeft dit ons dat M () voldoet
aan (1.5).

12



3 Greense functie voor een systeem met con-
stante coéfficiénten

Beschouw een hyperbolisch constant coéfficiénten systeem (1.8). In dit hoofd-
stuk construeren we een Greense functie voor zo'n systeem. Hiervoor wordt de
Fouriertransformatie van (Az(in))~! gebruikt. Om deze te kunnen toepassen
herschrijven we (A, (in))~! eerst. Voer hiervoor de volgende notatie in:

Ar(s) = sI — L(s), (3.1)
met L(s) = Z;’il A;e®"i. Dan kunnen we A,(s) herschrijven

Propositie 3.1. Voor de operator Rz (s) gegeven door

1 L(s)+1I

Re(s) = (Belo) ™ = ol = g

geldt dat Rz (s) = O(|S(s)|2) in een strook rond de imaginaire-as (|R(s)| < a,
voor een o > 0).

Bewijs. Gebruik de geometrische reeks, zie voor het volledige bewijs B.3. O
We kunnen (A, (in))~! dus schrijven als
1 L(in) + 11
m+1 (in+1)2

Dit betekent dat (A (in))~! = O(n|~!) als  — +oo en dus geldt (A, (in)) ! €
L2. Dit betekent dat we de inverse Fouriertransformatie kunnen nemen:

(Az(in) " = + Re(im). (3.2)

o
6(6) = 5= [ e = F T (Bc) ) (33)
™ —0o0

Daar de integrand niet integreerbaar is, is de Cauchy Principal Value nodig om
deze integraal betekenis te geven.

Om problemen met deze speciale integraal te voorkomen splitsen we (A (in))~*
op in meerdere termen, daar de inverse Fouriertransformatie van elk van deze
individuele termen eenvoudiger is. Propositie 2.18 geeft dat (Az(s))~! holo-

morfisch is in |R(s)| < k. Merk op dat de functie ZI ook holomorfisch is in

s
diezelfde strook. Dit betekent dat (A (s))~!, wegens propositie 3.1 herschreven
kan worden in de vorm

1

s+1

(Ag(s))' =

met Fr(s) holomorfisch in de strook |R(s)| < k.

Uit vergelijking (3.4) volgt dat voor een strook |R(s)| < a < k geldt dat
Fr(s) = O(]s|72) als |S(s)| — oo. Dus in het bijzonder geldt F(in) = O(|n|~?)
als 7 — o0 en dus Fz(in) € L'. Dit betekent dat de inverse Fouriertransfor-
matie Fy(¢) van F(in) continu is.

I+ Fr(s), (3.4)
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Propositie 3.2. De inverse Fouriertransformatie E1(£) van - T wordt gege-
m
ven door
0 £E<0
Ei (&) =He ¥ ={"
1(5) (g) {elg, g > 0.
Bewijs. Zie A 4. O

Merk op dat E7(€) continu is voor £ # 0. Er geldt dus dat G(§) herschreven
kan worden als

G(&) = E1()I + Fr(9). (3.5)

Met behulp van deze uitdrukking kan een afschatting van |G(§)| gemaakt
worden voor alle £ € R:

Propositie 3.3. Er zijn een o > 0 en een 5 > 0 zodanig dat

G(&)| < peel.
Bewijs. We hebben uit (3.5)
1 [~ .
6 = B(O1 +5- [ e Fe(in)dn (36)

In het bijzonder hadden we dat de functie F(in) holomorfisch is in de strook
|R(s)] < a en voldoet aan Fr(s) = O(|s|72) als |S(s)| — oco. Neem aan dat
& < 0. Uit de Cauchy integraal stelling (zie theorie I11.2.7 [8]) volgt dat voor alle
R > 0 geldt dat

iR iR—a —iR—a —iR
/ eszg(z)dz—l—/ €Z£F£(Z)d2’—|-/ eszL(z)dz—l—/ e* Fr(2)dz =0,
_iR iR iR—a —tR—a

omdat deze integralen samen een gesloten kromme beschrijven.
Merk op dat als R — oo dan gaat F(z) op de lijn tussen ¢R en iR — a en op
de lijn tussen —iR — a en —iR naar 0, want Fz(s) = O(|s|72) als |3(s)| — oco.

Dus )
iR—a

lim e* Fr(2)dz = 0,
R—oo Jin
—iR
lim e*Fr(2)dz = 0.
R—oo J_iR—a

Dus er geldt dat

/ e** Fr(z)dz + / e* Fr(z)dz =0,

—100 100—a

ofwel

100 ico—a
/ e Fp(2)dz = / e* Fr(2)dz.

—100 —ioo—a
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Dit geeft ons dat
/ e Fp (im)dn = / W= DER (i — a)d.

Invullen in (3.6) geeft dat

1 0o ) —a& oo
0©) = BT+ [ et Fe(in-aydy = BT+ [ e Felin-a)d

— 0o 271- — 0o

(3.7

Neem nu aan dat £ < 0, dan verkrijgen we volgens de zelfde methode als hier-
boven, maar dan over de rechthoek —iR,iR,iR + a,—iR + a dat

1 oo a oo
0 = B +5 [ O Fetintaydy = B©I+ S [ e Re(intaydn

oo TJ oo
(3.8)

Daar Fr(in+ a) en Fz(in —a) in L' zitten volgt dat de integralen in (3.7)

en (3.8) absoluut convergeren. Merk op dat a > 0 dus als £ < 0 dan geldt
e = el Dus als we stellen o = a dan krijgen we uit (3.7) en (3.8) dat er
een 3 > 0 is zodanig dat |G(¢)| < Be~ ¢l O

Om een uitdrukking voor de afgeleide G’ te verkrijgen is de tweede term uit
vergelijking (3.2) nodig. Om de Fouriertransformatie van deze term te kunnen
nemen gebruiken we de volgende propositie:

Propositie 3.4. De inverse Fouriertransformatie Eo(§) van W wordt
m
gegeven door

0, £E<0

— —lg _
E2(§) - H(é-)fe - {56157 € > 0.

Bewijs. Zie A.5. O
Merk op dat

L(in)+1I _ L(in) l
(in+0)2  (in+0?  (inp+1)*"
l
De inverse Fouriertransformatie van ———— is wegens propositie 3.4 gelijk aan

(in +1)?
LH(¢)ée™ € = 1E,(€). Voor de inverse Fouriertransformatie F~1(f) = f(£) van
een functie f geldt dat F~1 (e’ f) = f(£+b). Daar L(in) = Zjoil A;e™mi volgt
met propositie 3.4 en Fubini samen met A.6 dat

L(in)
(in +1)?

FU )= D AH(E + 7)€+ ry)eET),
j=1

15



Dus we krijgen voor G(£) de volgende uitdrukking

G(€) = B1(€) +1E2(&) + ) AjEa(é + r5) + F ' (Re(in)), (3.9)

j=1

ofwel

G(&) = H(Qe “+IH (&)™ +> A H(E+15)(E+r;)e ) 4 F-H(Re(in)).

=1
’ (3.10)
Differentiéren naar £ geeft
ij@)elf (€ 4 5(©)e " = —LH(©)e " + 5(¢),

CZ!H(&)&* = 1H (e "™ —PH(&)ge ™™,

d

d?ffl(Ra(in)) = F~(inRc(in)).
Propositie 3.1 geeft dat R, (in) van orde |n|=3 is, dus inR,(in)) is van orde
7|72 en dus geldt inR,(in)) € L' en dus kunnen we inderdaad de inverse

Fouriertransformatie F~1(inR,(in)) nemen en er geldt dat deze continu is.
Voor G'(€) levert dit de volgende uitdrukking op:

G'(€) = —1H( e ™ +6(¢) +1H(§e ' ® — PH(E)ee™

D A A= UE+ 7)) HE +ry)e CF) 4 F1(inRe(in)).

Dus )
G'(€§) =6(¢) = PH(&)ge™
+D A A= UE+ 1) H(E +ry)e” EF9) 4 F1(inRe(in). (3.11)

Hiermee krijgen we de volgende vergelijking

Propositie 3.5. Voor G(§) als gedefinieerd hiervoor geldt dat

7€) = 3 AG(E + 1) + ().

k=1

Bewijs. Substitutie van G(£) en gebruik van

> Are* Re(in) = L(in)Re(in) = (inI—A(in)) Re(in) = inRe (in)—A(in) Re(in),
k=1

geeft het resultaat; zie B.4.
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Merk op dat uit vergelijking (3.5) volgt dat voor £ # 0 geldt dat G(£) continu
is. Uit propositie 3.5 volgt dat de afgeleide G'(&) begrensd is voor € # 0 en dus
geldt G(&) is absoluut continu voor £ # 0. Verder volgt uit propositie 3.5 dat

G'(€) =Y _ A;G(¢+r;) bijna overal. (3.12)
j=1
Voor £ = 0 geven propositie 3.5 en vergelijking (3.5) dat
li —1i =1. 3.13
lim G(¢) — lim G(¢) (3.13)

Laat nu f € LP. Definieer ¢ als de convolutie van G en f:
¢o=Gxf. (3.14)
Uit propositie 3.3 volgt dat G € L. Dit geeft ons met Youngs ongelijkheid dat
lollLe < 1G]]z, - [If]lzr < oo,
dus ¢ € LP. We kunnen zelfs aantonen dat ¢ € W1P:

Propositie 3.6. De functie ¢ als gedefinieerd hierboven zit in W1P en (1.8)
met ¢ en [ als hierboven geldt bijna overal.

Bewijs. Beschouw ¢ als een distributie. Laat ( een testfunctie zijn, we tonen
aan dat

o

-/ T @i =3" / T O Ao(E + 1y + [ coreds (315)
—00 j=17 -

o0

Uit vergelijking (3.14) en het dan toepassen van propositie B.5 samen met Fu-
bini’s stelling volgt:

T @ase e =S [ [T c@AGE 1 — ) fn)ded

B /jo /,oo ZC(@AJQ@ + 75 —n)f(n)dédn.

Vergelijking (3.12) geeft nu dat

|| S conoern-nsodan= [~ ([ doaec ) foman
—00J =00 ;1 —o00 —o00
Uit vergelijking (3.13) en het daarna weer toepassen van vergelijking (3.14) volgt

" /- ( / Z CEAG (E— n)dé) F
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B el

—— [ oo [ corede
Dus we hebben

> [ d@ase+ris=- [ c@o@a- [ e

dus vergelijking (3.15) geldt. Laat g zodanig dat %—i—% = 1, daar ( een testfunctie
is geldt dat ¢ € L9. Met behulp van Holders ongelijkheid krijgen we dat

Z/ |A; ()D€ +75) dE < ZIA ¢l La-ll@(€+r)l r = ZIA I{I¢l|za-|8]| L < oo
j=177%°

j=1 j=1

Dus met Fubini volgt dat

> [ @A+ = [ S c@ A+ e

Dus we hebben

j=1

(Z Aj¢(§+rj)7C(§)) = —(6(£),¢"(€)=(f(£), <€) = (¢(£), () =(f(£),(£))

dus er geldt dat
D AdE+ i) =€) — f(©).
j=1
Dus ¢ voldoet aan (1.8) en dus geldt dat ¢ € WP, zie B.1. O

Nu kan bewezen worden dat G inderdaad de Greense functie voor A, is:

Stelling 3.7. Neem aan dat het constante coéfficiénten systeem zoals in verge-
lijking (1.8) met bijbehorende lineaire operatoren L zoals in vergelijking (1.10)
en Ap it vergelijking (1.11) hyperbolisch is. Dan geldt voor 1 < p < oo dat
Ap : WHP — LP een isomorfisme is met inverse gegeven door de convolutie

(AZ'F)() = / G(& — ) f (n)dn,

waar G als gedefinieerd in vergelijking (3.3). De functie G voldoet aan de ver-
gelijking

GO < pe ¥l ¢eR, (3.16)
voor een a > 0 en > 0. In het bijzonder geldt dat G de Greense functie is van

vergeligking (1.9) en dat voor iedere f € LP geldt dat er een unieke oplossing
¢ = Azlf € WP is voor de inhomogene vergelijking (1.8).

18



Bewijs. Laat f € LP en laat ¢ = G * f dan geeft propositie 3.6 dat ¢ € WP en
dat As¢ = f en dus geldt dat A, : WP surjectief is. Neem nu aan dat A1) =0
voor een ) € WP, Dan voldoet v bijna overal aan vergelijking (1.9). Als we 1)
beschouwen als gedempte distributie dan kunnen we zijn Fouriertransformatie
F () nemen. Hiervoor geldt dat F(¢')(n) = inF(¢)(n) en

FA D AWE+) | () =D A F(b)(n),

Jj=1

zie A.1 en A.3.
Daar 1 bijna overal voldoet aan vergelijking (1.9) geldt dat

nFW)m) = | 3 A | Fw)m).

ofwel

F@)(m) (in—>_ Aje"s | =o.
j=1

Uit de definitie 2.16 van hyperbolisch volgt dat (in — Z;il Ajeim'j) # 0, dus

F(p) =0 en dus geldt v = 0, dus Az is injectief.

Dus A is een isomorfisme en daar we hadden dat voor alle f € LP geldt dat
voor ¢ = G * f geldt dat Ap¢ = f, wordt de inverse van A, dus gegeven door
de convolutie G * f. De afschatting van de functie G volgt uit propositie 3.3. [
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4 Niet constante coéfficiénten

Met behulp van de Greense functie voor hyperbolische systemen met constante
coéfficiénten, kunnen eigenschappen van de operator Ay van asymptotische hy-
perbolische systemen met niet constante coéfficiénten vastgesteld worden.

Eerst bekijken we systemen die maar een klein beetje afwijken van een hy-
perbolisch constante coéfficiénten systeem:

Lemma 4.1. Neem aan dat voor een operator L als in vergelijking (1.7) geldt
dat er een hyperbolische operator met constante coéfficiénten L is zodanig dat
L(&) = L+ M(&) als in vergelijking (2.4), met M als in vergelijking (2.5). Dan
bestaan er constanten € > 0, & > 0 en B > 0 zodanig dat als voor alle & € R
geldt dat

Z |B;(£)]ellmil < e (4.1)

dan geldt voor 1 < p < oo dat Ap : WHP — LP een isomorfisme is en er is een
functie G : R? — C4*? die voldoet aan de puntsgewijze begrenzing

IG(&,m)| < Be~ @1 (&,m) e R?, (4.2)
zodanig dat _
- [ clenntmay (4.3)
voor alle h € LP.

Bewijs. Laat G als in stelling 3.7 de Greense functie behorende bij £, dan geldt
voor h € LP dat

(raz V) © = [ Tyemntaay

— 00

met
ZB G(E+r—n)

F](Evn) :/ Fl(f73)rg—1(3777)d$7 JZ 2.

Uit vergelijking (3.16) volgt dat

Iy (,7)] Z GE+r;—n) Z £)| Be~ alé+r;—n|

=1

e oo
=Z (&)| Be=ele—n=(=m3 SZ €)| Beelle=nl=l=r;1l <Z|B (€)] Bemslele=nl,
= = =
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Stel nu 0 < € < %, dan geldt dat als vergelijking (4.1) geldt dat

> 1B;(€)| B < e < 3.
j=1

Voer de volgende notatie in
W(E — ) = fe eI,

«

2

Daar 0 < e < geldt dat

oo 0 ')
|Mb=/:ﬂ€m%zzrﬁﬂﬁ+ée&%%

_ (eﬁeo‘ﬁ) 0 N (eﬁeo‘5>
Q . @

Dan kunnen we I';(€,n) afschatten met

05 (& m)| < O —n).

Propositie B.6 geeft nu dat

o0

20e 2
se_ 28
o o

[0
—=1
2

0

STIrEml < > wH(E —n) < fem el
j=1 =1

- efa
met & = /a2 —2eBa en B = '6: )

a
Definieer nu de functie

GEn)=6(E—n)+ /_OO G(&—s) (er(s,n)) ds.

(4.8)

Merk op dat als (4.1) geldt, dan volg uit vergelijking (4.7) en vergelijking (3.16)

dat voor een punt (£,1) € R? geldt dat

|G (& )| = G(E*TIH/:)O g —s) (ZR‘(SJ?)) ds

oo

é@@—nﬂ+/

— 00

1G(&—s)| (Z |rj(s7n)|) ds
j=1
< Be—alg—nl + /Oo ﬁe_a\g—slﬁe—&\s—mds
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Be—alé=l 4 gﬁ/ - olé—sl—als—nl g (4.9)
Daar & = y/a? — 2¢Ba geldt dat 0 < & < a en dus geldt
e—alé—nl < g—ale—nl,

Lemma 4.2.

00 —alg—n| _ o—alé—n|
- ale—sl-als—nl g < 20(€ ¢ ) o 20 _aen
o = a2 — a2 =2 _az2

Bewijs. Zie B.7 O

Invullen in vergelijking (4.9) geeft

—ale— - 2« ale—
|G m)| < B4 pF el < <B+a2_a

2O‘~2> e—dle=nl _ po-ale—n|

(4.10)
Laat nu h € LP zijn. Definieer ¢y als

J

k .
o(€) = (Aﬁ (MAZY h) €).
=0

Dan kunnen we schrijven
(&= [ Gulemntaan
met

[e%s) k
Gk(fﬂ?):g(ﬁ—n)-k/ G(&—3) (ZI‘j(sm)) ds.
e g

Neem nu -
o) = [ Glemntm)an
Dan geldt voor € € R dat

oo o0 k
/ (g(s —m+ / (e —s) ( Fj(sm)) ds) h(n)dn
—o0 —o0 i—1

J

/W)<ﬂ§”)ﬁ/mg@fﬁ(}:rﬂ&ﬂﬂfﬁ)h@Mn
= ‘_/_oo (/_OO G —s) ( Z Fj(s,n)) ds) h(n)dn| .

j=k+1

[¢x(§) — o(§)] =
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Uit vergelijking (4.6) volgt dat

(s () ) o

j=k+1

—/_OO (/m G —s) ( 3 1/}”(6-?7))) ds) h(n)dn

j=k+1

= ((g* > w’)*h) ©)].
Jj=k+1

Daar dit voor alle £ € R geldt volgt dat

6 — dllzs < (g* ) W) Bl

<

j=k+1

Merk op dat uit vergelijking (3.16) volgt dat G € L' en uit (4.4) dat ¥ € L!.
Young’s ongelijkheid geeft dat

% = @lle <61 ( > |¢|21) IRl

j=k+1
Uit vergelijking (4.5) volgt dat
Jim ( > ||w|il) =0,
j=k+1
dus
Jim || = @llze < |Gl |IA]| 2o Jim ( > |w||il) =0.
j=k+1
Dus de reeks ¢y convergeert naar ¢, dus de partiéle sommen
k .
AN (MAZY b= ¢x
j=0

convergeren naar ¢. Dit geeft samen met de Neuman-series dat

/OO G (&, m)h(n)dn = (Azlz (MA;l)j) h(€)

-0 7=0

1

_ (A;l (1— MAZY) ™ h) €)= (1= MAZY) Ag) " h(e) = ((AL)_l h) (©).
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;) ©= [ " G, mh(n)dn.
O

Met dit Lemma kunnen nu afschattingen voor asymptotisch hyperbolische
systemen gevonden worden:

Lemma 4.3. Laat L als in vergelijking (1.6) asymptotisch hyperbolisch in oo
zign. Dan bestaan er K1, Ko > 0 en een & > 0 zodanig dat als Ap¢ = h voor
een ¢ € WHP en een h € LP, dan geldt voor € > 0 dat

6(6)] < Kie™*El||g]| L+ K1 / e~ h(n)dn < K1e %8| g]| oo+ Ka||h][ o

B (4.11)
Als L bovendien ook nog asymptotisch hyperbolisch is in —oo dan geldt boven-
staande witdrukking voor alle £ € R en bestaat er een K3 > 0 zodanig dat

llollwrr < Kz ([[4]lze +[IAllzr) - (4.12)

Bewijs. Daar L asymptotisch hyperbolisch is in co kunnen we L herschrijven
als

L(§) = Ly 4+ M4(S),

met £, hyperbolisch. Laat €, &, 3 zoals in lemma 4.1. Dan is er een 7 > 0
zodanig dat voor alle £ > 7 geldt dat

Y 1Bl < e
j=1

Definieer
Li(§) = Ly + H(E — T) M4 (),

My (§) = H(r — &) M. (£).
Merk op dat geldt

H(E —7m)M(§) = H( —7) Z |Bj(&)le"! < e,

dus L;(§) voldoet aan de eisen van lemma 4.1. Dit geeft ons een functie G ()
voor Ar,. Laat ¢ € WLP en h € LP zodanig dat Apu = h dan geldt dat

¢'(§) = L1(§)pe + M (8)de + h(S)

en dus geldt voor alle £ € R dat

o© = [ " Gu(Em) (M (n)by + b)) d
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= /jo G1(&,n)H (T — n) My (n)pndn + /jo G1(&;mh(n)dn

:/_T Gl(g,n)M+(n)¢ndn+/_oo G1(& m)h(n)dn.

Dit geeft ons voor £ € R dat

16(6)] = \ | cemntins,an+ [ Gl(f,n)h(n)dn‘

o0

</ "G € )M ()b dn + | 1Gatennon|an

— 00 —

Uit lemma 4.1 hebben we dat |G1(£,n)| < B=a€=nl  qus we krijgen dat

[ (G (€, m) My (1) by | d + / G (€ m)h(n)] dn
<p [ e ML ()1l pedn + B / &= ()| .

—0o0

Daar de B; () uniform begrensd zijn, is er een Ky > 0 zodanig dat || M4 (§)]] <
Ky voor alle € € R. Dus we krijgen

|(6)] SB/_ 6_5"5_"'HM+(€)|III¢|ILoodn+B/_ e~ () dn

<Bullollis [ e a4 p [t @
Propositie 4.4.
2 — ed(‘EiT)
T - <
/ e~ dlE=nlgy = oo o §<r7
- fe_&£7 f > T.
&
Bewijs. Zie B.8. O
2 _ e®(&-T)
Merk op dat 7 constant is en dat —————— begrensd is op [0, 7], dus voor
&

&> 0is er een Ky > 0 zodanig dat
/ e—&\f—n\dn < Koe—&ﬁ _ Koe_&‘f‘.
Invullen in vergelijking (4.13) geeft voor K; = max{3, 3K Ko} dat

16(6)] < BE w16l p~Eoe ™€l + 3 / e~ () dn
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:mwme+m/eﬂHWWn

—0o0

Er geldt dat e~ @€~ € LP voor alle 1 < p < oo, dus in het bijzonder e=¢1€=7 €
L% met q zodanig dat % + % = 1. Uit Holders ongelijkheid volgt dat

‘&/e”W%mmsmw4wwam:mwm,
met Ky = K ||le=®¢=||q. Dus er geldt

6] < K1H¢||Loo6*&‘5‘+K1/ e~ h(n)dn < K |¢]| e 4 Ko B[ o

— 00

Als L asymptotisch hyperbolisch is in —oo dan kunnen we op dezelfde manier
vergelijking (4.3) voor & < 0 krijgen, dus als L asymptotisch hyperbolisch is in
zowel oo en —oo geldt vergelijking (4.3) voor alle & € R. Dit betekent dat we
de LP norm van

(oo}
B(6)] < Kallollime € + Ky [ el Ihgyay
— 00
kunnen nemen, dit geeft

wmszwwa+m/eﬂ&wwm

— 00

Ly

< Kullgllz |[e=9|| |+ K ||e=®€ w h(n)

e
Young’s ongelijkheid geeft nu dat

ellr < Kullo|lpe |[e 4|+ Ky [le @] |Ih]| Lo (4.14)
Lv 2!

Het nemen van de LP norm van vergelijking (1.2) geeft met B.1 dat

16/ < DA - 11l 2o + [[A]| 2o

j=1
Optellen van vergelijking en (4.14) en (B.1) geeft dat
llollwre = [|9llLe + 11¢'||Le

—alg| —alg| 1 -
< Kl |||+ x e HL1||h||Lp+;||AJ| 16ll» + 1Al s

Toepassen van vergelijking (4.14) aan de rechterkant van de ongelijkheid geeft

[ee)
—alg| —al¢l -
Kal|lzee [|e=l]| ke "L1||h||Lp+z;||A]|| 6lle + I1Al| s
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O Ty e g T
p L

S (st o], s, )
(il + S o], ) s
j=1

K, He*d'ﬂHL1 +1+ > (Al + Ky He*d‘ﬂHLl ||A]| Lo
=1

Daar de termen voor de |||z~ en ||h||L» positieve constanten zijn die alleen
van L athangen is er een K3 > 0 zodanig dat

lollwrr < Ks ([[6]|2 + []]Lr) -
0

Uit dit Lemma volgt meteen een onderdeel van stelling 1.4, namelijk dat de
Kern niet afhangt van p:

Corollary 4.5. Laat L als in vergelijking (1.6) asymptotisch hyperbolisch zijn.
Dan is de kern Ky, onafhankelijk van p.

Bewijs. Laat ¢ € W' in de kern K7 van Ay, zitten. Uit vergelijking (4.11) met
h = 0 volgt dat |¢(&)| < Ki||@||n=e~ %l dus ¢ € W9 en dus ¢ € K¢ voor alle
1< g < oo

O

Nu kan een belangrijk lemma over het bestaan van convergente deelrijen
bewezen worden. Uit dit lemma volgt straks vrij snel het bewijs dat de kern K,
eindig dimensionaal is en het bewijs dat het bereik gesloten is.

Om dit lemma te kunnen bewijzen is meer werk nodig dan voor het over-
eenkomende lemma [13] voor het eindig aantal verschuivingen, daar we hier te
maken hebben met een oneindig bereik en dus met een sommatie over een on-
eindig aantal termen. In het bijzonder is er extra voorzichtigheid geboden met
het gebruik van Arzela-Ascoli, daar deze alleen geldt op compacte intervallen.

Lemma 4.6. Laat L als in vergelijking (1.6) asymptotisch hyperbolisch zijn.
Laat er voor een 1 < p < 0o een reeks ¢, € WP begrensd in WLP en een reeks
fn € L? met f, — f in LP zijn zodanig dat Ap¢, = f.. Dan bestaat er een
convergente deelrij ¢y, , die convergeert naar een ¢ € WHP met App = f.

Bewijs. Definieer

13 13
F(6) = / Fulmdn,  F(€) = / Fn)dn.
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Daar f, convergeert naar f in LP geldt op compacte intervallen C' dat 1¢f,
convergeert in L' naar 1¢ f (zie [1, Theorem 15.9]) en dus geldt (zie [1, Theorem
15.1)) dat

n—oo

¢ 3
lim lcfn(n)dnz/ Le f(m)dn,
0 0

op compacte intervallen C'. Merk op dat als (0,£) C C dan geldt dat fOE lofu(n)dn =

f(f fa(n)dn en fof lef(n)dn = fOE f(n)dn, dus op compacte intervallen C' con-
vergeert F,(£) naar F(£). Op compacte intervallen is convergentie gelijk aan
uniforme convergentie, dus F), convergeert uniform naar F' op compacte inter-
vallen, in het bijzonder betekent dit dat de reeks Fj, equicontinu is op compacte
intervallen.

Daar de ¢,, begrensd zijn in W? is er een constante K > 0 zodanig dat

sup [[¢n|lw1r < K
neN

en wegens vergelijking (2.1) geldt er dat

sup ||| < sup C||gn|lwrr < CK.
neN neN

Dus de ¢,, zijn begrensd in L* en dus geldt voor alle £ dat

sup |L()(én (€))]] = sup ;Aj(ﬁ)%(é +15)]| < sup [n =~ D 4] < oo

j=1
Dus L(&)(¢n(§)) is uniform begrensd.
Beschouw nu vergelijking (1.2), deze kunnen we herschrijven als
dg

met L(&)(¢,(€)) als in vergelijking (1.6). Daar L(&)(¢n(£)) uniform begrensd
is, is ook

(€)(Pn(E)),

dg

uniform begrensd en dus is ¢,,(§) — F,,(£) equicontinu. Daar F,,(£) equicontinu is
op compacte intervallen volgt dat ¢,,(£) equicontinu is op compacte intervallen.

Daar de ¢,, begrensd zijn in L zijn ze uniform begrensd en equicontinu op
compacte intervallen. Uit de Arzela-Ascoli volgt dat er een deelrij ¢,, is die
uniform convergeert op compacte intervallen naar een functie ¢. Daar geldt dat
¢n, € WLP geldt dat de ¢, continu zijn en dus is ¢ continu. Merk op dat daar
de ¢, begrensd zijn in LP en L*° dat ¢ € LP en ¢ € L.

Integreren van 0 naar & van vergelijking (1.2) geeft voor de ¢,, dat

13
G (€) — G (0) = / (L) (D (1)) + Foun (1)) .
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De limiet nemen van nj naar oo geeft:
£
lim (¢n, (§) = ¢, (0)) = Tim [ (L(n)(Pn, () + fui(n)) dn.

nE—>00 N —r00 0

Convergentie van de ¢,, naar ¢ geeft

3
¢(5>¢<O><ni@m /O L()(¢n, (m)d )ﬂl@m/ il

Uit de convergentie in LP van de f,, naar f volgt

¢ ;
¢(€) — ¢(0) = <nli£“oo /O L(n)(%k(n))dn) + /0 F(m)dn

Laat € > 0. Daar 3777, [|A4;(&)]| absoluut convergeert is er een N, zodanig
dat geldt dat

oo

€
Al < '
Sl JH—3‘5|(||¢‘|Loo+SupneNH¢||L°°>

Jj=Nc+1

(4.15)

Definieer r_ en r4 als

==, b
r = max {rj}.

Merk op dat daar r; = 0 geldt dat r— < 0 < r,. Laat C. het compacte
interval gegeven door [0+7_,£ + 7], dan geldt voor alle ny € (0,&) dat voor alle
1 <j < Ncdat (n+r;) € Ce. Dan geldt dat

£ £
/ L) (s (1))l — / L(m) (é(n))dn
0 0

/ n) (én, (0 +75) — G +15)) Z Aj(0) (D (n+15) — (0 +15)) dn

j=Nc+1

£
/ZA (6ne (74 15) — S +15)) dn+/ S Ay ) (bus (1) — B+ 73))| di

0 j=Nc+1

¢ Ne
s/ ZHA]-II|¢m(n+7'j)—¢(n+?"j)ldn+/ Z||A|<|¢||Lw+sup|¢n||w)dn
(R 0

j=N.

Daar ¢, uniform convergeert naar ¢ op compacte intervallen is er voor iedere
1 <j < N, een M; zodanig dat voor alle n;, > M; geldt dat

€
[Ona (4 75) = S0+ 75)| < g
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Definieer M = maxi<j<n, {M;}. Dan krijgen we samen met vergelijking (4.15)
dat voor alle ny > M geldt dat

¢ Ne ¢
/ ZIIAjlllénk(nJrTj)—¢(77+7’j)\d17+/ > IAj||<||¢|Loo+sup||¢nILoo>d77
0 j=1 0 j=N. neN

€

¢ Ne ¢ ¢
< /Y| — - ol d
<) 2 gy e [ (100 + swponllim ) e e o

= [t [ gt = bl el = <
o BT Sy 3™ T Mlalg TR T 3

Dus voor alle € > 0 is er een M > 0 zodanig dat voor alle ny > M geldt dat

< €,

13 3
/0 L) (m, (1)) — / L) (é(n))dn

0

dus
13

3
lim [ L(n)(én, (1))dn) = /0 L(n)(¢(n))dn.

N —>00 0

Dus
£
6(6) — 6(0) = / L(n)(é(m) + f(n)dn,

dus ¢ is absoluut continu en

¢'(§) = L(§)(6(£)) + £(£) (4.16)

geldt bijna overal. Samen met vergelijking (B.1) geeft dit dat ¢’ € LP, dus
¢ € WP en App = f. Ongelijkheid (4.12) geeft dat

ény = Allwrr < Kz ([|n, = ¢llzee + [[fny = fllzr) -

Merk op dat f,, convergeert in L? naar f, dus ||fn, — f|lzr — 0 als ny — oo.
Dus als ||¢n, — ¢|lr= — 0 als n — oo dan geldt dat ||¢n, — ¢|lwir — 0 als
ny — 0o, ofwel de ¢,, convergeren naar ¢ in WP,

Uit vergelijking (4.11) volgt dat

|6, (€) = B()] < Kre™ ||, = Bl + Kol fu, = fl]zs-
In het bijzonder geldt voor elke 7 > 0 dat

Sup [y (€) — 6(6)] < Kye=o" (|¢||Loo " sggwnnm) T Kollfun — fllor

[€l=7

Daar [—7, 7] een compact interval is geldt dat ¢,, uniform naar ¢ convergeert
op [—7,7]. Verder geldt dat als ny — oo dan geldt dat Ksl||fn, — f|lzr — 0.
Dus we krijgen dat

0 < Timsup [[gn, — dllze < Kie™ (||¢|Loo +sup ||<z>n|Loo) o,
ne

np—>00
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voor elke willekeurige 7, dus

|¢ny — dllLe =0

als ny — oo. Dus de ¢,,, convergeren naar ¢ in WP,
O

Nu kan bewezen worden dat de kern van A eindig dimensionaal is en dat
het bereik gesloten is.

Lemma 4.7. Laat L als in vergelijking (1.6) asymptotisch hyperbolisch zijn.
Dan is de kern Kp, van Aj, eindig dimensionaal.

Bewijs. Voor p € [1,00] wordt de eenheidsbol in K, gegeven door
Br={pecW"?|p € Kp en ||§||w1r < 1}.

Laat p € [1,00] en laat ¢, € K, een reeks in By, zijn, ofwel ||¢y,||w1» < 1 voor
alle n € N. Daar ¢, € K, geldt dat Ap¢, = 0. Neem nu de reeks f,, = 0, dan
volgt uit Lemma 4.6 dat er een deelrij ¢, is die convergeert in W1 naar een
¢ € WhP met Ap¢ = 0. Dus elke reeks in By, heeft een convergente deelrij, dus
By, is compact. De eenheidsbol in K, is compact dus Ky, is eindig dimensionaal
(zle [17, Theorem 2.26]). O

Lemma 4.8. Laat L als in vergelijking (1.6) asymptotisch hyperbolisch zijn.
Dan geldt voor p € [1,00] dat het bereik Ry C LP van Ay, gesloten is.

Bewijs. Laat p € [1,00] zijn. Laat f, een reeks in RY zijn, zodanig dat f,
convergeert naar f in LP. Uit lemma 4.7 volgt dat K een eindig dimensionale
deelruimte van WP is. Dit betekent dat er een gesloten deelruimte Y C WP
bestaat zodanig dat WP = K @Y, m.a.w. Kz en Y zijn topologisch comple-
mentair, zie [17, Lemma 5.56]. In het bijzonder geeft dit dat dat Ap]y : Y — RY
surjectief is, dus er bestaat een reeks ¢, € Y zodanig dat Ap¢, = fr.

Claim: De reeks ¢, is begrensd in WP,

Bewijs Claim. Neem aan dat de reeks ¢, niet begrensd is in WP, Dan is er
een deelrij ¢,, zodanig dat ||¢y,,|lwi1» — oo als ni — co. Definieer 1, =

il en Fu . Dan geldt dat Apw,, = gn,. Verder geldt dat

T . M On =y
| énllwre | Gnillwe
tYn, €Y en ||Yn,llwrr = 1. Er geldt dat f € LP, dus ||f||zr < co. Daar

fn. — [ als ng — oo en ||én, ||lwir — 00 als ng — oo geldt dat ||gn,||z» — O.
Uit lemma 4.6 volgt dat er een deelrij ¢, is zodanig dat ¢, — v met
Apy = 0. Daar Y gesloten is betekent dit dat ¢ € Y N Ky, dus ¥ = 0 en dus
[[#[lw1.» = 0. Daar geldt dat |[1),, |[wi» =1, moet gelden dat |[|[y1.r =1,
een tegenspraak, dus ¢, is begrensd in WP, O
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De r1ij ¢,, is dus begrensd in WP, dus uit lemma 4.6 volgt dat er een deelrij
¢n, is die convergeert naar een ¢ € WP met ¢ zodanig dat Ap¢ = f. Daar
Y gesloten is en de ¢, allemaal in Y zitten geldt dat ¢ € Y, dus f € RY, dus
de limiet van een rij die in RY ligt en convergeert in LP ligt in RY, dus RY is
gesloten. O
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5 Bewijs hoofdstelling

Met het behulp van het voorgaande werk kan nu de hoofdstelling bewezen wor-
den:

Bewijs van stelling 1.4. Stelling 3.7 geeft dat A, een isomorfisme is en dus de
vergelijkingen (1.15). Uit corollary 4.5 volgt dat de kern KY = Kp van Ap
onafhankelijk van p is en uit lemma 4.7 volgt dat hij eindig dimensionaal is.
Lemma 4.8 geeft dat het bereik RY gesloten is. Dus om te bewijzen dat Ay, een
Fredholm operator is moet alleen nog bewezen worden dat de codimensie van
RY eindig dimensionaal is.

Merk eerst op dat als L asymptotisch hyperbolisch is, dan is ook zijn gead-
jungeerde L* asymptotisch hyperbolisch. Dit betekent in het bijzonder K- C
W4, voor alle 1 < ¢ < oo eindig dimensionaal is.

Definieer nu de deelruimte Q7 C L? als

b ={feL” /_OO V() f(€dE =0, VY €Ky} (5.1)

Daar Ky eindig dimensionaal is, bestaat er een basis k;, ¢ = 1,--- , N voor
K+, ofwel span(k;) = Kr-. Dan kunnen we functies ¢;, j = 1,--- N kiezen
zodanig dat [*_q;(§)ki(€)dE = 6;;. Definieer M = span(g;), dan geldt dim M =
dim Kr«. We kunnen elke functie f € LP schrijven als

Dan geldt dat (f, k;)g; € M en

—0o0

ofwel f — (f, ki)q; € QY , dus LP = QF & M.
Dit betekent dat codim QF = dim K+ < oo in LP.

Claim: R} = QY.
Bewigs claim. We bewijzen eerst dat RY C OF. Laat f € RY, met andere

woorden er is een ¢ € WP zodanig dat f = Ar¢. Propositie B.2 geeft dat voor
alle ¢ € K+ geldt dat

| w@nea= [ vEmees= [ Gin@eed
Daar ¢ € K- geldt dat (AT¢)(€) = 0. Dit geeft ons dat

/ T M) de =0,

— 00

ofwel f € QF, dus R} C QF.
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Nu het bewijs voor Q7 = RY Beschouw nu eerst het geval dat 1 < p < oco.
Neem aan dat Q) # RY. Dit betekent dat RY een strikte deelruimte van QY
is. In het bijzonder betekent dit dat er een niet triviale ¢ € L4, de duaal van
LP, is zodanig dat voor alle ¢ € WP geldt dat

[ " TO(ALe)E)de = 0 (5.2)

en zodanig dat voor een f € O geldt dat

/_ T T@(©)de £ 0. (5.3)

Laat ¢ : R — C? een testfunctie (een C> functie met compact support) zijn

en neem ¢(&) = ¢(§). Substitutie in de complex geconjugeerde van vergelijking
(5.2) geeft

0= [ wen©©e
= [ wec@de- [ Y vem @+ s

Beschouw nu

> [ [remEe + ) de

Hiervoor geldt dat

Z/ C(E+15)

d5<2/ B(E)| [ ] 1C(€ + )| de

=Sl [ twecte + )l de

Daar ¢ een testfunctie is geldt ¢ € LP, dus Holders ongelijkheid geeft dat

/ [9()C(E + i)l dE < [Pl]alIC(€ +5)|[Le = |[Pl]LallC]|ze < o0

— 00

Dus we hebben dat

Z/ e +ry)

Dit betekent dat we Fubini kunnen toepassen, dit geeft

| weceis- [Ty e+

dg < IWHLqHCIILvZIIA || < oc.

Jj=1
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:/_o:o¢( £)dé — Z/ W(E) A (€)C(E + ry)de.

De coordinaten transformatie § ={ +1r; geeft

/ T HOc©d -y / T SO ECE + ry)de
—o0 j=17—>®

= [ wecei-3 [ vl -rpaE-ryaé

-/ Z O ©)de — (A, — )¢ bE 7))

= [~ wec e - (6@ 4,6 muE—r)
- [ v X [ c@ai e -

-/ T BOC(©)de - /_ <(é>ZAj<é—rj>*w(é—mdé.

Dus we hebben
G A€~y ri)dé,
[~ ot [~ a5 aser

met andere woorden 1 voldoet aan de geadjungeerde vergelijking (Az-(£))(¥)(€) =
0 als distributie. Dit betekent dat

(L*f/f, C) = - W» CI) = (’l/}/v C) )
dus de distributie afgeleide ¢’ wordt gegeven door
P'(€) = L*(§) (¥ (€))-
Dit betekent dat 1’(£) een functie is in L? en dus geldt dat 1 € W2, Dus we
hebben dat ¢ € Kp-. Uit de definitie van QY volgt dat voor alle f € QF geldt

dat -
[ D@ f(€)de =0,

een tegenspraak met vergelijking (5.3), dus RY is geen strikte deelverzameling
van QY voor 1 < p < oo, dus R} = QF als 1 <p < cc.

Beschouw nu het geval p = co. Laat f € L°°. Daar L asymptotisch hyper-
bolisch is kunnen we L;(§) en M;(§) definiéren als in lemma 4.3

Li4(&) = Ly + H(E — m4)M1(€),

35



M (&) = H(T+ — &M (§).

Net zoals in het bewijs van lemma 4.3 kunnen we 7 > 0 zodanig groot nemen
dat lemma 4.1 geeft dat L (&) een isomorfisme tussen W en L* is. Definieer

¢4 als
¢+ = AL f,
ofwel
¢y = L1y (§)z4(8) + f()-

Daar
L(§) = L14+(§) + Mi(§) = L1+(8§) + H(r4 — )M (§),

geldt voor £ > 74 dat

¢ = L(§)(9+(8) + f(§).

Daar L asymptotisch hyperbolisch is kunnen we op dezelfde manier ¢_ de-
finiéren als

- =AL' S

Hiervoor geldt voor dezelfde redenen dat als £ < —7_ dan geldt

¢~ = L()(0-(8) + f ()

Laat ¢ : R — R een C! functie zijn, zodanig dat ¢(§) =0 als € <0en (&) =1
als £ > 1. Definieer nu ¢(§) als

P(§) = 0(§)P+(§) + w(=§) - (&)
Merk op dat ¢(&) € WH° dus er is een f; € L™ zodanig dat

Ao = fi.

Definieer fo als fo = f — fo. Uit de definitie van x4 en z_ volgt dat als
|€] > max{7_, 74} dan geldt f(&) = f1(£). Dit betekent dat

support(fz (f)) - [_T—v T+]7

met andere woorden fy heeft compact support. Dus we hebben een willekeurige
f € L? herschreven als de som van een functie f; € R7® en een functie f, met
compact support. Dus elke f € L* is te herschrijven als f = f; + fo waarvoor
geldt dat fi; € R$° en dat fo compact support heeft.

Laat nu f € Q%°, daar RY® C QF en fi € R} geldt dat fo € QF°. Daar
f2 compact support heeft geldt dat fo € L® voor een 1 < s < oo en dus geldt
fo € Q3. Daar we hadden dat Q) = R voor alle 1 < t < oo geldt dat
f2 € R%. Dit betekent dat er een ¢ € Wb is, zodanig dat Ay = fo. Merk op
dat ¢ € Wb betekent dat ¢ € L™. Met behulp van propositie B.1 geeft dit
dat 9" € L™, dus ¢ € W1 en dus geldt fo € R$°. Dit betekent dat f € R,
ofwel R = Q. O
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Uit de claim volgt meteen vergelijking (1.13) en verder volgt dat
codim RY = codim QF = dimKp+ < oo,

dus Ay is een Fredholm operator. Samen met het feit dat L** = L geeft dit de
gelijkheden (1.14).
O
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A Appendix Fourier Transformaties

Propositie A.1. Laat f een gedempte distributie zijn. Voor de Fouriertrans-
formatie van de afgeleide [’ geldt

F(f) = inF(f).

Bewijs. Voor een ¢ € S geldt met behulp van partieel integreren dat

FHEO) = 5 | S FO) @
_ % ((.F(C)) (5)(“7)6“75”(1000 B % _OO (f(<)) (g)eiﬁﬂdﬁ = —in}——l (-F(C))

Daar voor testfuncties geldt dat F~1 (F(¢)) = ¢ krijgen we dat

FHFQ)) = —ing,
dus we krijgen dat
(F(Q) = F(i&C)- (A.1)
Er geldt dat
(F(),0) = (f, F Q) = =(f, (F())-
Uit vergelijking (A.1) volgt dat
~(f,(F(©Q)) = = (f, (F(=inQ))) = —(F(f), =in¢) = (i€F(f), C).

Dus
(F(f"):€) = (inF(f). Q).
O

Propositie A.2. Laat f(§) een gedempte distributie. Voor de Fouriertransfor-
matie van de verschoven functie f(£ + b) geldt

F(f(E+D) =™ F(f).

Bewijs. Er geldt dat

(FUF(E+1)),0) = (F(€ +8). F(O))
= [ stern [ ctne e

Toepassen van de codrdinaten transformatie £ = & + b geeft

[ seen [ coe i [ 5@ [ ctoner € mane
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= [ G / " ene()eEndndé = (f, F (e®1¢)) = (F(f),e™¢) = (™ F(£),¢).

Dus
(F(F(E+1)),¢) = (" F(f),€)-

O

Propositie A.3. Laat ¢ € WP en beschouw hem als getemperde distributie.
en laat L(P(E)) als in 1.10 dan geldt dat

F (Z Aj¢(§+m—)) = A" F(¢).
j=1 j=1

Bewijs. Beschouw eerst
> / |A;6(€ + 1) F(Q)©)]dE =D Al / (& + 1) F(C)(€)] dé.
j=177% j=1 -

Daar F(¢) een Schwartz functie is geldt F(¢) € LY met % + % = 1. Uit Hoélders
ongelijkheid en de convergentie van de A; volgt dat

> Ml [o (66 + ) F(QE)1de < 3 1A 19§ + ) lar - [1F (Ol s

j=1

= > Al - [[FOllzs < oo

Jj=1

Samen met Fubini geeft dit dat
| S asiermF@©a =34 [ sernFo©E @
0 =1 j=1 -0

Beschouw nu

Sl [ le@FEmsoe] de

Daar F(e™"i() een Schwarz functie is volgt uit Holders ongelijkheid dat

> 1A / () F(e"i€)(©)] de <Y |A;| 16l - [1F (€M) Lo < oo
=1 oo

=1

Samen met Fubini geeft dit dat

>4 / Z s@FEm @ = [ Z §O AT (A3)
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Er geldt dat

Zw/ |63 ()0 dy < Z A \/ Mldn <> 1A HICl o < oe.
j=1 —oo

Jj=1

Samen met Fubini geeft dit dat

> A (e5¢) ZA | emscmeeran
j=1

/ ZA eI C(n)e” ¥ Ndn = (ZA et C) (A.4)
j=1

Er geldt dat

(7: (ZAJ'¢(€+T]')) aC) = (ZAW@JFW)J:(O)
j=1 j=1

= [T At mFQ @

Uit vergelijking A.2 volgt dat

[ S asermro@ic =34 [ s Foe = ZA o5&+ 1), F(O)

:ZAj (€ +75), ZAJ (€ +75)),¢)-
j=1
Uit propositie A.2 volgt dat
A (F (D7) ZA] (e F (¢),C)
j=1

oo

S F @) =S A [ sOF () O

Uit vergelijking A.3 volgt dat

> A / Z s FEm @ = [ Z 01O D AT E)ie = (qx > A7 (e""%)) -

Uit vergelijking A.4 volgt dat

(¢7Z-Aj]: (eim'jc)) — (¢7—F (Z Ajeiﬁ7-j<>> — (]:(¢)7Ajein7-j<) — (_Ajeim-j]-"((b)’c) .

Jj=1 j=1
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FID Ajpse+r) | .¢| = (A" F($).0)

j=1
dus
FD A& +r) | =D A F(g).
j=1 j=1

O

Propositie A.4. De inverse Fouriertransformatie E1(§) van - wordt ge-
m

+1
geven door

_ e )0, £E<0
EI(E) - H(§)€ - {616, é. <> 0.

Bewijs. De Fouriertransformatie op L? is een isomorfisme, dus het is voldoende

1
om te bewijzen dat —— de Fouriertransformatie van E;(£) is. De Fourier-
m

+1

transformatie van E;(¢) op L? wordt gegeven door

0o 0 0o o
/ Ey(§)e"dg =/ Oe_i@’df—k/ e e ge :/ e~ tUHin) ge
- —00 0 0

o0

o~ E(+in) 1
— 7 in+1 . _in+l'
I . .
Dus - i de Fouriertransformatie van F1 (€). O
m
Propositie A.5. De inverse Fouriertransformatie Eo(€) van W wordt
m
gegeven door
0 £E<0
Ey(§)=H(¢)ée =47
2(5) (f)f {§€_l£7 5 > 0.

Bewijs. De Fouriertransformatie op L? is een isomorfisme, dus het is voldoende

om te bewijzen dat de Fouriertransformatie van F(€) is. De Fourier-

1
(in+1)2
transformatie van Fy(¢) op L? wordt gegeven door

[e'e) 0 0o oo
/ Ep(§)e™"Nd¢ = / Oe~*"d¢ + / ge leindg = / =0+ ge
—o0 —00 0 0
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partieel integreren geeft

oo , e—E0+im\ |~ oo —&(I+in)
/ e~tUtmge — | —e—— — / - d¢
0 in+1 o o in+l

e—wi(in+l) ° 1
T\ @r)|, T wroe
Dus —— is de Fouriertransformatie van Es(€).

(in +1)?

Propositie A.6.
> |
6]
[(in + 1)2]| g

Bewiys.

|A ||em(£+m)| /
———dp
] e
> arctan(?)
j=1

B Appendix Overige bewijzen

+477212 Jj=1

Z\AI

— 00 j=1

Propositie B.1. Als ¢ € LP, met 1 < p < oo voldoet aan vergelijking (1.2),
voor een f € LP dan geldt

19'l1e < D141 Hl@llr + N1 lle < oo

j=1
en dus geldt in het bijzonder dat ¢’ € LP.

Bewijs. Het nemen van de LP norm van vergelijking (1.2) voor 1 < p < oo geeft

19/11er = || 245 ()€ +75) + Q)] < (DA +75)]| +I1flles

Lp j=1 Lp

1
P »

=

p

| [ ai@ote | de) il < ([ S Allote+ )| de) +loe
|

—oo |52
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Daar we over heel R integreren hebben de verschuivingen r; geen invloed op de
integraal, dus

p

o) P
19l < | [ | N4sllo©)] de |+ e
—oo |57
» 1
= [ D114l / & +r)Pde |+ flle = DAl Lo+ fllze < oo.
j=1 - j=1
(B.1)
De laatste ongelijkheid volgt uit de convergentie van de som en het feit dat

¢, feLP.
Beschouw nu het geval dat p = oco. Het nemen van de LP norm van vergelij-
king (1.2) geeft

19/11er = || 245 ()€ + 1) + )] < (DA +75)]| + 1Sl

Lr / Lr

o0

= esssup ZAJ(S)Q’)(S +75)| + 1 fllpe-

Jj=1

Het essentieel supremum van het product van twee functies is altijd kleiner dan
of gelijk aan het product van de essentiéle suprema van die twee functies. Samen
met het feit dat het verschuiven van de functie voor het nemen van het essentieel
supremum over heel R niets uitmaakt geeft dit

esssup | Y A ()& + )| + || fllne < essup |y A;(€)|essup|p(&)] + ||f]]1
j=1

j=1

<essup | >[4l N1z + [ fllz= = D 14511 - [[¢llz= + [ ]|z < occ.

j=1 j=1
De laatste ongelijkheid volgt uit de convergentie van de som en het feit dat
¢, f € L. O

1 1

Propositie B.2. Laat 1 < p < oco. Neem q zodanig dat —+ — = 1 dan geldt
p q

voor ¢ € WHP en 1) € WhHe dat

/_ T B (ALe)(€)de = /_ T EO© e,
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Bewijs. Uitschrijven geeft

/_ " Y(E)(ALe)(€)dE = /_ h (&) ( )= > Ai(©)b(E+T)) ) dg

Jj=1

/ W) d§+/ f_oj BE + 7).

Beschouw nu

(©)

J

—
3
gk

8

A (§)P(E +75)dE,

hiervoor geldt dat

i/z \@‘ 145 ()68 +15)] dE < i/i ]@‘ A |6(€ + 7)) de

=14l [ (@] e + )l
=1 —oo
Uit Holders ongelijkheid volgt dat
| [7@] 1€ + rplde < 1011966 +r)llzn = ller 1]

Dus

> [ [T 1As@1 16t + r)lde < l[@lllollen 3 145 < .
j=17-%

Jj=1

dus met Fubini volgt dat

/ TTOY A0+ r)de =Y / " TOA©)0(E + ).
—o0 j=1 j=17/—00

Voor alle j geldt dat we op
| w@as©ete + e

een codrdinaten transformatie kunnen toepassen é = { +1rj, dit geeft

/ BE— 1) A5 (€ = 1))o(E)de.

Merk op dat

/ TR~ A € — r)BE)E = (A;(E — () BE — 1)
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Beschouw nu

Partieel integreren geeft

| v@se - ( T e

Als 1 < p < oo dan geldt dat 1 < ¢ < oo en dus dat lime_,1 0, ¢(§) = 0 en
lime 400 ¥(§) =0, dus

o

(v©@e©)|__=o.

— 00

Als p = 1 dan geldt ¢ = oo en dus geldt dat psi(§) begrensd is en limg_, 4 o ¢(€) =
0, dus

(P@s©)|”_=o.
Als p = oo dan geldt ¢ = 1 en dus geldt dat ¢(§) begrensd is en limg_, + P(€) =
0 en dus L -
(v@e©)|__=o.
Dus we hebben dat
| _v@sei-- [ @ (B.3)

Vergelijkingen (B.2) en (B.3) geven dat

| @ [ ( > Ay m-)) 4(6)de

- /_ E D@ (e,

Propositie B.3. Voor de operator Rr(s) gegeven door

1 L(s)+1I
s+1 (s+0)27

Re(s) = (Ac(s) ™ =

met de notatie als in vergelijking (3.1), geldt dat Re(s) = O(|S(s)|™3) in een
strook rond de imaginaire-as (|R(s)| < a, voor een a > 0.)
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Bewijs. Herschrijf (Az(s))™! als

. 1 1 1 1
(Ac(s) ! = ——— - .
sI —L(s) (s+1-0DI—-L(s) s+I L(s)+1I
B s+1

Daar [ constant is en |sI| > |£(s)] als |3(s)| — oo geldt dat

L(s) —

7(8) <1

s+1

als |S(s)| groot genoeg, dus de meetkundige reeks geeft dat

. 1 1 °° (E(S)JrlI)n
(A(s) ™ = el - <E(s)+ll> —g‘(s_u)nﬂ

=T el T
Daar L(s) begrensd is als |3(s)| — oo, is er een K > 0 zodanig dat
\L(s) +1I| < KI.
Dit geeft ons dat

1 L(s)+1I

R, = (AE(S))_l - s+ 1 - (erl)

1 +£(s)+l1 > (E(S)HI) 1 AU _ &
s+l s+1 = (st s+l s—l—l Z:: s—i—l"‘“’
dus Ry = O(IS(s)| 3. O

Propositie B.4. Voor G(£) als gedefinieerd in vergelijking (3.9) geldt dat

(€)= ARG+ i) +6().
k=1

Beuwijs. Uit vergelijking (3.9) volgt dat

ZAkg(§+7"k Z‘Ak( §+7'k) —U(&+rk) +lH(f+Tk)(f+Tk)e_l(£+rk))
k=1
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.Mg
b

Il
—

-‘rZ.Ak (
k=1

H(E+rj i) (€ +rj +ri)e” CHHm) 4 FU (R (i) (€ + Tj))
J

A (H({—‘-’rk)e*l(f‘f”l‘l«w) -‘rlH(f-ﬁ-?"k)(f—FTk)e*l(ngrk))

M 1M
RS

-‘rZAk (
k=1

Merk op dat uit vergelijking (1.5) volgt dat beide sommen in

HE+rj+ri) (41 + rk)e_l(“'”“’“)) +F D Are Re(in)).

k=1

Il
-

J

ZAk (Z AjH(E +rj+re) 41+ rk)e—l(§+rj+rk)>
k=1

Jj=1

absoluut convergent zijn en dus convergeert deze dubbele sommatie.
Beschouw nu Yo, Age* R (in), hiervoor geldt dat

> Awe"* Re(in) = L(in)Re(in) = (inI—A(in))Re(in) = inRe(in)—A(in) Re(in).
k=1

Verder geldt dat

in — L(in)  (in — L(in))(L(in) +1)
)2

Alim) Re(in) = == e

(in + 1) + (L(in) —in) (in + 1) + (L(in) — in)(L(in) +1)
(in+1)?
(in)? + 2inl + 12 + L(in)in + L(in)l — (in)? — inl + L2(in) + L(in)l — L(in)in — inl
a (in +1)2
 L%(in) + 2L (i) + 12
(in+1)*

Er geldt dat

oo oo

L%(in) = Z Z AjApetn it

j=1k=1

Dus samen met propositie 3.4 geeft dit dat

TN A Re(in)) = FH(inRe (in)) — F (

£2(in) + 21L(in) + 12>
k=1

(in+1)?

oo oo
= ”]RL in)) Z Z.A AHE+rj+ri)(E+rj+r)e” U(&+r;+ri)
j=1k=1

49



= TARAH(E+ 1) (€ + 1) EFT) — PH(E)ge .
j=1
Dus we hebben

2 AG(E+ 1) = Z““k( (§ 4+ ri)e™ €5 4 LH(E + i) (€ + y)e )

oo

+ZA’€ (Z HE+rj+ri) (€ +71j+11)e l(5+Tj+m))

o0 e}
+F iR (i) = Y > L AjARH (€ + 1 + 7)€+ 1y 4 e T
Jj=1k=1

= ARLH(E 4 15)(€ +ry)e” ) — PH(EEe™™

j=1
=3 A1 = DH(E +ri)e ) 4 F-Y(inRe(in)) — IPH()Ee ™.

Deze uitdrukking aftrekken van G'(€) uit vergelijking (2.4) geeft

= ARG +ry) = 06(8).

k=1

Propositie B.5. Voor alle testfuncties ((§) en functies h € LP geldt dat

Z/ / (€)A;G(& +r; —n)h(n)| dnd§ < oc.

Bewijs. Laat ((§) een testfunctie zijn. Dan geldt dat er een 0 < M, < co en
een interval [—T¢, T;], met 0 < T¢ < oo zodanig dat

Mc, als f S [—TQTc],
cl'= {0, anders .

Dit geeft dat

/ / (E)AG(E + 1 — n)h(n)] dnde < 4] / / G(-+ry—n)h(n)ldnde
< 14 / M / G(& + r; — n)h(n)|dnde
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Laat j € N»;. Uit propositie 3.3 volgt dat |G(¢)| < Be~*I*l, voor B,a > 0.
Verder hebben we dat h € LP. Er geldt voor alle £ dat

16t~ nnta)lan = |Gl

— 00

Holders ongelijkheid geeft dat
IGRI[: < [IGlqlIRllp,

met % + % = 1. Eerst het geval p # 1 en dus g # oo, we hebben dan voor deze
q dat

G+ =mly= [ 16€+n —mirdn< [ (i) ay

— 00 — 00

o0

E+ry 00
= / Bae=a(EFTi =) gy 4 BeaeE+ri=n) gy
—o0 §+r;

E+r;j

- (5qqa€fqa(€+rrn)>‘ + (75qqaeqa(5+m*n)> ’oo

§+r;

oo

(ﬁqqae - hm Blqae™ g€+ 1) _ iy ﬁqqaeq“(5+Tﬂ ”)+ﬁqqae)

n—00

Merk op dat we f integreren van —7; naar T¢, dus in het bijzonder geldt dat
&47r; voor gegeven j een eindige verschuiving is dus we kunnen de limieten naar
400 van 7 nemen. Dit geeft ons dat

(ﬁqqae - hm Blgae=1EFT =) _ i Blgaet™EHTi— ")+quae>

n—00

= (ﬁqqaeo —-0-0+ ﬁqqaeo) = 289a.
In het bijzonder geeft dit dat G(§ +r; —n) € L. Daar h € L geldt ||h||, =
C} < oo en dus hebben we met Holders ongelijkheid dat

/OO IG(€§ +r; —m)h(n)ldn = ||G(E +1; —n)h(n)|1 < /28%9aCh.

— 00

Dit invullen in de uitdrukking die we hadden geeft

4| / IR / G(€ + rj — mh(n)|dnde

<
< |.Aj| /T MC ¥/ 2B9qaCrdé = |‘Aj|2TCMC /2B1qaCh,.
—1t<

Daar de constante 27, M¢/289gaCy, niet van j afhangt volgt samen met
(1.5) dat

Z / / €A G(E +rj — mh(n)| dnde < 3 | A;|2Te M, /2B7gaCh
j=1

o1



::21}A4g€/2ﬁqqa6h jg: LAj|<:OO.

j=-1
Nu het geval dat p =1 en dus ¢ = co. Dan geldt

1G(&+rj=—n)lloc = esssup |G(E+r;—n)| < esssup e~ 17 = g = § < oo,
neR ner

In het bijzonder geeft dit dat G(§ +r; —n) € L. Daar h € LP geldt ||h||, =
C} < oo en dus hebben we met Holders ongelijkheid dat

/ T 1G(E + 1y — ) ldn = ||G(E + 5 — b1y < BCh.

— 00

Dit invullen in de uitdrukking die we hadden geeft

T, oo
Al [ e [ Gt s = mhnlanag
PN

Te
< |.Aj|/T M pCrd€ = |A;|2T¢ M BCh,.
—T¢

Daar de constante 27, M:C}, niet van j athangt volgt samen met (1.5) dat

S| ] K©AGE + s mhn)| dude < 3 A2 MesC
j=1+7—00 /=0

j=1

21272A4t5(7h zz:lJQH < 0.
j=-1

O

Propositie B.6. Laat VU(¢) = Ke k|, met K > 0 en ¢ > 0. Noteer de j-
voudige convolutie van V(&) met zichzelf als W*I (), met W*H(€) = W(E). Als

K< g dan geldt dat

S W) = Ke™, ¢eR,

i=1

~ - Kec

c=vVc2—-2Ke, K= —
¢

Bewijs. Daar ¢ > 0 hebben we dat
U(E) = Ke Il

De Fouriertransformatie F(1)(n) van deze uitdrukking is

o] 0 00
F@)(n) = K/ e“cﬂe_”’&dg _ K/ 65(c+in)d§ + K/ e—&(c—iﬁ)dg
— 00 — 00 0
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eb(c—in) 0 e—&(ctin) > 1 1 2Kc
c—n J|__ —(c+1n) o c—1in c+in 2+

Daar geldt dat K > 0 en ¢ > 0 krijgen we dat

F B 2Kc B 2Kc
| (1/’)(77)|— 02+772 - 02_’_,’72'
Als geldt dat K < g dan geeft dit
2Kc c? c?
= < = .
|F (W) ()] 2+ 12 < 2= 2402 1
Beschouw nu - -
Y F@) Y = F@)m) Y F@) ).
j=1 §=0
Daar |F(¢)(n)| < 1 geeft de meetkundige reeks dat
> - F) () 2Kc 2K ¢
‘j = = =
F)) S F)0Y = 1o = a g = Byt

j=0

C ~
Merk op dat ¢ > 0 daar K < 3 en dus geldt dat ¢ > 0 en K > 0. Daar

Ke~°lEl ¢ 2 geldt dat de Fouriertransformatie een bijectie is dus

F S Fwmy =f—1< 2KE>=Re—E'f'.

e +n?

Verder hebben we dat F(1)(n) positief is en dus wegens Fubini krijgen we dat

DI =F T D FW)w) | = Ke L
j=1 j=1
O
Lemma B.7.
0 B 20 (e—&li—nl — e—a\é—n\) 200 ~
—alé—s|—als— L —alE—
/_Ooe l6—sl—als=n| gg < — < el

Bewijs. Beschouw het geval £ < 1 dan geldt dat

oo -~
/ —ole—s|—als—n| g
— 00
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¢
:/ e—a(&—s)+a<s—n>ds+/" ea(g_s)+@(3_n)d8+/°° po(6=s)—a(s—m) g
n

—co ¢
e—a(g—s)+ats—m\ | c0(E—5)+a(s—n) c0(E—5)—a(s—n)
U ata )| T\ T =ra . T —(ata)

e®&—n)  pall—m)  pa(6—n) e(6—n) 20 (6&(6777) _ ea(&n))

n o0

_|_

VR
|
o)
+
2

n

a+a —a+a —-a+a —(a+a) a? — a2
20 (e—dlﬁ—nl — e—a\é—n\)

2 _ 72

(%

o ~
/ —ole—s|—-als—n| g
— 00

3 0o
:/" efa<sfs>+a<sfn>d5+/ 6fa<efs>fd<sfn>ds+/ pa(6=s)—a(s—n)
—00 n

13
e—a(—s)+a(s—n)\ | e—ae—s)—ats—n)\ [¢ [ gole—s)—a(s—n)
a+a a—a —(a+ @) )
o .

e—al—n)  g-all-n) g-all-m)  —alE-n) 94 (e—d(ﬁ—n) _e—a(ﬁ—n))
= + —+ + =

Het geval & > 1 geeft

o0

a+a a—a a—« —(a+a) a? — a2
28 (efdléﬂvl — 6*04\6777\)
a2 — a2

Propositie B.8.

9 — e&(—T)
T ~ — 5 <T
/ edlEmlgy = ¢ @
o e s
36 5 f > T.

Bewijs. In het geval dat & < 7 geeft dit

T & T
/ e—a\E—n\dn:/ e—a(E—n)dn+/ e E=Map
—o0 —00 £
<ed(§n)> ¢ <ed(§n)> T
=|— + p
a -
nN=—00

In het geval £ > 7 krijgen we

/ 6—5¢|€—17|d,7 — / e—&(ﬁ—n)dn

o4

1 e@E—7) 1 9 _ e™E&-T)
+ + _

n=¢



T

efd(sfn)
= T

Tezamen geeft dit de gewenste uitdrukking.

n=-—00
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