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Uber das Fortsetzen von Bewertungen in vollst/indigen 
K6rpern 

Von 

H. W. LENSTRA, JR. und P. STEVENHAGEN 

1. Einleitung. Nachdem Hensel [3, 1908] die p-adischen Zahlen eingeffihrt hatte, wurden 
die Grundlagen einer abstrakten Theorie bewerteter K6rper von dem ungarischen Ma- 
thematiker Josef Kfirsch/tk in seiner Arbeit "Uber Limesbildung und allgemeine K6rper- 
theorie" [4, 1912] entwickelt. Dort wird der allgemeine Begriff einer Bewertung eingeffihrt, 
und zwar als Verallgemeinerung des gew6hnlichen Absolutbetrages auf dem K6rper der 
reellen oder komplexen Zahlen. Kfirsch~ik beweist, dab jeder bewertete K6rper durch 
'Adjunktion idealer Limes' zu einem vollst~indigen K6rper erg/inzt werden kann. Er 
benutzt dazu die Cantorsche Fundamentalreihenmethode, das fibliche Vervollst/indi- 
gungsverfahren ffir metrische R/iume, das, unter Verwendung der Existenz eines reellen 
Zahlk6rpers, die von Cantor erfundene Konstruktion des reellen Zahlk6rpers aus dem 
rationalen nachahmt. AnschlieBend wird gezeigt, dab in jeder endlichen Erweiterung L 
eines vollstfindigen K6rpers K eine Fortsetzung der Bewertung auf K zu einer Bewertung 
auf L existiert (Fortsetzungssatz). Es folgt hieraus unmittelbar, dab die Bewertung eines 
vollstfindigen K6rpers K bis auf die algebraisch abgeschlossene Hiille von K fortgesetzt 
werden kann, eine Aussage, bei der Kfirschfik noch bemerkt, dab die von Steinitz [7, 1909] 
bewiesene Existenz einer algebraisch abgeschlossenen Hfille beliebiger K6rper zwar 'auf 
dem vielfach umstrittenen Wohlordnungssatz des Herrn E. Zermelo' beruhe, dennoch 
yon ihm ffir streng angenommen werde. Die Eindeutigkeit der Fortsetzungsbewertung 
wird nur bewiesen unter der Annahme, konjugierten Gr6gen in der Erweiterung komme 
gleiche Bewertung zu. Erst Ostrowski [5, 1917] zeigt, dab diese Fortsetzungsbewertung 
auch die einzig m6gliche ist. 

In der Einleitung zu seiner Arbeit bemerkt Kfirschfik, der Beweis des Fortsetzungs- 
satzes lasse sich ffir nicht-archimedische Bewertungen -das  Wort geht auf Ostrowski 
zurfick - leicht aus den Untersuchungen Hensels fiber die Zerlegung von Polynomen mit 
p-adischen Koeffizienten herleiten. Da abet nicht alle Bewertungen yon dieser Beschaf- 
fenheit sind, werden Ergebnisse aus der Th6se Hadamards [2, 1892] fiber die Art der 
Singularit/iten auf dem Konvergenzkreise komplexer Potenzreihen zu Hilfe genommen, 
die in geeigneter Verallgemeinerung hinreichend sind, um den allgemeinen Fortsetzungs- 
satz zu beweisen. Kfirschfik bereut den erheblichen technischen Aufwand, den die Ver- 
wendung der Hadamardschen S/itze mit sich bringt, und schreibt, er ziehe es vor, blol3 
Hensels viel einfachere Untersuchungen fiber die Zerlegung der ganzen Funktionen in 
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K (p) (der p-adische Zahlk6rper) anzuwenden und glaube, dab die Sfitze fiber die Bewer- 
tung der algebraischen Erweiterungen mittels solcher Methoden bewiesen werden k6n- 
nen, die den Henselschen ~berlegungen etwas n/iher stehen, als die von ihm benutzten. 
Er selbst habe aber vergebens nach einer gr613eren Ann/iherung gestrebt. 

Die Verwendung der yon Hadamard herrfihrenden Ergebnisse fiir die Fortsetzung 
archimedischer Bewertungen stellt sich tats/ichlich als fiberflfissig heraus. Ostrowski [6, 
1918] beweist n/imlich, dab es bis auf top ologische Isomorphismen nur zwei vollst/indige 
archimedische K6rper gibt - den reellen und den komplexen Zahlk6rper, mit einer 
Potenz des fiblichen Absolutbetrages bewertet - so dab der Fortsetzungssatz in diesem 
Falle offensichtlich zutrifft. Bemerkenswert ist fibrigens, dab alle uns bekannten Beweise 
des Ostrowskischen Satzes auf einem Sonderfall des Fortsetzungssatzes (ffir die Erweite- 
rung K c K ( ~ - 1 ) )  beruhen, der dann ad hoc bewiesen wird. Wegen dieser geschicht- 
lichen Vorgfinge hat sich der Fortsetzungssatz einen Status als Folge der Henselschen 
Ergebnisse in Verbindung mit Ostrowski's Klassifizierung archimedischer K6rper erwor- 
ben, den er immer behalten hat. 

Einen besonders schnellen und eleganten Beweis des Fortsetzungssatzes vonder Hand 
des Herrn Geyer findet man in den Proceedings der Brightonschen Konferenz [1, II sec. 
10, 1967]. Er ist nur gfiltig ffir lokal kompakte vollst/indige K6rper, beruht aber auf v611ig 
elementaren Argumenten topologischer Art. 

In dieser Arbeit wird der Fortsetzungssatz ohne jegliche beschr/inkende Annahme mit 
elementaren Mitteln bewiesen. In dem Beweis, der also weder das Henselsche Lemma und 
seine Folgerungen noch die Ostrowskische Charakterisierung archimedischer K6rper 
verwendet, spielt die archimedische oder nicht-archimedische Beschaffenheit der fortzu- 
setzenden Bewertung fiberhaupt keine Rolle. 

2. Beweis des Fortsetzungssatzes. Es sei q~ eine Bewertung auf dem K6rper K, d.h. eine 
Funktion K -~ P'~_>o, f/ir die gilt: 

r  falls x ~ 0 ;  

r (x y) = ~ (x) r (y); 

es gibt C e IR derart, dab ~b (1 + x) __< C falls q5 (x) < 1. 

Wir werden annehmen, wenn n6tig ~b durch eine geeignete Potenz ersetzend, dab die 
Dreiecksungleichung ffir 4 erffillt ist, d.h. q~ (x + y) < 4 (x) + q5 (y) ffir alle x, y e K. Es sei 
jetzt K vollst/indig in Bezug auf die Bewertung ~b, und L eine endliche K6rpererweiterung 
von K. Wir beweisen den folgenden Satz. 

Fortsetzungssatz. Es gibt genau eine Bewertung ~ auf L, j~ die ~1~ = ~), und diese 
Bewertung wird gegeben durch die Formel 

~(x) = ~(NLj,,(x)) 1/~L:/̀ J (x ~ L). 

Hier bezeichnet NL/Ir die Norm der K6rpererweiterung L/K. 

B e w e i s. Eine Vektornorm 1-[ auf einem K-Vektorraum Vist eine Funktion K ~ ]R__>o, 
die aul3erhalb 0 positivist und ffir die Ix + Yl < Ix] + lY[ und Ikxl = q~(k). Ix[ fiir 
k ~ K gilt. Als elementare Tatsachen setzen wir voraus, dab alle Vektornormen auf einem 



Vol. 53, 1989 Uber das Fortsetzen von Bewertungen 549 

Wir werden 

(1) 

Hiermit ist 
folgt, dab 

endlich-dimensionalen Vektorraum fiber K die gleiche Topologie induzieren [1, S. 52], 
und dab zwei Fortsetzungen von q5 auf L identisch sind, falls die yon ihnen erzeugten 
Topologien gleich sind [2, S. 47]. Da jede Fortsetzung von ~b auf L in einer geeigneten 
Potenz eine Vektornorm auf L (in Bezug auf dieselbe Potenz von q~) darstellt, folgt 
hieraus unmittelbar, dab es nicht mehr als eine Fortsetzung von q~ auf L geben kann. 
Weiter folgt, dab eine solche Fortsetzung durch die Formel im Satz gegeben werden 
mull  Ist nfimlich 0 die Fortsetzung von ~b auf eine normale Erweiterung von K, die L 
enth/ilt, und a ein Automorphismus jener Erweiterung fiber K, so ist wegen der Eindeu- 

[L :K]  

tigkeit O(ax)= O(x) ffir alle x~L. Schreibt man jetzt NL/K(X ) = 11 aiX, dann folgt 
r (NL/K(x)) = 0 (H  ~i x) = 0 (x) EL:'~1. i :  1 

Aus der im Satz gegebenen Definition von 0 sieht man unmittelbar, dab 0 (x) > 0 falls 
x =# 0, dab O(xy) = O(x)O(y) und dab 0[K = 4- Zu zeigen ist nut, dal3 0(2 + x) be- 
schr/inkt bleibt falls 0 (x) __< 1. Hierzu wenden wir Induktion nach dem Erweiterungsgrad 
n = [L: K] an. 

Ffir n = 1 ist nichts zu beweisen. Nehmen wit also an, n sei gr6Ber als 2 und der 
Fortsetzungssatz treffe zu ffir Erweiterungen vom Grade < n. Ist nun L/K eine Er- 
weiterung vom Grade n, so dfirfen wit gleich voraussetzen, dab L eine primitive Erwei- 
terung von K ist, sagen wir mit primitivem Element ~. Es 1/il3t sich dann jedes x e L 

n--l.  

eindeutig darstellen als x = 52 a~ ~i mit as E K. Wir fixieren jetzt eine Vektornorm ]. ] 
auf L durch i= o 

zeigen, dab es C1, C2 e IR> o gibt, derart, dab ffir alle x ~ L 

el` Ixl < 0(x) _-< c2 Ixl. 

der Beweis erbracht, da aus diesen Ungleichungen ffir x E L mit 0 (x) < 2 

0(1 + x) ~ c2 I1 + xl ~ c2(1 + Ixl) ~ c20 + cl̀ 10(x)) ~ c20 + c;1) ,  

so dab 0 tats/ichlich eine Bewertung auf L ist. 
Die obere Grenze in (1) erh/ilt man unmittelbar aus den Definitionen. Bezeichnen wit 

nfimlich mit P das homogene Polynom vom Grade n aus K [Xo, X 1 . . . .  , X,_ ~], ffir das 

. . . . .  

gilt, so sieht man gleich, dab ffir C2 die n-te Wurzel der Summe der ~b-Werte der Koeffi- 
zienten des Polynoms P genommen werden kann. 

Der Fortsetzungssatz ist jetzt also zurfickgeffihrt worden auf die Existenz einer Kon- 
stanten C~ in (1), oder, was damit fiquivalent ist, die Existenz einer positiven unteren 
Schranke Cl̀  ffir 0 auf S = {x ~ L: Ix [ = 1}. Ffir lokal kompakte, nicht diskrete K ist diese 
Existenz trivial, wie fibrigens auch die Existenz einer oberen Schranke, da dann S kom- 
pakt ist. 
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Wir beweisen zuerst, dab es eine positive untere Schranke in (1) gibt ffir Elemente der 
Form a + be, mit a und b in K. W/ire dies nicht der Fall, so g/ibe es eine Folge (a i + bl e)i 
solcher Elemente, ffir die 

NL/K (a i + b~ ~) --+ 0 in K 

max (4)(al), 4 )(b~))=l und bi4=O ffirjedes i. 

Es sei c i = ai/b r Ist 4)(bi) = I ffir unendlich viele i, so nimmt 4)(NL/~ (c i + c~)) beliebig 
kleine positive Werte an. Ist dies nicht der Fall, so gibt es unendlich viele i mit 4) (al) = 1, 
und ffir solche i wird 4) (NEro (1 + c~- ~ e)) beliebig klein. Wir definieren das Polynom F als 
das eindeutige Polynom, f/it das im ersten Fall F (a) = NL/K (a + e) ffir alle a E K, und im 
zweiten Fall F (a) = NL/K (1 + a e) ffir alle a e K. Es hat dann aber F eine Nullstelle in K 
wegen des folgenden Lemmas, das wit sp/iter beweisen werden. 

Lemma. Ist f ein Polynom in K [X], und gibt es fi~r jedes e ~ • > o  ein Element a ~ K mit 
4) (f (a)) < e, so hat f eine Nullstetle in K. 

Wir folgern, dab e e K, was unm6glich ist, da wir vorausgesetzt haben, dag n gr613er 
als I ist. Dieser Widerspruch zeigt, dab ~0(x) > C o Ixl gilt ffir ein positives C o und alle 
x ~ L der Form a + b c~. Man bemerke, dab hieraus schon der Fortsetzungssatz fiir n = 2 
folgt. , -  1 

Hieraus ergibt sich leicht, dab es auch ffir Elemente der Form x = I ]  (aj + bj ~) mit 
j - 1  

beliebigen a s, bje K eine positive untere Schranke in (1) gibt. Wegen der Dreiecks- 
ungleichung ffir 4) gilt n/imlieh 

(as+b~) _-<2 ~ H la~ + bs~l, 
J = l  j = l  

und daher 

" - '  C~ -1 bj~l (aj+b~c~ = I-I O(aj+bj:z)> I I  [aj+ 
\ j = l  j = l  j = l  

>= C~- ~ 21-" "fil (aj + bje ) . 
j = l  

Wir behaupten, dab es jetzt eine positive untere Schranke in (1) ffir alle x in L gibt. 
Bestfinde sie n/imlich nicht, so g/ibe es in K [X] eine Folge nicht-konstanter Polynome 

n--1  

f~ = 5Z a u X s (i = 1, 2 . . . .  ) derart, dab 
j=O 

(2) 
r (f, (~)) --, o 

= max 4)(ao)=l (i=1,2,3,.. .).  lYe(cOl j=o,1 ...... -1 

Wir haben schon gezeigt, dab es keine Folge v611ig in K [X] zerfallender Polynome f~ mit 
den Eigenschaften (2) geben kann. Um den allgemeinen Fall aus diesem Sonderfalt 
herzuleiten, bilden wir innerhalb einer algebraisch abgeschlossenen Hiille yon K ftir 
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k = 1, 2, 3 . . . .  den Zerf/illungsk6rper M k der Polynome {f/}i<k fiber K. Da jeder K6rper 
M k aus K gebildet werden kann durch endlich viele sukzessive Erweiterungen vom Grade 
kleiner als n, lfil3t sich wegen der Induktionsvoraussetzung die Bewertung q5 in eindeutiger 
Weise auf M k fortsetzen und Mk ist vollst/indig in Bezug auf diese Erweiterungsbewertung. 
Da offensichtlich Mk c Mk+ 1 gilt, gibt es eine Fortsetzung von q~ auf den Zerffillungsk6r- 
per Q) M k s/imtlicher Polynome f~. Es sei M die Vervollst/indigung von U Mk unter 

k k 

dieser Bewertung, und Z die induzierte Bewertung auf M. Ist das Minimalpolynom des 
primitiven Elementes c~ von L/K reduzibel fiber M, so 1/il3t sich L in eine Erweiterung vom 
Grade < n des K6rpers M einbetten. Die Bewertung Z hat wieder wegen der Induktions- 
voraussetzung eine Fortsetzung auf diese Erweiterung, und seine Beschrfinkung auf List  
eine Fortsetzungsbewertung yon ~b auf L, also gleich q/. Es kann dann abet fiberhaupt 
keine Folge von Polynomen mit den Eigenschaften (2) geben, da ffir eine Fortsetzungsbe- 
wertung ~ von ~b auf L notwendigerweise (1) gilt: Widerspruch. Ist obiges Minimalpoly- 
nom irreduzibel in M [X], so ist L | M eine K6rpererweiterung von M vom Grade n 
mit primitivem Element c~. In diesem Fall ist (f~) eine Folge v611ig zerfallender Polynome 
in M [X], die die Eigenschaften (2) mit Z statt ~b besitzt: Widerspruch. 

Dies beschliel3t den Beweis des Fortsetzungssatzes. 

B e w e i s d e s L e m m a s. Wir dfirfen offensichtlich annehmen, f sei vom Grade 
n > 1. Wegen der Voraussetzung gibt es eine Folge (xl)•=o in K mit limf(xl) = 0. Wir 
werden einen H/iufungspunkt dieser Folge konstruieren. Es folgt dann gleich aus der 
Stetigkeit der Funktion f auf K dab dies eine Nullstelle von f ist, und das Lemma ist 
bewiesen. 

Wir zeigen zuerst, dab die Folge (xi) die folgende Eigenschaft besitzt: 

(3) fiir jedes 6 ~ ]R>o gibt es eine ganze Zahl k = k(6) > 0 derart, daft unter n + 1 
beliebigen ganzen Zahlen >= k immer zwei sind, sagen wir i und j, fiir die Ix i - xjl < 6. 

Hierzu setzen wir e = [al6"/(n + 1), wobei a der h6chste Koeffizient von f i s t ,  
und w/ihlen ein k > 0 so, dab [f(xi) [ < e falls i >  k. Wir wollen jetzt ffir n + 1 
beliebige Elemente Yo, Yl ..... y, der Folge (Xi)i>=k zeigen, dab die reelle Zahl 
/~ = rain {[y~ - yj[: 0 < i < j  < n} kleiner ist als (5. Wir dfirfen voraussetzen, dab # + 0, 
sodaB die Elemente Yl unterschiedlich sind. Man hat dann wegen der Lagrangesehen 
Interpolationsformel 

X -  yj 
f =  Z f (Yl) [I - -  

i = 0  j*i  Yl -- Yj" 

Vergleich der h6chsten Koeffizienten ergibt 

a = ~ f(y,) l~ (Y, - Yj)-I, 
i = 0  j:bi 

und demzufolge 

lal <(n  + l ) . e . ~ - "  = lal(6/~)". 

Es ist also # < 6, womit (3) bewiesen ist. 



5 5 2  H . W .  LENSTRA, JR.  u n d  P .  STEVENHAGEN ARCH. MATH. 

Aus (3) folgt leicht folgende pr/izisere Aussage : fiir jedes 3 c N> o gibt es eine ganze Zahl 

k = k(6) >= 0 und n Elemente z 1 ..... z, der FoIge (xl)i>=k derart, daft 

{xl}~k = U {x ~/(: ix - zjl < 6}. 
j - 1  

Man w/ihlt n/imlich k = k(6) wie in (3), setzt z 1 = x k and definiert die anderen z s. auf die 
folgende induktive Weise. Es sei zs+ a ein beliebiges Element der Menge 

J 
{xl}~k\ U {x ~ K: Ix - z,I < 6} 

i = 1  

falls diese nicht leer ist, und zj.+ 1 = zj anderenfalls. Die gewiinschte Inklusion gilt nun, da 
es sonst ein Element z der Folge (x~)~> k gfibe, ffir die die n + I Elemente z, z 1 . . . .  , z, 
paarweise einen Abstand > 3 hfitten, im Widerspruch zu (3). 

Die letzte Aussage gibt ein einfaches Konstruktionsverfahren ffir eine konvergente 
Teilfolge von (x3~= o. Man wendet sie nfimlich wiederholt an ffir 3 = 6m = 2 -m, 
m = 1 , 2 , . . . ,  und wfihlt stets ein Element w,, unter z l , . . . , z ,  derart, dab 
{x ~ K: [x -- Wm-ll < 6,,-1} c~ {x E K: Ix -- win[ < 6m} unendlich viele Elemente der 
Folge (xi) i enthfilt. Die Folge (w,,),, ist offensichtlich eine Cauchyfolge. Wegen der Voll- 
st/indigkeit des K6rpers K hat sie einen Grenzwert in K, und der ist ein H/iufungspunkt 
der Folge (xi) i. Dies beschlieBt den Beweis des Lemmas. 
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