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Uber das Fortsetzen von Bewertungen in vollstindigen
Korpern

Von

H. W. LENSTRA, JR. und P. STEVENHAGEN

1. Einleitung. Nachdem Hensel [3, 1908] die p-adischen Zahlen eingefiihrt hatte, wurden
die Grundiagen einer abstrakten Theorie bewerteter Kérper von dem ungarischen Ma-
thematiker Josef Kiirschak in seiner Arbeit “Uber Limesbildung und allgemeine Korper-
theorie” [4, 1912] entwickelt. Dort wird der allgemeine Begriff einer Bewertung eingefiihrt,
und zwar als Verallgemeinerung des gewShnlichen Absolutbetrages auf dem Kérper der
recllen oder komplexen Zahlen. Kiirschak beweist, daB jeder bewertete Korper durch
‘Adjunktion idealer Limes’ zu einem vollstindigen Korper erginzt werden kann. Er
benutzt dazu die Cantorsche Fundamentalreihenmethode, das iibliche Vervollstindi-
gungsverfahren fiir metrische Rdume, das, unter Verwendung der Existenz eines reellen
Zahlkorpers, die von Cantor erfundene Konstruktion des reellen Zahlkorpers aus dem
rationalen nachahmt. Anschliefend wird gezeigt, daB in jeder endlichen Erweiterung L
eines vollstindigen Korpers K eine Fortsetzung der Bewertung auf K zu einer Bewertung
auf L existiert (Fortsetzungssatz). Es folgt hieraus unmittelbar, daB die Bewertung eines
vollstindigen Korpers K bis auf die algebraisch abgeschlossene Hiille von K fortgesetzt
werden kann, eine Aussage, bei der Kiirschak noch bemerkt, daB die von Steinitz [7, 1909]
bewiesene Existenz einer algebraisch abgeschlossenen Hiille beliebiger Kérper zwar ‘auf
dem vielfach umstrittenen Wohlordnungssatz des Herrn E. Zermelo® beruhe, dennoch
von ihm fiir streng angenommen werde. Die Eindeutigkeit der Fortsetzungsbewertung
wird nur bewiesen unter der Annahme, konjugierten GréBen in der Erweiterung komme
gleiche Bewertung zu. Erst Ostrowski [5, 1917] zeigt, daB diese Fortsetzungsbewertung
auch die einzig mogliche ist.

In der Einleitung zu seiner Arbeit bemerkt Kiirschak, der Beweis des Fortsetzungs-
satzes lasse sich fiir nicht-archimedische Bewertungen — das Wort geht auf Ostrowski
zuriick — leicht aus den Untersuchungen Hensels iiber die Zerlegung von Polynomen mit
p-adischen Koeffizienten herleiten. Da aber nicht alle Bewertungen von dieser Beschaf-
fenheit sind, werden Ergebnisse aus der Thése Hadamards [2, 1892] iiber die Art der
Singularititen auf dem Konvergenzkreise komplexer Potenzreihen zu Hilfe genommen,
die in geeigneter Verallgemeinerung hinreichend sind, um den allgemeinen Fortsetzungs-
satz zu beweisen. Kiirschak bereut den erheblichen technischen Aufwand, den die Ver-
wendung der Hadamardschen Sitze mit sich bringt, und schreibt, er ziche es vor, bloB
Hensels viel einfachere Untersuchungen tiber die Zerlegung der ganzen Funktionen in
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K (p) (der p-adische Zahlkorper) anzuwenden und glaube, daB die Sétze iiber die Bewer-
tung der algebraischen Erweiterungen mittels solcher Methoden bewiesen werden kon-
nen, die den Henselschen Uberlegungen etwas néher stehen, als die von ihm benutzten.
Er selbst habe aber vergebens nach einer groBeren Anndherung gestrebt.

Die Verwendung der von Hadamard herriihrenden Ergebnisse fiir die Fortsetzung
archimedischer Bewertungen stellt sich tatsdchlich als iiberfliissig heraus. Ostrowski [6,
1918] beweist nimlich, daB es bis auf topologische Isomorphismen nur zwei vollstindige
archimedische Korper gibt — den reellen und den komplexen Zahlkérper, mit einer
Potenz des iiblichen Absolutbetrages bewertet — so daf3 der Fortsetzungssatz in diesem
Falle offensichtlich zutrifft. Bemerkenswert ist iibrigens, daf alle uns bekannten Beweise
des Ostrowskischen Satzes auf einem Sonderfall des Fortsetzungssatzes (fiir die Erweite-
rung K < K (/- 1)) beruhen, der dann ad hoc bewiesen wird. Wegen dieser geschicht-
lichen Vorgiinge hat sich der Fortsetzungssatz einen Status als Folge der Henselschen
Ergebnisse in Verbindung mit Ostrowski’s Klassifizierung archimedischer Korper erwor-
ben, den er immer behalten hat.

Einen besonders schnellen und eleganten Beweis des Fortsetzungssatzes von der Hand
des Herrn Geyer findet man in den Proceedings der Brightonschen Konferenz [1, II sec.
10, 1967]. Er ist nur giiltig fiir lokal kompakte vollstindige Korper, beruht aber auf vollig
elementaren Argumenten topologischer Art.

In dieser Arbeit wird der Fortsetzungssatz ohne jegliche beschrinkende Annahme mit
elementaren Mitteln bewiesen. In dem Beweis, der also weder das Henselsche Lemma und
seine Folgerungen noch die Ostrowskische Charakterisierung archimedischer Koérper
verwendet, spielt die archimedische oder nicht-archimedische Beschaffenheit der fortzu-
setzenden Bewertung iiberhaupt keine Rolle.

2. Beweis des Fortsetzungssatzes. Es sei ¢ eine Bewertung auf dem Korper K, d.h. eine
Funktion K — IR ,, fiir die gilt:

¢(x) >0 falls x £ 0;
Pxy) =0 (x)(1);
es gibt CeR derart, daBB ¢ (1 + x) < C falls ¢(x) £ 1.

Wir werden annehmen, wenn ndtig ¢ durch eine geeignete Potenz ersetzend, daB3 die
Dreiecksungleichung fiir ¢ erfiilltist, d.h. ¢ (x + y) < ¢ (x) + ¢ (y) fiir alle x, y € K. Es sei
jetzt K vollstidndig in Bezug auf die Bewertung ¢, und L eine endliche Korpererweiterung
von K. Wir beweisen den folgenden Satz.

Fortsetzungssatz. Es gibt genau eine Bewertung W auf L, fiir die |y = ¢, und diese
Bewertung wird gegeben durch die Formel

yix)=0¢ (NL/K (x))”[L:K} (xelL).
Hier bezeichnet NV, die Norm der Korpererweiterung L/K.

Beweis. Bine Vektornorm|.| auf einem K-Vektorraum V ist eine Funktion K - R ,,,
die auBerhalb O positiv ist und fiir die |x + y| £ |x] + |y| und |kx|= ¢ (k) - |x] fiir
k € K gilt. Als elementare Tatsachen setzen wir voraus, daB alle Vektornormen auf einem
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endlich-dimensionalen Vektorraum iiber K die gleiche Topologie induzieren [1, S. 52],
und daf zwei Fortsetzungen von ¢ auf L identisch sind, falls die von ihnen erzeugten
Topologien gleich sind [1, S. 47]. Da jede Fortsetzung von ¢ auf L in einer geeigneten
Potenz eine Vektornorm auf L (in Bezug auf dieselbe Potenz von ¢) darstellt, folgt
hieraus unmittelbar, daB es nicht mehr als eine Fortsetzung von ¢ auf L geben kann.
Weiter folgt, daB3 eine solche Fortsetzung durch die Formel im Satz gegeben werden
mulB. Ist ndmlich ¥ die Fortsetzung von ¢ auf ecine normale Erweiterung von K, die L
enthdlt, und ¢ ein Automorphismus jener Erweiterung {iber K, so ist wegen der Eindeu-
L:K]
tigkeit Y (o x) = ¥ (x) fiir alle x € L. Schreibt man jetzt Nyg(x) = [H 0;x, dann folgt
¢ (Nyx (%) = Y ([T 6;x) =y ()51 .
Aus der im Satz gegebenen Definition von y sieht man unmittelbar, daB v (x) > 0 falls
x £ 0, dab Y (xy) = ¥ (x) ¥ (y) und daB y|x = ¢. Zu zeigen ist nur, daB (1 + x) be-
schrinkt bleibt falls i (x) < 1. Hierzu wenden wir Induktion nach dem Erweiterungsgrad
n = [L: K] an.
Fiir n =1 ist nichts zu beweisen. Nehmen wir also an, n sei groBer als 1 und der
Fortsetzungssatz treffe zu fiir Erweiterungen vom Grade < n. Ist nun L/K eine Fr-
weiterung vom Grade n, so diirfen wir gleich voraussetzen, da L eine primitive Erwei-

terung von K ist, sagen wir mit primitivem Element «. Es 146t sich dann jedes x e L
n—1
eindeutig darstellen als x = Y ;o' mit a; € K. Wir fixieren jetzt eine Vektornorm |.|

auf L durch i=0

n—1
> a0l |=max ¢(a).
i=0 '

Wir werden zeigen, daB es C,, C, e R, gibt, derart, daB fiir alle xe L
@) Clxl =y (x) = Glxl.

Hiermit ist der Beweis erbracht, da aus diesen Ungleichungen fiir x ¢ L mit ¢ (x) < 1
folgt, daB3

YA+0=GI+x2CGA+IX)SCGA+CIY ) S G+ CrY,

so daB y tatsdchlich eine Bewertung auf L ist.
Die obere Grenze in (1) erhélt man unmittelbar aus den Definitionen. Bezeichnen wir
ndmlich mit P das homogene Polynom vom Grade n aus K [X,, X, ..., X,_,], fiir das

n—1
NL/K<Z aicx‘> = P(ay, @y,-.-, Gp_y)
i=0

gilt, so sieht man gleich, daB fiir C, die n-te Wurzel der Summe der ¢-Werte der Koeffi-
zienten des Polynoms P genommen werden kann.

Der Fortsetzungssatz ist jetzt also zuriickgefiithrt worden auf die Existenz einer Kon-
stanten C; in (1), oder, was damit dquivalent ist, die Existenz einer positiven unteren
Schranke C, fiir yr auf S = {x € L: |x| = 1}. Fiir lokal kompakte, nicht diskrete K ist diesc
Existenz trivial, wie {ibrigens auch die Existenz einer oberen Schranke, da dann S kom-
pakt ist.
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Wir beweisen zuerst, dal3 es eine positive untere Schranke in (1) gibt fiir Elemente der
Form a + ba, mit a und b in K. Wire dies nicht der Fall, so gibe es eine Folge (a; + b, ®);
solcher Elemente, fur die

Nyxl(a; +b;a) =0 in K
max (¢(a), ¢(b)) =1 und b, £ 0 fiir jedes i.

Es sei ¢; = ay/b,. Ist ¢(b) =1 fiir unendlich viele i, so nimmt ¢ (V. (c; + o)) beliebig
kleine positive Werte an. Ist dies nicht der Fall, so gibt es unendlich viele i mit ¢ (a) = 1,
und fiir solche i wird ¢ (Ve (1 + ¢, ! o)) beliebig klein. Wir definieren das Polynom F als
das eindeutige Polynom, fiir das im ersten Fall F (a) = Ny x(a + o) fiir alle a € K, und im
zweiten Fall F(a) = Ny (1 + aa) fir alle a € K. Es hat dann aber F eine Nullstelle in K
wegen des folgenden Lemmas, das wir spater beweisen werden.

Lemma. Ist f ein Polynom in K [X, und gibt es fiir jedes ¢ € R, ein Element a € K mit
¢ (f(a)) < & so hat f eine Nullstelle in K.

Wir folgern, daB « € K, was unmoglich ist, da wir vorausgesetzt haben, dall n gréBer
als 1 ist. Dieser Widerspruch zeigt, dal ¥ (x) = C, | x| gilt fiir ein positives C, und alle
x € Lder Form a + ba. Man bemerke, daB hieraus schon der Fortsetzungssatz fiir n = 2
folgt. ne1

Hieraus ergibt sich leicht, daB es auch fiir Elemente der Form x = H (a; + b;o) mit
beliebigen a;, b;€ K eine positive untere Schranke in (1) gibt. Wegen der Dreiecks-
ungleichung fiir ¢ gilt ndmlich

n—1

]—I(a+b(x) <2 1I—[Ia + bal,

und daher
n—1 n—1
v (]_[1 (g; + bjoc)> = I"[1 Vg + bjo) = it ]'[1 la; + b; o
Jj= J=

g Cr(z)—l 21—n

n—1
[]1 (aj+b;0)|.
j=

Wir behaupten, daB es jetzt eine positive untere Schranke in (1) fiir alle x in L gibt.
Bestiinde sie ndmlich nicht, so gibe es in K[X] eine Folge nicht-konstanter Polynome

fi= nil a; X7 (i=1,2,..) derart, daB
i=0
Y (f(@)—0

|[fi(@)] = i=0 max dla)=1 (=1,23,..).

,,,,,,

@

Wir haben schon gezeigt, dal} es keine Folge véllig in K [X ] zerfallender Polynome f; mit
den Eigenschaften (2) geben kann. Um den allgemeinen Fall aus diesem Sonderfall
herzuleiten, bilden wir innerhalb einer algebraisch abgeschlossenen Hille von K fiir
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k=1,2,3,... den Zerfillungskorper M, der Polynome {f;},., iiber K. Da jeder Korper

M, aus K gebildet werden kann durch endlich viele sukzessive Erweiterungen vom Grade

kleiner als n, 148t sich wegen der Induktionsvoraussetzung die Bewertung ¢ in eindeutiger

Weise auf M, fortsetzen und M, ist vollstindig in Bezug auf diese Erweiterungsbewertung.

Da offensichtlich M, < M, , gilt, gibt es eine Fortsetzung von ¢ auf den Zerfallungsk6r-

per | ) M, simtlicher Polynome f;. Es sei M die Vervollstindigung von (J M, unter
k k

dieser Bewertung, und y die induzierte Bewertung auf M. Ist das Minimalpolynom des
primitiven Elementes & von L/K reduzibel iiber M, so 148t sich L in eine Erweiterung vom
Grade < n des Korpers M einbetten. Die Bewertung y hat wieder wegen der Induktions-
voraussetzung eine Fortsetzung auf diese Erweiterung, und seine Beschrinkung auf L ist
eine Fortsetzungsbewertung von ¢ auf L, also gleich . Es kann dann aber iiberhaupt
keine Folge von Polynomen mit den Eigenschaften (2) geben, da fiir eine Fortsetzungsbe-
wertung ¥ von ¢ auf L notwendigerweise (1) giit: Widerspruch. Ist obiges Minimalpoly-
nom irreduzibel in M [X1], so ist L& M eine Korpererweiterung von M vom Grade n
mit primitivem Element «. In diesem Fall ist ( f;) eine Folge vollig zerfallender Polynome
in M [X], die die Eigenschaften (2) mit y statt ¢ besitzt: Widerspruch.
Dies beschlieBt den Beweis des Fortsetzungssatzes.

Beweis des Lemmas. Wir diirfen offensichtlich annehmen, f sei vom Grade
n = 1. Wegen der Voraussetzung gibt es eine Folge (x,);2, in K mit lim f (x;) = 0. Wir
werden einen Haufungspunkt dieser Folge konstruieren. Es folgt dann gleich aus der
Stetigkeit der Funktion f auf K daB dies eine Nullstelle von f ist, und das Lemma ist
bewiesen.

Wir zeigen zuerst, dall die Folge (x;) die folgende Figenschaft besitzt:

(3) fiir jedes d e R, gibt es eine ganze Zahl k = k(8) = 0 derart, daff unter n + 1
beliebigen ganzen Zahlen = k immer zwei sind, sagen wir i und j, fiir die |x; — x;| < 0.

Hierzu setzen wir ¢ =|a|d"/(n + 1), wobei a der hdchste Koeffizient von f ist,
und wihlen ein k>0 so, daB |f{x)| <¢& falls i = k. Wir wollen jetzt fiir n + 1
beliebige Elemente yo,y,,...,¥, der Folge (x;);>, zeigen, daB die reelle Zahl
p=min {]y;, — y;|: 0 £ i <j < n} kleiner ist als §. Wir diirfen voraussetzen, daB u = 0,
sodaf} die Elemente y; unterschiedlich sind. Man hat dann wegen der Lagrangeschen
Interpolationsformel

f= Zf(y)ﬂ

J*l i yj

Vergleich der hochsten Koeffizienten ergibt

a=3% fOITG.~y",
i=0 j*i
und demzufolge
lal <(m+1) e pu™" =|al (6/w)"

Es ist also p < 6, womit (3) bewiesen ist.
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Aus (3) folgt leicht folgende prizisere Aussage: fiir jedes 6 € R, o gibt es eine ganze Zahl
k = k(d) = 0 und n Elemente z,, ..., z, der Folge (x});5, derart, daf8

{x}ize © ‘Ul {xeK:[x—z| < 6}.
=

Man wihlt ndmlich k = k(J) wie in (3), setzt z; = x, and definiert die anderen z; auf die
folgende induktive Weise. Es sei z,,, ein beliebiges Element der Menge

{xibizi\ Q {xeK:|x —z] <6}

falls diese nicht leer ist, und z;,; = z; anderenfalls. Die gewiinschte Inklusion gilt nun, da
es sonst ein Element z der Folge (xl)lék gébe, fir die die n + 1 Elemente z,z,,...,z
paarweise einen Abstand = hitten, im Widerspruch zu (3).

Die letzte Aussage gibt ein einfaches Konstruktionsverfahren fir eine konvergente
Teilfolge von (x;)2,. Man wendet sie ndmlich wiederholt an fir 6 =4, =277,
m=1,2,..., und wiahlt stets ein Element w, unter z,,...,z, derart, daB
{xeK:|x —w, (| <6,-1}n{xeK:|x —w,| <d,} unendlich viele Elemente der
Folge (x;); enthilt. Die Folge (w,,),, ist offensichtlich eine Cauchyfolge. Wegen der Voll-
stindigkeit des Korpers K hat sie einen Grenzwert in K, und der ist ein Haufungspunkt

der Folge (x;);. Dies beschlieBt den Beweis des Lemmas.

n
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