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Introduction

Le calcul des variations est un domaine de I’analyse fonctionnelle qui consiste en un ensemble de
méthodes permettant de minimiser une fonctionnelle. Cette branche est née a la fin du 17°™¢ siécle
avec les travaux de Fermat et de Huygens sur la propagation de la lumiére. Le 18°™¢ siécle voit
une multitude de méthodes variationnelles se développer avec les travaux de grand mathématiciens
comme Euler, Gauss, Newton et Leibniz pour ne citer que quelques grands noms. En 1797, Lagrange
rassemble les résultats obtenus dans Théorie des fonctions analytiques, ou il donne la forme connue
aujourd’hui de I’équation d’Euler-Lagrange. La branche s’est par la suite développée davantage
durant le 19°™€ et 20°™€ siécles et est aujourd’hui un domaine de recherche trés actif. Les domaines
d’application de cette théorie sont variées : la géométrie différentielle, les problémes d’isométrie et
les domaines de la physique tels que la physique quantique ou encore la théorie de la relativité
générale. Quasiment tous les grands mathématiciens du 17°™¢ au 20°™¢ siécle se sont intéressés aux

problématiques abordées dans cette branche.

Dans le travail que nous présentons, nous traitons un cas particulier du probléme de Lagrange que
nous formulons maintenant. Soit M une variété différentiable quelconque sans bord et de dimension
finie n. Notons T'M son espace tangent total et écrivons (z,v) pour désigner un point de T'M.
Considérons une fonction continue L : TM — R que nous appelons Lagrangien sur M. Si a,b € R

avec a < b et v : [a,b] — M est une courbe de classe C' ou méme C} alors nous définissons

morc?

l'action L(v) de la courbe v pour L par

Comme nous le verrons, la notion d’action de courbe pour le Lagrangien L peut étre étendue aux
courbes absolument continues.

Le probléme posé par Tonelli est celui de minimiser ’action de courbe pour L au sein de la classe
des courbes absolument continues de [a,b] dans M avec extrémités fixes. Autrement dit, pour des
points z et y de M donnés, existe-t-il une courbe 7 : [a,b] — M absolument continue avec y(a) = x
et v(b) = y telle que pour toute courbe 7 : [a,b] — M absolument continue, avec v;(a) = x et

~v1(b) =y, nous avons L(y) < L(v1)?

Le but de ce travail est de comprendre et de prouver le théoréme de Tonelli qui ce formule de la

maniére suivante :

Théoréme (Tonelli). Soit M une variété connexe que nous munissons d’une métrique Rieman-
nienne g compléte. Soit L : TM — R un Lagrangien de classe C convexe dans les fibres, superli-
néaire au-dessus des compacts de M et bornée par dessous par g. Alors pour tout x,y € M et tout
a < b e R, il existe une courbe absolument continue 7 : [a,b] — M avec y(a) = z, v(b) =y qui est

un minimiseur pour C*([a,b], M).



La premier chapitre fait I’objet d’introduction & certaines notions clefs nécessaires pour com-
prendre la suite. Dans un premier temps, nous énongons et prouvons quelques propriétés bien
connues concernant les fonctions convexes et les formes linéaires portantes. Ceci est complété par la
résolution de certains exercices tirés de | |. Dans un second temps, nous introduisons la notion de
fibré vectoriel et en profitons pour rappeler certaines propriétés de I'espace tangent total et I'espace
cotangent total d’'une variété. Nous terminons cette section en définissant la notion de métrique
Riemannienne et en étudiant certaines des propriétés qui y sont attachées. Le lecteur a 'aise avec

ces concepts est libre de sauter cette partie que nous qualifierons de préliminaire.

Le deuxiéme chapitre est divisé en deux parties. D’une part, nous étudions les courbes absolu-
ment continues et d’autre part les Lagrangiens sur une variété abstraite. Ce sont les deux concepts
clefs pour aborder le théoréme de Tonelli. Le but de ce travail est atteint & la fin de ce chapitre ou

nous prouvons le théoréme de Tonelli.

Dans le troisiéme chapitre, nous dépassons le but primaire de ce projet et nous nous interrogeons
sur la nature des minimiseurs obtenus. Pour ce faire, nous introduisons la notion de courbe extrémale
pour le Lagrangien L donné. Ces courbes sont les points critiques de la fonctionnelle & minimiser
et satisfont 1’équation d’Euler-Lagrange. A travers I’étude des courbes extrémales, nous établissons
que les minimiseurs de classes CL

r > 2, sont en réalité de classe C". Or, les minimiseurs de Tonelli sont absolument continues et donc

. bour un Lagrangien sous certaines hypotheses et de classe C",

nos résultats de régularité ne s’appliquent & priori pas a ceux-ci. Il se trouve qu’il est possible de

montrer que les minimiseurs de Tonelli sont de classe C}_ et par conséquent de classe C”.

morc

Nous tentons d’étre le plus rigoureux, précis et complet que possible dans I'intégralité de ce
travail. Néanmoins, nous laissons de coté la preuve de certains résultats que nous supposons connus
du lecteur ou dont la preuve ne présente pas de réel intérét pour la suite et risquerait de nous écarter
de notre but primaire. Les résultats que nous ne démontrons pas seront indiqués et une référence
sera fournie pour le lecteur qui souhaiterait lire la preuve.

Les pré-requis pour une bonne compréhension de ce travail sont de bonnes bases en analyse, des
connaissances sur les variétés différentiables et en analyse fonctionnelle ainsi que la théorie de la
mesure. Des connaissances en topologie sont recommandées méme si nous ne faisons pas usage de

résultats profonds de topologie. Ce projet est principalement basé sur | ]

Je tiens a remercier le Professeur Boris Buffoni de m’avoir donné 'opportunité de découvrir ce
passionnant sujet. Je suis reconnaissant de sa patience, son temps, son aide et ses conseils et je le

remercie de m’avoir guidé durant tout ce semestre.



1 Préliminaires : fonctions convexes et variétés

Dans un premier temps, nous introduisons les fonctions convexes et les formes linéaires portantes.
Par la suite, nous abordons les fibrés vectoriels et les variétés Riemanniennes. Une étude plus
profonde des fonctions convexes est possible mais nous avons décidé de sélectionner uniquement les

résultats nécessaires en vue du théoréme de Tonelli.

1.1 Généralités sur les fonctions convexes

Nous définissons les fonctions convexes et établissons certains résultats classiques d’analyse

convexe. Nous complétons le tout par la résolution de quelques exercices tirés de | ]

1.1.1 Définition et premiers résultats

Définition 1.1. Soit £ un espace vectoriel et U C E un sous-ensemble.
(i) Le sous-ensemble U est dit convexe si pour toute paire de points x et y dans U, le segment
[z,y] ={(1 —t)z +ty |t € [0,1]}
est contenu dans U.

(ii) Soit U un sous-ensemble convexe de E. Une fonction f : U — R est dite conveze si elle

satisfait la condition
Vae,y e UVt € [0,1], f(1 —t)x+ty) < (1 —t)f(z) +tf(y).

(iii) Soit U un sous-ensemble convexe de E. Une fonction f : U — R est dite strictement convezre

si elle satisfait la condition plus forte

Yo,y € Uz 7y, €]0,1[, f((1 =)z +ty) < (1 =) f(2) + 1/ (y).

Exemple 1.2. Les fonctions de R dans R définies par x — 22 et = + || sont convexes. En revanche,

la fonction x — 22 n’est pas convexe.

Proposition 1.3. Soit U un sous-ensemble ouvert convexe d’un espace vectoriel topologique et

f U — R une fonction convere. Alors un minimum local de f est un minimum global.

Démonstration. Soit € U un minimum local de la fonction f. Alors, par définition, pour tout
y € U dans un voisinage suffisamment proche de z, f(y) > f(x). Par conséquent, si y € U, alors

pour tout ¢t €]0, 1] suffisamment proche de 0,

fl@) < f(A-t)r+ty) <(1—t)f(x) +tf(y)

par convexité de f. Ainsi, tf(x) < tf(y) pour ¢ suffisamment proche de 0. En divisant, on obtient
f(x) < f(y) et puisque ceci vaut pour tout y € U, le point x est un minimum global de f. O



Théoréme 1.4. Soit U un sous-ensemble ouvert et convere de l’espace vectoriel topologique E et
f U — R une fonction convexe. S’il existe un sous-ensemble ouvert non vide V de U tel que

sup,ey f(x) < 400, alors la fonction f est continue.

Démonstration. Commengons par montrer que pour tout z € U, il existe un voisinage ouvert V,
de z contenu dans U tel supcy, f (y) < 4o00. Si & n’appartient pas a V', alors nous choisissons au
hasard un point z de V. L’intersection L de la droite joignant x & z avec 'ouvert U est un segment
ouvert contenant le segment compact [z, z]. Choisissons y € L\ [z, z] proche de z. Alors = €]y, z|
et donc il existe tg €]0, 1] tel que x = (1 — tg)y + toz. Considérons alors 'application H : E — E
définie par

H(w) = (1 — to)y + tow.

L’application H est un homéomorphisme de E dans E et H(z) = x. Il est clair que c’est une
bijection puisque son inverse est donné par H'(u) = (u — (1 — to)y)/to. De plus, H est continue :
si B(w,€) est un ouvert de E, alors H ' (B(w,e€)) = B(w — (1 —t9)y, €/to) est aussi un ouvert de
E. De méme, H™! est continue.

Par convexité de U, la restriction H | est un homéomorphisme de U vers lui-méme. L’'image de
V par H, que nous notons V,, est un voisinage ouvert de x contenu dans U puisque H(z) = = et
H est ouverte. De plus, pour tout 2’ € V,, il existe w € V tel que ' = (1 — tg)y + tow et ainsi, par
convexité de f,

f(&') = f((1 =to)y +tow) < (1 —t9) f(y) +tof(w) < (1 —to)f(y) +to sup fw') < 400
et donc sup,cy, f(2') < +o0.

Montrons désormais la continuité de f. Quitte & translater tout le probléme, nous pouvons
supposer, sans perte de généralité, que x = 0. Soit Vj un voisinage ouvert de 0 tel que sup, ¢y, fly) =
M < +o00. Puisque E est un espace vectoriel topologique, 'application multiplication par un scalaire
non nul est un homéomorphisme de E dans lui-méme. Ainsi, il existe V{j un ouvert tel que tVy C Vj
pour tout ¢ € R avec [t|] < 1. Soit 0 < € < 1 et prenons y € (—eVy) N (eVy) C Vp. Alors il

existe z_, x4 dans V{ tels que y = —ex_ = exy. Alors y = (1 — €)0 + ez et donc par convexité

fly) <A —e)f(0)+ef(xy) < (1—¢€)f(0)+ eM. Il S’ensuit que
Vy € (—eVg) N (€Vg), f(y) — £(0) < e(M — £(0)).

Mais nous avons aussi ’égalité 0 = (1 — l%re)x_ + %ﬂy = 1er- t %ﬂy et donc par convexité
fQO) < g5 f(z-) + hlLef(y) <=M+ ﬁf(y) Il s’ensuit que

Vy € (—€Vg) N (eV5), f(0) = f(y) < (M — £(0)).
Finalement, nous avons montré que
Vy € (—eVg) N (Vo). [f (y) = £(0)] < e(M — f(0))

et donc f est continue en 0 car € est arbitraire. Ceci montre que f est continue sur U. O




1.1.2 Formes linéaires portantes

Soit E' un espace vectoriel réel. Nous noterons E* = Hom(E,R) le dual algébrique de E. Un
élément p de E* est appelé forme linéaire et pour tout v dans F, nous noterons p(v) l'image de v par
p. Dans le cas d’'un espace vectoriel topologique, nous notons E’ son dual topologique, c’est-a-dire

I'ensemble des formes linéaires continues sur F.

Définition 1.5. Soit U un sous-ensemble de E et f : U — R une fonction définie sur U. Une

forme linéaire p € E* est appelée forme linéaire portante en xy € U pour la fonction f si

Ve e U, f(z) — f(zo) = p(z — z0).

On note FLP,,(f) 'ensemble des formes linéaires portantes en zy pour f.

Exemple 1.6. Considérons les fonctions f : x + |z| et g : x — 23 de R dans R. Alors FLPy(f) =
[—1,1], FLP,(f) = {—1} si 2 < 0 et FLP,(f) = {1} si > 0. En revanche, FLP,(g) = 0.

Lemme 1.7. Soit p € E*. Si p(v) > 0 pour tout v € E, alors p est la forme nulle.

Démonstration. Soit v € E. Alors p(v) > 0, mais p(v) = —p(—v) et puisque —v € E, p(—v) > 0.
Donc p(v) = 0 et ceci vaut pour tout v € E. O

Proposition 1.8. Soit U un sous-ensemble ouvert d’un espace vectoriel normé E et f : U — R
une fonction. Si f est différentiable en x € U, alors FLP,(f) C {Df(x)}.

Démonstration. Supposons que FLP,(f) # 0 et soit p € FLP,(f). Fixons v € E. Alors pour ¢ > 0
suffisamment petit, x +tv € U. Mais alors f(x +tv) — f(x) > p(tv) = tp(v). En divisant par ¢ et en
prenant la limite lorsque t tend vers 0, nous voyons que D f(x)(v) > p(v). Ainsi, la forme linéaire

Df(x) — p est positive et donc nulle par le lemme précédent. O

Nous n’avons pas encore discuté du lien entre convexité et formes linéaires portantes. Ce lien est
illustré dans le théoréme suivant, mais avant de ’énoncer nous avons besoin d’une version analogue
du Théoréme de Hahn-Banach.

Théoréme 1.9. Soit X un espace vectoriel topologique et soient A et B deuzx sous-ensembles de
X que nous supposons disjoints, non vides et convezes. Si A est ouvert, alors il existe F € X' et
v € R tel que F(y) >~ > F(x) pour tout x € A et tout y € B.

Démonstration. Voir Théoréme 3.4 (a) de | . O



Théoréme 1.10. Soit U un sous-ensemble ouvert et convexe d’un espace vectoriel topologique E.
Si f : U — R est une fonction continue et convexe, alors en tout point de U il existe une forme

linéaire portante.

Démonstration. Considérons I'ensemble A défini par
A={(z,t) e ExR |z €U, f(zx) < t}.

Il s’agit de I’épigraphe de la fonction f. Cet ensemble est évidemment non vide et ouvert. De plus,
il est convexe. Pour voir ceci, choisissons (z,t) et (y, s) deux points distincts dans A. Soit A € [0, 1]
et considérons le point z = A(z,t) + (1 — N)(z,s) = (Ax + (1 = Ny, At + (1 — A)s). Par convexité de
U, \x 4+ (1 — Ny € U et par convexité de la fonction f, il vient

FOz+ 1 =Ny) <Af(@)+ 1 =NFfy) <M+ (1—=N)s.

Ainsi, z € A et donc A est convexe.
Fixons xy € U. Alors (xo, f(z0)) ¢ U et nous pouvons appliquer Théoréme 1.9 avec B =

{(z0, f(x0))} pour obtenir 'existence d’une forme linéaire continue F : E x R — R qui vérifie
V(z,t) € A, F(xg, f(z0)) > F(z,t).

Nous pouvons écrire F(z,t) = p(x) + kt pour tout (z,t) € E x R avec p € E’ et k € R. Dans
I'inégalité précédente, nous avons en particulier que F(zg, f(xg)) > F(z0,t) pour tout t > f(zg) et
donc k(f(xo) —t) > 0. Il s’ensuit que k < 0. Pour tout = € U et tout ¢t € R avec t > f(z), nous

F(zo, f(20)) > F(z,t) = plao) +kf(zo) > p(a) + kt = k™'p(xo) + f(z0) < k™ 'p(x) +1,

oil le changement de signe vient du fait que & < 0. Nous en déduisons que ¢ — f(z¢) > —k~'p(z — x0)
pour tout t > f(z) et donc f(x)— f(xg) > —k~'p(x—z0). Ainsi, —k~'p est la forme linéaire portante
cherchée. 0

Corollaire 1.11. Soit U un sous-ensemble ouvert et convere d’un espace vectoriel normé E et
f U — R une fonction continue et convexe. Si f est différentiable en xo € U, alors D f(xq) est

lunique forme linéaire portante en xg pour f et en particulier nous avons

Ve e U, f(z) — f(zo) = D f(zo)(z — zo).

Démonstration. Puisque f est différentiable en x4, nous avons par Proposition 1.8 que FLP,,(f) = ()
ou FLP,,(f) = {Df(x0)}. Par convexité de f, nous savons par Théoréme 1.10 que FLP,,(f) # 0
et nous en déduisons FLP, (f) = {Df(zo)}. O



1.1.3 Exercices

Nous résolvons quelques exercices proposés dans | .

Exercice 1. Soit U un sous-ensemble ouvert et convexe d’un espace vectoriel normé E et soit
f: U — R une fonction conveze.
(a) Montrer que f n’est pas strictement convexe si et seulement si il existe deux points distincts
x ety deU tel que f soit affine sur le segment [z, y].
(b) Montrer que si f est deux fois différentiable en tout point x de U, alors f est stricte-

ment conveze si et seulement si pour tout vecteur unitaire v € E, l’ensemble A, = {x €

U |D%f(x)(v,v) = 0} ne contient pas de segment non trivial paralléle @ v.

Solution. (a) Supposons qu’il existe deux points distincts x et y de U tel que f soit affine sur le
segment [x,y]. Dit autrement, pour tout point z appartenant au segment [z,y], f(z) = al(z) + b,
ou a et b sont des scalaires réels et £ est une fonction linéaire de U dans R. Fixons z €]z, y[. Alors

il existe ¢ €]0, 1] tel que z = (1 — t)z + ty. Mais alors
f)=f(A-t)r+ty) =al((1-t)x+ty) +b=a(l —t)l(x) +atl(y)+ (1 —t) +t)b
= (1 —t)(al(y) +b) + t(al(y) +b) = (1 =) f(z) + £ (y)

et donc f n’est pas strictement convexe.
Pour la réciproque, supposons que f ne soit pas strictement convexe. Alors il existe deux points

distincts x et y de U et tg €0, 1] tel que

f((1—to)x +toy) = (1 —to) f(z) + tof(y).

Posons z = (1 — tg)x + toy. Par convexité de f, nous avons, pour tout ¢ € [0, 1], I'inégalité suivant

(A =t)z+tz) < (1 —=1)f(z) +1f(2).

Si cette inégalité est une égalité pour pour tout ¢, alors f est affine sur le segment [z, z] et nous
avons gagné. Sinon, il existe t; €]0, 1] tel que f((1—t1)x+t12) < (1—t1)f(x)+t1f(2). Posons z; =
(1—t1)x+t12. Il est clair que pour tout ¢ € [0, 1], nous avons (1—1t) f(z1)+tf(y) < (1—s)f(z)+sf(y)

pour tout s € [0, 1] par choix de z;. En particulier, en prenant s = ¢y, nous obtenons

vt € [0, 1, (1 =) f(z1) +tf(y) < (1 —to)f(x) + tof(y) = f(2)

et ceci contredit la convexité de f puisque z € 21, y[. Donc f est affine sur [z, 2] (et en fait sur tout

le segment [z, y]).

(b) Nous prouvons la contraposée, c’est-a~-dire que nous montrons qu’il existe v € E unitaire
tel que A, contient un segment non trivial paralléle & v si et seulement si f n’est pas strictement

convexe.



Supposons qu’il existe deux points distincts x et y de U tel que [z,y] C A”ysz. Posons v =
y—x
y — x et supposons sans perte de généralité que ||v|| = 1. Nous avons que pour tout z € [z,y],

D2%f(2)(v,v) = 0. Par la formule de Taylor,

1
f(y) = f(@)+ Df(x)(v) + /0 (1= )D*f((1 — t)x + ty)(v,v) dt.

Or, par hypothése, D?f((1—t)z+ty)(v,v) = 0 pour tout ¢ € [0,1] et ainsi, Df(z)(v) = f(y)— f(z).
De plus,

/ (x‘;y> ~ /(@) + 1Df(=)) +i/01(1—t)D2f ((1— g) o+ gy) (v,0) dt

et puisque (1 - %) x+ %y € [z, y] pour tout ¢t € [0,1], D?f ((1 — %) T+ %y) (v,v) =0 et ainsi,

f <m—2|ry> = flz)+ %Df(:c)(v) = f(x)+ %(f(y) — flz)) = M

et il s’ensuit que f n’est pas strictement convexe.
Supposons que f ne soit pas strictement convexe. Alors, par le point (a), il existe deux points
distincts z et y de U tel que f soit affine sur le segment [, y]. Il s’ensuit que D2 f(z) est la forme nulle

pour tout z €]x,y[. Si z1, 29 appartiennent au segment |z, y[ avec z; < 29, alors [21,22] C A 25—z .
llzg—=11l

1.12. On déduit du point (b) que si D?f(x) est définie positive en tant que forme quadratique pour
tout = € U et que 'ensemble des points z ott D?f(z) n’est pas de rang maximal ne contient aucune

droite non triviale, alors f est strictement convexe.

Exercice 2. Soit U un sous-ensemble ouvert de [’espace de Banach E. Montrer que si f : U — R

est une fonction convexe et semi-continue inférieurement, alors f est continue.

Solution. Considérons la suite croissante d’ensemble définie, pour n € N, par
Cn={zeU]| f(x) <n}

Remarquons que U = |72, C,, et que pour chaque n € N, I'ensemble C), est fermé dans U. En
effet, soit (z,,) une suite de points dans C,, qui converge vers un certain = € U. Alors pour tout
m € N, nous avons f(x,,) < n. Par semi-continuité inférieure de f, liminf,, ,~ f(zm) > f(x) et par
conséquent f(z) < n. Il s’ensuit que C,, est séquentiellement fermé et donc fermé. Ce raisonnement
vaut pour tout n € N.

Montrons qu’il existe n € N tel que C,, soit d’intérieur non vide. Supposons, par 'absurde, que
ce n’est pas le cas. Alors U est égal & 'union dénombrable d’une famille d’ensembles fermés dont
aucun ne contient de boule. Par conséquent, U est un ensemble maigre. Soit B une boule fermée
contenue dans U. Alors -

B= U BncC,

n=1



et pour chaque n € N, l'intersection B N C,, est fermée et ne contient toujours pas de boules. Donc
B est maigre. Or, B est un espace de Banach en tant que sous-espace fermé d’un espace de Banach
et donc le théoréme de Baire contredit cette égalité. Ainsi, il existe n € N tel que U'intérieur V de
C,, ne soit pas vide.

Nous avons donc trouvé un sous-ensemble non vide et ouvert V de U et n € N tels que
sup,ey f(z) < n < 400 et donc par convexité de f nous pouvons appliquer Théoréme 1.4 pour

conclure que f est continue.

Exercice 3. Soit U un sous-ensemble ouvert de I’espace vectoriel normé E et soit f : U — R une

fonction localement bornée.

(a) Montrer que pour tout x € U, il existe une constante positive K et un voisinage V.C U de x
tels que pour tout y € V' et tout p € FLP,(f), |lp|| < K.

(b) Supposons que E soit de dimension finie et que f soit continue. Montrer que pour tout x € U
et tout voisinage W de FLP.(f) dans E* = E', il existe un voisinage O C U de x tel que
pour tout y € V., FLP,(f) C W.

Solution. (a) Soit € U. Puisque f est localement bornée, il existe r > 0 tel que f(y) est bornée en
valeur absolue pour tout y € E(mi) Posons M := sup, .5, . |/ ()] < +oo. Fixons y € B(z,7/2) et
prenons p € FLP,(f). Pour h € B(0,7/2) nous avons par définition d’une forme linéaire portante,
f(y+h)— f(y) > p(h). En prenant le suprémum sur tout les vecteurs h avec ||h|| = r/2 nous

obtenons [jp|| < 2. Ainsi, K = X est la constante cherchée.

(b) Soit x € U et W un voisinage de FLP,(f). Supposons, par I'absurde, qu’il n’existe aucun
voisinage O C U de z tel que pour tout y € O, FLP,(f) C W. Par le point (a), il existe une
constante positive K et un voisinage V' de z tel que pour tout y € V., FLP,(f) C B(0, K). Soit
(x,) une suite dans V' qui converge vers x et considérons une suite de formes linéaires portantes (p,,)
qui est telle que p, € FLP,, (f) pour tout n € N. Ainsi, pour tout n € N, ||p,|| < K et puisque E
est de dimension finie, il existe une sous-suite (py, ) qui converge. Soit p la limite de cette sous-suite.

Par définition des formes linéaires portantes, nous avons pour tout k € N,

Vy € U7f(y) - f(xnk) = pnk(y - xnk)

En prenant la limite lorsque k — 400, par continuité de f et de chaque p,, (car E est de dimension

finie et par conséquent E* = E’), nous obtenons

VyeU, f(y) — f(z) > ply — z)

et ainsi p € FLP,(f). Ceci est en contradiction avec I'hypothése qu’il n’existe aucun voisinage
O C U de z tel que pour tout y € O, FLP,(f) C W.
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Exercice 4. Soit U un sous-ensemble ouvert et convexe de R™ et f : U — R une fonction convexe

et continue. Soit xo € U fixé et supposons que FLP, (f) = {po}. Montrer que D f(xq) existe et est

égal a po.

Solution. Commengons par remarquer que par Théoréme 1.10 nous savons qu’en tout point de U
la fonction f admet une forme linéaire portante. Considérons x € U\ {zo} et prenons p, € FLP,(f).
Par définition, nous avons d’une part f(z) — f(zo) > po(z — x¢) et d’autre part f(xg) — f(z) >
pe(zo — ), dou f(x) — f(xo) < pz(x — o) par linéarité de p,. Ainsi, pour tout = € U \ {z¢}, nous
avons

po(x —x0) < f(x) — f(z0) < pa(x — 20).

Soit r > 0 arbitraire. Puisque FLP, (f) = {po}, nous avons FLP,,(f) C B(po,r). Par le point ()
de 'exercice 3, il existe €(r) > 0 tel que pour tout x € B(xg,e(r)), FLP,(f) C B(po, ). Ainsi, pour
tout x € B(x,€(r)), [|[pz — pol| < 7 et

x)— f(x
po < lim MS lim p, = po
e(r)—0 T — X e(r)—0
puisque €(r) — 0 si et seulement si r — 0. Cette inégalité est donc une égalité et par conséquent

D f(xg) existe et est égal a py.

1.2 Fibrés vectoriels et fibrés tangents

Aprés une introduction bréve de la notion de fibré vectoriel et quelques exemples, nous nous
orientons vers le cadre particulier qui nous intéresse en vue du théoréme de Tonelli, c¢’est-a-dire
les fibrés tangents de variétés différentiables. Il est essentiel de comprendre ces objets qui sont
étroitement liés & la théorie de Tonelli qui traite de fonctions définies sur ces fibrés. Nous aborderons
ensuite la notion de métrique Riemannienne sur une variété et nous finirons par énoncer et démontrer

deux résultats importants pour la suite.

1.2.1 Définition et exemples

Nous commengons par définir les fibrés de maniére générale et verrons ensuite les fibrés vectoriels.

Nous travaillerons uniquement avec des fibrés différentiables (C*°).

Définition 1.13. Soient E, M et I’ des variétés différentiables et m# : £ — M une application
de classe C*°. Le quadruplet (E, 7, M, F') est appelé fibré (localement trivial) de classe C*° si pour
tout x € M, il existe un voisinage ouvert U de z et un C*®°-difféomorphisme ¢ : 7= (U) — U x F

tels que 77]”71((]) = pry o ¢, oll pry est la projection sur la premiére coordonnée.
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Définition 1.14. Si (E, 7, M, F) est un fibré différentiable, alors E, M et F' sont respectivement
appelés espace total, espace de base et fibre typique du fibré. Pour tout x € M, E, = 7~ 1(x) est
appelé fibre en .

Par commodité, nous noterons simplement 7 : £ — M pour le fibré (E, 7, M, F'). Les applica-
tions ¢ dans la définition de fibré sont appelées trivialisations locales. 1l est clair que ¢ peut s’écrire
sous la forme ¢ = (m|-1(17),7) ol 7 est une application de classe C*° de 7~ (U) vers F telle que
nlg, : Ex — F est un difféomorphisme. Une paire (¢, U) est appelée une carte du fibré.

Avant de voir quelques exemples de fibrés nous définissons les fibrés vectoriels qui sont 'objet

d’intérét de cette section.

Définition 1.15. Un fibré (E, 7, M,R™) est appelé fibré vectoriel réel localement trivial de dimen-

sion finie m si il satisfait les trois conditions suivantes :
(i) Pour tout x € M, la fibre E, admet une structure de R-espace vectoriel isomorphe a R";

ii) Pour tout x € M, il existe une carte (¢,U) du fibré tel que = € U et 'application n|g, :
NE,

E; — R" soit un isomorphisme d’espaces vectoriels, ot ¢ = (7| —1(¢y, 7).

Si7: E — M est un fibré vectoriel, alors un point de E sera noté (z,v) otz € M et v € E,. Si
il existe une trivialisation globale nous dirons que le fibré est trivial et nous pouvons alors identifier
E = M x R"™. La projection de fibre n’est alors autre que la projection sur la premiére coordonnée.
Nous donnons trois exemples de fibrés vectoriels localement triviaux de dimension finie pour
mieux comprendre cette notion abstraite. Nous en profitons pour rappeler les concepts de fibrés

tangent et cotangent d’une variété.

Exemple 1.16. Considérer le Ruban de Mobius, noté RM, comme étant le quotient de [0,1] x R
par la relation d’équivalence (0,x) ~ (1, —x) pour tout z € R. Considérer aussi le cercle S comme
étant le quotient de [0,1] par la relation 0 ~ 1. Définissons l'application 7 : RM — S' par
7([t,x]) = [t] = t pour tout 0 < t < 1 et 7([0,2]) = [0] = [1] = 7([1,z]). Alors (RM,w,S',R) est
un fibré vectoriel localement trivial de dimension 1. Le fibré n’est pas trivial car le cylindre S* x R
n’est pas difféeomorphe au Ruban de Md6bius puisque 'un est orientable alors que I'autre ne 'est

pas.

Exemple 1.17. Soit M une variété différentiable de dimension n. Considérons le fibré tangent
(I'M,m, M,R™). Nous rappelons que I'espace tangent total TM = | |, ., T: M est une variété C°-
différentiable et I'application 7 : TM — M est donnée par 7(z,v) = x. Les fibres 7 1(x) =

T, M ont une structure de R-espace vectoriel de dimension n et nous pouvons expliciter une base

localement. Soit pour cela (¢, U) une carte locale de M avec coordonnées locales (z1,...,x,) et tel
que z € U,. Alors une base de T, M est donnée par (a%l\x, A % z), Ol g—ilw = aii(fo¢*1)(q§(x))

pour une fonction différentiable f : M — R.
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Pour voir que le fibré tangent est bien un exemple de fibré vectoriel localement trivial de di-
mension finie, nous nous donnons une structure différentiable {(1q,Uy)}aca sur M. Soient V,, des
ouverts de R"™ tels que ¥, : U, — V, soit un difféeomorphisme pour tout o € A. Noter que

7 1(U,) = |_|m€Ua T, M. Nous définissons, pour tout o € A, les applications suivantes :

ba |_| TyM — Uy xR (2,0) — (2,d(¢q)(v)),
:BEUa
ot d(1q)s : TyM — R™ dénote la différentielle de 1) au point z. Il est aisé de voir que I'inverse de

I’application ¢, est donné par

bal Ua xR" — | | TLM 0 (2,0) — (2,d(5 " ) () (V))-
2€Uq

Ainsi, Papplication ¢, est bien un difféeomorphisme. Nous vérifions facilement que pri o ¢ =
7T‘7T71(Ua) et par conséquent les applications ¢, sont des trivialisations locales du fibré tangent.
Comme nous 'avons déja remarqué plus haut, chaque fibre T, M & une structure de R-espace vec-
toriel de dimension n et il est facile de voir que pour chaque x € M, 'application de T, M dans R™
qui envoie v sur d(tq ). (v) est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Ainsi, le fibré tangent est bien
un fibré vectoriel localement trivial de dimension finie égale & n.

Si M = U est un ouvert de R™, alors nous pouvons identifier directement 7, U = R"™ pour tout
x € U. Alors TU = U x R" et le fibré tangent est trivial.

Exemple 1.18. Soit M une variété différentiable de dimension n. Nous allons construire le fibré
dual du fibré tangent m : TM — M de M. Ceci est aussi un fibré vectoriel localement trivial de

dimension finie appelé le fibré cotangent de M.

Pour chaque point x de M, nous identifions de maniére naturelle I’espace cotangent T,s M au
dual de l'espace tangent de M en x. Ainsi, un élément L de Ty M sera vu comme une fonctionnelle
linéaire de T, M dans R. L’espace cotangent forme un R-espace vectoriel muni de ’addition et de la
multiplication de fonctionnelles linéaires. Le fibré cotangent total T*M est alors défini comme étant
'union disjointe des espaces cotangents, c’est-a-dire T*M = | | ., T»M. Puisque chaque espace
tangent T, M est isomorphe a R", nous avons un isomorphisme naturel entre Ty M et R™. Le fibré
cotangent est le quadruplet (T*M,n*, M,R™), ou 7* : T*M — M est la projection définie par
7 (z, L) = x. Noter que T* M est aussi muni d’une structure de variété différentiable (voir Chapitre

11 de [Le03]).

La démarche pour montrer que le fibré cotangent est un fibré vectoriel est analogue & celle
suivie pour le fibré tangent. Munissons M d’une structure différentiable {(¢q,Uqy)}aca et soient V,
des ouverts de R"™ tels que v, : U, —> V, soit un difféomorphisme pour tout o € A. Noter que
(7)Y (Uy) = Ll.ev, Tr M. Définissons, pour tout a € A, les applications

bt | | TEM — Ua x R™ ¢ (2,L) — (2, Lo d(¥y ") yu )

[e%
z€Uq
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L’inverse de cette application est donnée par

bl UaxR™ — | | T'M + (2,L) — (z, L o d(tba)a)-
€Uy
Il est clair que ¢, est un difféomorphisme et nous vérifions aisément que pri o ¢, = 7T|7r—1(Ua). Ainsi,
les applications ¢, sont des trivialisations locales. Finalement, pour tout € M, 'application de
TxM dans R™ qui envoie L € TxM sur Lo d(y; 1)% (z)) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Ainsi, le fibré cotangent (T M, 7*, M, R™) est bien un fibré vectoriel localement trivial de dimension

finie égale a n.

1.2.2 Meétrique Riemannienne

Dans la suite, nous nous intéresserons uniquement aux fibrés tangents et cotangents d’une variété
M. Avant de pouvoir travailler sur ces fibrés et définir des fonctions dessus, il nous faut définir une

métrique sur M. Les résultats de cette section proviennent de | | Section 1.4.

Définition 1.19. Une métrique Riemannienne sur un variété M est une application g qui a tout
point © € M assigne un produit scalaire g, = (-, ), : T M x T, M — R qui varie de maniére lisse en
fonction de x dans le sens suivant : pour tous champs de vecteurs différentiables X,Y : M — TM,
la fonction

M>z+— (X, Yy), €R

est différentiable. Le couple (M, g) est appelé variété Riemannienne.

Nous exprimons g en coordonnées locales sur M. Soit x € M et soit (x1,...,2,) un systéme de
coordonnées sur M dans un voisinage de x. Alors 'espace tangent T, M admet ai| . an

comme base canonique. Supposons que

X, Z vi(x 835@

avec v;, w; € C°°(M). Alors par bilinéarité du produit scalaire,

et Y, = Z w;(x 8m
(2

xT

= 0 0
<Xx7YJ:>x = Uz(x)w](x) <— o >
i;l 83:2 x axj z/ &
En posant g;;j(z) = <8%i o % oz pour tous 1 < 4,5 < n et en définissant la matrice G :=

(9i4)1<i,j<n, DOUS pouvons écrire
(X0, Ya)e = v(2)'G(z)w(z),

ol v = (Vj)1<i<n €t W = (w;)1<i<n. Ainsi, pour pouvoir parler de métrique Riemannienne, il faut et

il suffit que les fonctions g;; soient différentiables. Ces fonctions sont appelées représentations locales

14



de la métrique Riemannienne dans le systéme de coordonnées en question. Noter que puisque le
produit scalaire (-,-), est symétrique et défini positif, la matrice G est définie positive (et donc
inversible) et g;; = gj; pour tous 1 <i,j < n.

Pour tout « € M, on appelle longueur de v € T, M, le réel positif donné par ||[v,; = /g (v, v).

Nous définissons la longueur d’une courbe v € C5% . ([a,b], M) par

b
(0) = [ 1) ds.

Finalement, nous appelons distance Riemannienne sur M la fonction d : M x M — R, définie
pour tout z,y € M par
d(x,y) = inf £(y),

ol I'infimum est pris sur ’ensemble des courbes v de classe C*° par morceaux qui ont pour extrémités

T et y.

Exemple 1.20. Prenons l'exemple ou M = R". Alors T, M s’identifie avec R™ en identifiant les

bases (8%1,...,%) et (e1,...,ey), ot g5 = (0,...,1,...,0). Alors g;; = (e;,e;) = d;;. Donc la

métrique Riemannienne n’est autre que la métrique Euclidienne.

Proposition 1.21. Si M est connexe, alors la distance Riemannienne est bien définie et est un

distance sur M.

Démonstration. Soit  un point de M et considérons ’ensemble défini par
By :={y € M |3y e Cpoella, b], M), ~v(a) = 2,7(b) = y}-

Soit y un point de cet ensemble et soit v € C3 . ([a,b], M) une courbe qui relie z & y. Soit U un
domaine de carte locale en y et ¢ : U — V C R” le difféomorphisme associé. Choisissons ¢ > 0
suffisamment petit pour que D(¢(y)) C V. Nous pouvons alors construire une courbe v/ reliant ¢(y)
a z pour tous z € D¢(¢(y)) de telle sorte que la courbe concaténée § = ¢p(yNU) *x~" C V soit lisse.
Mais alors yx ¢~ () est lisse et relie x & z pour tous z € ¢~ (Dc(¢(y))). Ainsi ¢~ 1(Dc(d(y))) C B,
et F, est ouvert. En utilisant un raisonnement similaire nous voyons que M \ E, est ouvert. Or, M
est supposé connexe, et E, # () puisque z € E, et par conséquent E, = M. Ainsi, notre définition
de distance Riemannienne fait sens.

Pour voir que la métrique Riemannienne que nous avons défini est bien une métrique sur M, il

faut vérifier les trois points suivants :
(i) d(z,y) > 0 pour tous z,y € M et d(z,y) >0sixz #y
(ii) d(z,y) = d(y, )
(iii) d(z,y) < d(z,z) 4+ d(z,y) pour tous z,y,z € M.

Noter d’abord que les points (ii) et (i7i) sont immédiats. Pour prouver (i), il suffit de montrer

que d(z,y) > 0 pour = # y. Soit U un domaine de carte locale en z et ¢ : U — V C R" le
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difféomorphisme associé. Puisque V est un ouvert de R™, nous pouvons choisir € > 0 tel que la
boule fermée B(4(z), ) de centre ¢(z) et de rayon e soit incluse dans V mais y & ¢~ (B(4(z), €)).

Noter que dans les coordonnées locales, g est définie positive, lisse et donc en particulier continue.
Puisque l'ensemble S := B(é(x),€) x {v € R™ : ||v|| = 1} est compact, nous pouvons définir les
constantes a:= inf(, ,)es [|v]]. et B :=sup, ,)cg [|v]l> qui sont strictement positives et finies. Alors
pour tous v € R™\ {0}, et tous z € B(¢(x),€), nous avons

v v
ol < |l <4
HUH‘ ol ], o]
et par homogénéité,
alloll < Jlell. < Bllll (1.21.1)

Puisque y € ¢~ '(B(¢(x),€)), toute courbe v reliant x & y doit traverser le bord de ¢~ (B(¢(z),€))
et par conséquent ¢(yNU) contient un point z € OB(¢(x),€) dont la distance euclidienne avec ¢(x)

est égale & €. Ainsi,

Uy) 2 Ly N~ (B((x),€))) > al(e(yNU) N B(¢(x),€))) > ae

puisque la distance euclidienne est celle de la ligne droite. Donc d(z,y) > ae > 0 et nous avons fini

la preuve. O

Proposition 1.22. 5i M est connexe, alors la topologie induite sur M par la distance Riemannienne

d coincide avec la topologie originale de M.

Démonstration. Nous noterons .7 et 7, respectivement la topologie originale et la topologie engen-
drée par d sur M. Remarquer que par définition de la distance Riemannienne d, celle-ci est continue.
En particulier, si z est un point de M, alors 'application d(x,-) : M — R, est continue. Alors
pour tout réel r > 0, d(x,-)~1([0,7]) = B(z,7) € 7 et par conséquent Jy C T .

Soient x et y dans M. Si nous reprenons les mémes notations que dans la preuve précédente,
alors par le méme raisonnement nous pouvons établir I’équation (1.21.1) qui dit que pour tous

v € R", et tous z € B(¢(x),€), nous avons
allvl < flvfl. < B]jv]

avec « et [ des constantes strictement positives. Par ce que nous avons vu précédemment, il est
clair que

allp(z) - z[| < d(z, 2) < fllo(z) — |

pour tous z € B(¢(x),€). Sid > 0 est choisi tel que 5§ < ¢, alors la boule ouvert By(x,d) centrée en z
de rayon § pour la distance Riemannienne d est incluse dans ¢ 1 (B(¢(x), 36)) C ¢~ H(B(¢(z),€)) C

U et donc  C 9. Ainsi, nous avons démontré que .7 = J; comme souhaité. O
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1.23. Si (M, g) est une variété Riemannienne, alors ¢ induit naturellement une norme sur l’espace

cotangant 7'M en x € M qui est donnée par
[L]le = sup{L(v) | v € T M, [jv]|, <1}

pour tout L € T;M.

1.2.3 Fonctions définies sur les fibrés

Aprés cette courte introduction & la notion de fibré, nous entrons dans le vif du sujet et pouvons
étudier des fonctions définies sur ces fibrés. Dans tout ce qui suit, nous considérerons uniquement des
variétés Riemanniennes différentiables connexes sans bord de dimension finie n (sauf dans certains
cas précis ol nous préciserons les conditions sur la variété). Pour une variété M, nous noterons
respectivement m : TM — M et n* : T*M — M le fibré tangent et le fibré cotangent de M.
Nous munissons de plus M d’une métrique Riemannienne g. Comme dans la section précédente,
I ||z désigne la norme induite par g sur la fibre T, M pour z un point de M. Cette norme est bien

entendu continue.

Les définitions suivantes se généralisent aux fonctions définies sur I'espace total d’un fibré vecto-
riel localement trivial de dimension finie, mais nécessite la définition du fibré dual et de la notion de
norme continue sur les fibres. Nous avons décidé de ne pas traiter ces notions ici et de procéder di-

rectement au cas qui nous intéresse, c’est-a-dire celui des fibrés tangents. Le lecteur intéressé pourra

se référer au Chapitre 6 de | |. De méme, les résultats que nous énongons ci-dessous existent
sous forme plus générale et des preuves complétes se trouvent dans | |, voir théorémes 1.3.12 et
1.3.14.

Définition 1.24. Une fonction L : TM — R est dite superlinéaire au-dessus des sous-ensembles
compacts de M si pour tout sous-ensemble compact C' de M et pour tout K > 0, il existe une
constante A(C, K) > —oo telle que

V(z,v) e TM,z € C = L(z,v) > K|jv||. + A(C, K).

Définition 1.25. Soit L : TM — R une fonction continue. On dit que L est convexe dans les

fibres si la restriction L|7, s est convexe pour tout = € M.

Avant de pourvoir énoncer et prouver le théoréme suivant, il nous faut un lemme provenant de

la topologie.

Lemme 1.26. Soit X un espace topologique tel que les singletons soient fermés. Pour que X soit
régulier il faut et il suffit que pour tout point x € X et tout voisinage ouvert U de x, il existe un

voisinage ouvert V de x tel que V C U.
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Démonstration. Supposons X régulier et donnons nous le point & et un voisinage ouvert U de .
Considérer le fermé B = X \ U. Puisque x n’appartient pas a B, il existe par hypothése des ouverts
disjoints V et W tels que 2 € V et B C W. L’ensemble V est disjoint de B car si y € B, alors W
est un voisinage ouvert de y disjoint de V. Ainsi, V C U.

Réciproquement, donnons-nous un point x € X et un fermé B ne contenant pas xz. Alors
U = X \ B est un voisinage ouvert de x et donc par hypotheése il existe un ouvert V' contenant x et
tel que V' C U. Mais alors V et X \ V sont ouvert, disjoints et contiennent respectivement z et B.

Donc X est régulier. O

1.27. Remarquer qu’une variété M est localement compact et de Hausdorff et donc régulier. Ce

résultat est donc toujours valable pour les variétés.

Théoréme 1.28. Soit M une variété telle que décrite plus haut mais avec bord et L : TM — R une
fonction continue. Considérons le fibré cotangent ©* : T*M — M et définissons H : T*M — R
par

H(z,p) = ves;lpM{sO(v) — L(z,v)}.

Si L est superlinéaire au-dessus des sous-ensembles compacts de M, alors H est continue et super-

linéaire au-dessus des sous-ensembles compacts de M.

Démonstration. Montrons d’abord la continuité de H. Puisque M est localement compact et la
continuité est une propriété locale, nous pouvons sans perte de généralité nous placer dans le cas
ou le fibré tangent est trivial, ¢’est-a-dire que nous pouvons écrire TM = M x R™ avec M compact.
Puisque la norme sur 'unique fibre R™ est équivalente & la norme euclidienne nous pouvons sans perte
de généralité travailler avec celle-ci. Ceci n’aura d’effet seulement sur les constantes de superlinéarité.
Nous noterons || - || la norme euclidienne et (-, -) le produit scalaire standard sur R™. Si p € TS M =
R™ et aprés identification de R™ avec R™, nous noterons (p,v) = ¢(v) pour tout v € Tp,M = R"
pour clarifier 'utilisation du produit scalaire. Rappelons que la norme d’un élément ¢ de R™ est
donnée par

lell = sup{p(v) | v € R", [jo]| <1}

et nous voyons donc qu’il s’agit encore une fois de la norme euclidienne.
Soit K > 0 une constante arbitraire. Comme L est superlinéaire sur M, il existe une constante
C > —o telle que
Ve € M,Yv € R", L(z,v) > (K + 1)|jv|| + C.

Par continuité de L et par compacité de M, nous savons que sup,.c;s L(x,0) < 4+o00. Par conséquent,
nous pouvons choisir R > 0 tel que R+ C > sup,¢pr L(x,0). Ainsi, pour tout z € M, v € R" et
tout ¢ € R™ satisfaisant |[v|| > R et ||¢|| < K, nous avons

p(v) = L(z,v) <[lgl[[v] = (K + Dv]| = € < Kjo] = (K + D]jv]| = C

= |l = € € =R =€ < =supL(y.0) < ~L(z.0) = ¢(0) = L(.0).
=
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Nous déduisons de cette inégalité que pour tout ¢ € R™ satisfaisant ||¢|| < K,

H(z,p) = sup {p(v) = L(z,v)}.
loll<R

Par hypothése, L est continue sur M x R"™ et comme nous sommes en dimension finie, le dual
algébrique de R"™ est égal & son dual topologique et ainsi ¢ est continue. Par conséquent, pour tout
x € M, la fonction v — ¢(v) — L(z,v) est continue sur R™. Ainsi, par compacité de {v € R": |[v|| <
R}, la fonction H est majorée sur M x {p € R™ : ||p|| < K}. De plus, nous avons toujours l'inégalité
H(z,p) > —L(z,0) > —sup,cp L(z,0) > —oo par compacité de M. Donc H est a valeurs finies
partout et est donc bien définie.

Montrons la continuité de H. Soit F' un fermé de R. Alors, pour H restreinte au produit M x {p €
R™ gl < K,

HY(F) ={(z,p) € M x {p e Rt ||| < K} : sup {p(v) - L(z, )} € F}

ISR
= N (@9 ¢w) - Lz,v) eFy = (] F,
lvl<R ISR

ou F, est fermé dans M x {¢ € R™ : |¢|]| < K} pour tout v € R" satisfaisant ||v|| < R par
continuité de la fonction (z, ) = p(v) — L(x,v). Ainsi, H1(F) est fermé et donc H est continue
sur M x {¢ € R™ : ||p|]| < K}. Puisque K est arbitraire, on obtient la continuité de H partout.

Pour la superlinéarité de H, nous supposons d’abord que le fibré est trivial et que M est compact.
Soit K > 0 et posons
A = sup{L(z,v) | (z,v) € M x R", |jv]| < K}.

Par compacité et continuité, A < co. Nous obtenons alors H(x, ) > ¢(v) — A pour tout v € R”
satisfaisant ||v|| < K. En particulier, en prenant v = K¢/| ||, on obtient H(z,¢) > Kl¢| — A.

Si le fibré n’est pas trivial, considérons un compact C' C M. Soit (U, )aca une collection de
domaines de trivialisations locales de M qui recouvre M. Par compacité de C, il existe Uy, ..., Un,
appartenant a cette collection tel que C' C Uy U...UU,, et sur chaque U; le fibré tangent est trivial.
Six e O, alors il existe 1 < i < m tel que x € U;. Par Lemme 1.26, il existe V,, un ouvert tel que
x €V, et V, CU. Ainsi, C C U,ec Vi et par compacité, il existe r tel que C' C |J;_; Vi. De plus,
pour tout 1 < i < m, il existe 1 < j < n tel que V; C Uj. Posons C; = CNnV;, pouri=1,...,r.
Puisque M est de Hausdorff et C' est compact, C est fermé et donc C; aussi. Puisque C; C C et C

est compact, nous avons que C; est aussi compact. En prenant 1'union sur les i, il vient

LTJCZ‘: O(Cﬂvz):Cﬂ <OVZ> c C.
=1

i=1 i=1

Mais C Cc V1U...UV, C ViU...UV, et donc C C Ui, Ci. Ainsi, C = J;_, C; avec C; C U; pour
un certain 1 < j < n et C; est compact pour tout 7. En appliquant la partie précédente, nous avons
que H est superlinéaire au-dessus de chaque C; et donc au-dessus de 'union finie des C;, ¢’est-a-dire

au-dessus de C, ce qui achéve la preuve puisque C' est arbitraire. O
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Théoréme 1.29. Soit L : TM — R une fonction continue. Si L est convexe dans les fibres, alors
L est superlinéaire au-dessus des compacts de M si et seulement si L|p,p est superlinéaire, pour
tout x € M.

Démonstration. Montrons le sens direct. Fixons K > 0 et soit z € M. Nous allons montrer que
L|7, ar est superlinéaire. Par compacité du singleton {x} et superlinéarité de L, nous avons 'existence

d’une constante C'(x, K) > —oo telle que
Vo e T, M, L(x,v) > K|jv||; + C(z, K),

et c’est exactement le résultat cherché.

Montrons maintenant la réciproque. Quitte a répéter 'argument de la fin de la preuve de Théo-
réme 1.28, nous pouvons sans perte de généralité supposé le fibré tangent trivial et M compact.
Comme dans la preuve précédente, nous travaillons avec la norme euclidienne || - ||. Fixons xzog € M
et soit K > 0. Montrons qu'il existe un voisinage ouvert V;, de xq et une constante C'(zg, K) > —oo

tels que
Yo € R",Va € V,,, L(z,v) > K|v| + C(x0, K). (1.29.1)

La preuve de cette inégalité achévera la démonstration car M = J ., Ve et par compacité de M,
il existe (z;)Y, tel que M = Uf\il Vz,. En posant C := 1211i<nN C(zi, K), on obtient
<i<

Vo € R", Vo € M, L(xz,v) > K|jv|| + C,

ce qui est le résultat désiré.

Montrons l'inégalité 1.29.1. Par superlinéarité de L’Txo M, il existe une constante C7 > —oo telle
que pour tout v € R™, nous avons l'inégalité L(xg,v) > (K + 1)||v|| + C1. Choisissons R > 0 de
telle sorte que R+ Cy > L(x0,0) + 1. Alors, pour tout ¢ € R™, v € R” satisfaisant [|¢|| < K et

|lv]] = R, nous avons
L(zo,v) — ¢(v) = (K + Djo]| + C1 = [lellllv]] = (K + Djo]l + C1 = K|lv]| = R+ C1 = L(z0,0) + 1.
Considérons la fonction f : M — R définie par

f(x) = min{L(z,v) — L(z,0) — ¢(v) |v € R",p € R™ avec ||v]| = R et ||| < K}.

Noter que par compacité et continuité, le minimum est atteint. Par compacité de M, nous avons que
la fonction & trois variables L(z,v) — L(x,0) — ¢(v) est uniformément continue sur M x {(v, p)|v €
R™, ¢ € R™ avec ||v|| = R et ||¢|| < K}. Ainsi, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que Vo, 9 €
M, Yvi,v9 € R™ Vo1, 02 € R™, |lz1 — 22| + ||lv1 — v2|| + [J1 — @2 < 6 implique

|L(x1,v1) — L(x1,0) — ¢1(v1) — L(x2,v2) + L(x2,0) 4+ @a(ve)| < €.

Soit § > 0 correspondant au choix € = f(z¢)/2. Soit © € M tel que ||z — z¢|| < J et supposons que
f(x) est atteint en (v, @, ). Alors,

| L0, vz) = L(20,0) = ¢u(vz) — L2, 02) + L(x,0) + pa(ve)| < f(0)/2.
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On a f(-%'o) < L(x07vx)_L(x0= 0)_903[:(7)3[:) < L(m‘,1)35)—L(.%',O)—(px(?}x)-i-f(.%'o)/Q = f(.%')—i—f(.%’o)/?,
et donc f(z) > f(xp)/2 > 0. Ainsi, il existe un voisinage ouvert V,, = {z € M : ||z — xo|| <} de
xo tel que pour tout z € V,,,, pour tout v € R" et p € R™,

[o] = R, lloll < K = L(z,v) = ¢(v) > L(z,0) = L(x,0) — ¢(0).

Ainsi, nous remarquons que pour tout x € V,, et ¢ € R™ avec ||¢| < K, la fonction convexe
L(z,-) — ¢(-) atteint sont minimum sur I’ensemble {v € R" | |jv|| < R} a l'intérieur de cet ensemble.
Or, par Proposition 1.3, un minimum local pour une fonction convexe est un minimum global. Ainsi,
en posant C := min{L(z,v) — p(v) |z € V4,,v € R avec ||v]| < R, p € R™ avec ||¢|| < K} > —o00
(par compacité et continuité), nous obtenons que pour tout z € V,,v € R™ et p € R™ avec

llell < K, L(z,v) — ¢(v) > C. En particulier, pour ¢ = Kv/|[v||, on obtient
V(z,v) € Vyy x R" L(x,v) > K|jv| + C,

et nous avons démontré I'inégalité (1.29.1). O
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2 Théorie de Tonelli

Nous entrons dans le vif du sujet et étudions en deux temps les deux concepts majeurs de la
théorie de Tonelli : les courbes absolument continues et les Lagrangiens. A la fin de cette section nous
prouvons le théoréme de Tonelli concernant l'existence de solutions au probléme de minimisation

présenté dans I'introduction. Nous suivons | |, chapitre 3.

2.1 Courbes absolument continues

Nous expliquons en quelques mots la notion de topologie faible avant de nous tourner vers les
courbes absolument continues dans R™. Finalement, nous généraliserons cette notion aux courbes

sur une variété abstraite.

2.1.1 La topologie faible

Soit X un F-espace vectoriel topologique et notons X’ son dual topologique. Ici, F désigne R
ou C. Définissons une application B, appelée forme bilinéaire canonique, de X x X’ dans F par
B(z, f) = f(x). Posons 'y := {p = |B(-,f)] : f € X'}. Cest une collection de semi-normes
p(z) = |f(x)| ce qui signifie que p(xz) = 0 n’implique pas nécessairement x = 0. La topologie faible

(X, X') est la topologie engendrée par la collection de boules
{B(p,z,¢) |pelx,z € X, e >0},

ou B(p,z,€) ={y € X [p(x —y) <e}.
Soit {x,} une suite dans X. On dit que x;,, converge vers z € X dans la topologie faible o (X, X”)

si p(x, — ) — 0,Vp € I'x lorsque n — +o0. Nous remarquons que
VpeTlx,plr,—2) =0 &= Vfe X |flzy,—2) =0 &= VfecX flz,) — f().
Nous disons alors que z,, converge faiblement vers x et nous notons x,, — .

Discutons désormais le cas spécifique qui nous intéresse dans la suite, c’est-a-dire la topologie
faible o(L', (L')"). Rappelons que le dual de L' s’identifie, par le Théoréme de représentation de

Riesz, a 'espace L*°. Rappelons d’abord ce théoréme trés puissant.

Théoréme 2.1 (Théoréme de représentation de Riesz). Soit 1 < p < oo et notons p’ son conjugué.
Soit Q un ouvert de R™. Alors pour toute fonctionnelle linéaire F € (LP(2))*, il existe un unique
g € LP(Q) tel que pour tout f € LP(),

F(f) = /Q f(@)g(x) da.
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Soit @ < b des réels et considérons L!((a,b), R™) et son dual. Pour ne pas alourdir la notation,
nous écrirons (L', L) pour désigner la topologie faible o(L!((a,b),R™), L>((a,b),R™)). Soit f,
une suite de fonctions de L'((a,b), R™). Cette suite converge faiblement vers une certaine fonction
f € L'((a,b),R™) si et seulement si F(f,) — F(f), pour chaque F € (L') lorsque n — +o00. En

appliquant le Théoréme de représentation de Riesz, nous voyons que

fn—=f = / ) (fu(s ds—>/ ) ds, V& € L*°((a,b),R").

2.1.2 Courbes absolument continues dans R*

Le but de cette section est de prouver le résultat suivant :

Proposition 2.2. Soit v, : [a,b] — R* une suite de courbes absolument continues. Supposons que
la suite des dérivées 4y, : [a,b] — RF soit uniformément intégrable. Si il existe un certain to € |a, b]
tel que la suite {yn(to)} soit bornée en norme, alors il eviste une sous-suite {y,,} qui converge
uniformément vers une courbe 7y : [a,b] — R¥. La courbe y est absolument continue et la suite des

dérivées {An,} converge vers ¥ dans la topologie faible o(L', L>).

Aprés avoir défini la notion de courbes absolument continues et rappelé certains résultats clas-
siques de théorie de la mesure, nous prouverons ce résultat dont nous verrons l’'utilité dans la
prochaine section. Cette partie est basée sur | | Section 3.1. Nous travaillons tout le long dans

R* que nous munissons de la norme euclidienne || - ||.

Définition 2.3. Une courbe v : [a,b] — R¥ est dite absolument continue si pour tout e > 0, il

existe 6 > 0 tel que pour chaque famille {]a;, b;[};cn d’'intervalles disjoints de [a, b],

Y bi—a) <5 = D |lv(b) — (@)l <e

1€N ieN

2.4. Il est clair que la continuité absolue implique 'uniforme continuité sur |a, b et donc la continuité

sur [a, b].

Avant de poursuivre, nous rappelons un résultat bien connu de théorie de la mesure. Nous ne

prouvons pas ce théoréme que nous supposons connu & l’avance.

Théoréme 2.5. Une courbe v : [a,b] — RF est absolument continue si et seulement si les trois

conditions suivantes sont satisfaites :
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(i) La dérivée #(t) existe pour presque tout t € [a,b].
(ii) La dérivée 7 est intégrable au sens de Lebesque sur [a,b].

(11i) Pour tout t € [a,b],v(t) —v(a) = f; A(s) ds.

Démonstration. Voir Chapitre 3, Section 3 de | . O

Lemme 2.6. Soit vy : [a,b] — R¥ une courbe absolument continue. Alors, pour tout t < t' € [a,b],

l"inégalité suivante a lieu
t/
() =201 < [ )] s
Démonstration. Soit v € R™ avec ||v|| = 1. La courbe v o~ : [a,b] — R est absolument continue.

En effet, soit € > 0 et choisissons ¢ > 0 correspondant & €/||v|| provenant de la continuité absolue

de ~y. Soit {]a;, b;[}ien une famille d’intervalles disjoints de [a, b] telle que » ; (b; — a;) < 6. Alors

D () = o(v(@)| < ol Y- I (bi) = v(a)] < e
i=1 =1

D’aprés Théoréme 2.5, la dérivée de v o y existe presque partout et nous voyons que cette dérivée
vaut v(§(¢)). De plus, pour tout t < t' € [a,b],

oy (#) = A1) = v(3(¥)) — v(1(t)) = / v(i(s)) ds < [lo] / ()l ds = / ()l ds.

En prenant v = M nous obtenons le résultat cherché. [l
Iy @)= @)]l

Les deux définitions qui suivent sont des rappels et ont pour but d’énoncer le Théoréme d’Ascoli-

Arzéla.

Définition 2.7. Soit (E,d) un espace métrique. Une famille de courbes 7, : [a,b] — E est dite
équicontinue si pour tout t € [a,b] et pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que d(v,(t), 1 (1)) < €,
pour tout n € N et pour tout ' € [a,b] tel que [t —t'| < §. Remarquer que 6 ne dépend uniquement
que de € et .

Définition 2.8. Soit X un espace topologique. Un sous-ensemble K C X est dit relativement

compact si son adhérence K est compacte.

Théoréme 2.9 (Ascoli-Arzéla). Soit X un espace compact et munissons R de la distance eucli-
dienne. Munissons C(X,R™) de la topologie uniforme. Alors, pour qu’une partie A de C(X,R™) soit

relativement compacte il faut et il suffit que

(i) A soit équicontinue.
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(ii) Pour tout x € K, A(z) :=={f(z) | f € A} soit relativement compact.

Démonstration. Voir | | Théoréeme 45.4. O

Définition 2.10. Une courbe mesurable v : [a,b] — R¥ est dite uniformément intégrable au sens

de Lebesgue si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout ensemble mesurable E C [a,b], si
m(E) < 6, alors [ [|v(s)[| ds < e.

Nous pouvons désormais prouver le proposition énoncée au début de cette section. Nous verrons

son utilité dans la prochaine section lorsque nous introduirons les Lagrangiens.

Démonstration de Proposition 2.2. Commengons par montrer qu’il existe une sous-suite Yn; qui
converge uniformément vers une courbe v : [a,b] — R*. Nous allons pour cela appliquer le Théo-
réme d’Ascoli-Arzéla & la famille de courbes {v, | n € N} C C([a,b], R¥). 11 s’agit de vérifier les
conditions du théoréme.

Nous allons montrer que la suite v, est équicontinue. Fixons pour cela € > 0 et choisissons § > 0
correspondant & l'uniforme intégrabilité de la suite des dérivées. Alors, pour tout n € N et tout

t' >t € [a,b] tels que t' —t < 4§, nous avons

() = ()] < / Fin(s)]| ds < e,

ou la premiére inégalité découle de Lemme 2.6 et la seconde provient de l'uniforme intégrabilité.
Ainsi, la suite 7, est uniformément équicontinue et donc en particulier équicontinue.

Montrons maintenant que I'ensemble {~,(t)|n € N} est relativement compact pour tout ¢ € [a, b].
Puisque c’est un sous-ensemble de R et que son adhérence est fermée par définition, il suffit de
montrer que ’adhérence de I’ensemble est borné pour avoir la compacité. Par hypothése, il existe
to € [a,b] tel que la suite 7, (ty) est bornée en norme. Par uniforme équicontinuité de la suite -,
nous avons, pour € > 0 fixé, existence de § > 0 tel que V¢ € [a, b] tel que |t —tg| < § et tout n € N,
17 (Nl < || (to) ||+ € et donc pour tout t € [tg—3,to+0], sup,ey |7 (t)|| < 4+00. Noter que puisque
I’équicontinuité est uniforme, é ne dépend que de € et non pas de ty. Ainsi, nous pouvons répéter le
raisonnement avec t; = to+ 9 pour obtenir sup,,cy ||, (t)|] < 400 pour tout t € [t; —J,t; +]. Donc
la suite 7, (t) est bornée en norme sur U'intervalle [ty — J, {9 + 20]. En procédant ainsi, on obtient une
borne pour la suite sur Uintervalle [ty — m10,ty + mad] avec my, my € N. Puisque b — a est fini, on
obtient le résultat sur 'intervalle [a, b] tout entier. Ainsi, {7, (t) | n € N} est relativement compact
pour chaque t € [a, b].

Par le Théoréme 2.9 d’Ascoli-Arzéla, {7, [n € N} est compact en tant que sous-ensemble de
C([a,b], R¥) muni de la distance uniforme. Donc {7, | n € N} est séquentiellement compact et par
conséquent la suite v, admet une sous-suite Tn; qui converge uniformément vers une courbe 7y :

[a,b] — R* qui est alors continue.
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Montrons que la courbe v est absolument continue. Fixons pour cela € > 0 et choisissons encore
une fois le § > 0 correspondant a 'uniforme intégrabilité de la suite des dérivées. Soit {]a;, b;[}ien

une famille d’intervalles disjoints de [a,b] telle que ), (b; — a;) < 6. Alors, pour chaque n € N,

S iy (5) = 3y ()l < 3 / Bl ds = [ Jiny (9 ds < e

iEN iEN ilaibi

La premiére inégalité provient de Lemme 2.6, la seconde égalité vient du fait que les |a;, b;[ sont
disjoints et la derniére inégalité découle de l'uniforme intégrabilité et du fait que m(|J;]a;, b;[) =

Y ien(bi —a;) < 4. En prenant la limite lorsque j — 400 et en utilisant la continuité de la norme,

D Iv(b) = (@)l < e

1€N

nous obtenons

et ainsi v est absolument continue.
Par Théoréme 2.5, la dérivée ¥ : [a,b] — RF existe presque partout et nous avons pour tout

t <t € [a,b] I'égalité suivante :

vVt <t € la,b], v(t') —v(t) = /t 4(s) ds. (2.10.1)

Il nous reste & montrer que {"ynj} converge vers 4 dans la topologie faible o(L!, L>°). D’apreés
la discussion de la section précédente, il s’agit de montrer que pour toute fonction ® : [a,b] — RF

mesurable et bornée,

b
/ D(3) (4, (s)) ds — / ) ds, lorsque j — +oo0. (2.10.2)

Nous allons utiliser la densité des fonctions simples dans 1'espace L*([a,b], R¥) pour prouver ce
résultat. Ainsi, la premiére étape sera de montrer I’équation (2.10.2) dans le cas d’une fonction
indicatrice xg avec E C [a,b] mesurable de mesure finie. Nous décomposons ce probléme en trois

étapes : les intervalles, les ouverts et finalement les mesurables.

Soit B = [t,t'] C [a,b] un intervalle. La convergence de 7, vers v et 'équation (2.10.1) donnent

/t s (5) s = o (#) — s (£) = 4(E) — 7(8) = / i(s) s

et donc, lorsque E est un intervalle, le résultat est prouvé.

Soit E un ouvert de [a,b]. Alors £ = |J;c/]as, bi| avec les intervalles ]a;, b;[ disjoints et I un
ensemble d’indices au plus dénombrable. Si cette union est finie, alors par la partie précédente et
I’additivité de I'intégrale de Lebesgue pour les unions disjointes le résultat est prouvé. Sinon, fixons
e > 0 et comme auparavant choisissons d > 0 correspondant & la condition d’uniforme intégrabilité

de la suite des dérivées 4,;. Nous avons m ({J;_,]a;, bi[) /* m(E) < +oc lorsque n — +o0 et donc il
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existe un rang ng suffisamment grand pour que m (Un>n0]ai, b; [> < 0. Posons Iy = {n € N|n < ng}.

C’est un sous-ensemble fini de I tel que } .. (b — a;) < d. Alors, pour tout j € N,

S Jmy (00) = e < 3 / o, (3)]] ds = / i, ()] ds < e,

i€l\Io 1€I\Iy UieI\IO}ai,bi[
par les mémes arguments que nous avons utilisé auparavant. En laissant j — 400, nous obtenons
> (b)) = (@)l < e.
ZEI\I()

Posons Ey = |J..; Jai, b;i[. Alors,

ie[o]

[
E\Eo

et || [ B\Eo A(s) ds|| < e. Puisque Iy est fini, nous avons grace a la partie précédente

Z ’Ynj z 7nJ al Z ||r7nj 2 an(ai)H <€

ZEI\I() ZEI\I()

/ Yn; (8) ds — 4(s) ds, lorsque j — +o0.
Eo EO

| [onmas= [ seas] <2 | [ suas— [ 5600

Eﬁnj (s)ds — /Ey(s) ds

Par conséquent,

et donc

lim sup < 2e.

j—4o0

Puisque € est arbitraire, nous obtenons

/ Vi (8 s)ds — / s) ds, lorsque j — 400,

comme désiré.

Soit E C [a,b] un mesurable quelconque. Alors nous pouvons approximer E par un ensemble
Gs. Plus précisément, il existe une suite décroissante d’ouverts U, telle que E C (1), .y Un et
m(Uy,) \y m(E) lorsque n — +o00. Définissons, pour tout n € N, la fonction f,(t) = xv, (£)5(t).
C’est une suite de fonctions mesurables qui converge vers la fonction f(t) = xg(t)(t). Il est clair
que pour tout ¢t € [a,b], ||fn(t)]| < [[¥(t)]| et cette derniére fonction est intégrable. Ainsi, par le

théoréme de la convergence dominée, nous avons que

/Un A(s)ds — /E"y(s) ds

Fixons € > 0 et choisissons § > 0 correspondant a la condition d’uniforme intégrabilité. Soit N € N

suffisamment grand pour que m(Uy \ E) < § et

/UN A(s) ds — /E*'y(s) ds
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Alors par uniforme intégrabilité, nous avons pour tout j € N,

‘ / Y (s)ds
Un\FE

L’ouvert Uy étant fixé, nous avons par la partie précédente que lorsque j — +o0,

<[ nelds <
Un\FE

/ Yn; (s) ds — A(s) ds.
UN UN

Par conséquent,

H/ Yn; (8) ds —/ A(s) ds|| < 2e + / Yn; (s) ds — / A(s) ds
E E Un Un
et donc

limsup‘ / Yn; (s) ds —/ A(s) ds|| < 2e.

Jj—4oo E E

En laissant ¢ — 0, nous obtenons

/ Yn; (8) ds — / 4(s) ds, lorsque j — +oo.
E E

Ainsi, le résultat est démontré pour les fonctions indicatrices et par linéarité de 'intégrale de
Lebesgue, le résultat est valable aussi pour les fonctions simples que nous rappelons sont denses
dans L*([a,b],R*). Montrons finalement que le résultat est vrai pour n’importe quelle fonction
de cet espace vectoriel normé. La norme que nous considérons est la norme standard || - ||oo du

sup-essentiel. Considérons, pour chaque n € N, la fonction ©,, : L>=([a, b], R¥) — R définie par

b
O,(P) :/ D(s)3n(s) ds.

Définissons aussi la fonction © : L>([a, b], R¥) — R par

Il s’agit de prouver que 6,,,(®) — ©(®) pour tout ® € L>([a, b], R¥) lorsque j — +o0. Clairement,

©,, est linéaire et nous avons, pour tout j € N,

b
00,11 < [ Tin, ()] ds < +ox.

puisque ¥, est intégrable. Ainsi, ©,,; est continue pour tout j. De méme, O est linéaire et continue.
Montrons désormais que sup;cy [|On;[| < +oo. Choisissons § > 0 provenant de I'uniforme inté-

grabilité de 4,; avec € = 1. Partitionnons I'intervalle [a, b] en [bg—“] + 1 sous-intervalles disjoints de

longueurs inférieures & §. Sur chacun des ces sous-intervalles, l'intégrale de |4y, || est bornée par 1.

Ainsi,

—a

b b
||@nj||§/ s ()] dsg[ ]+1.
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Ceci étant vrai pour tout j, nous avons que M := sup;¢y H@nj || < +oo.

Fixons € > 0 et choisissons par densité ¥ € L°°([a,b], R¥) une fonction simple telle que ||® —
Vl|oo < €. Puisque ¥ est simple, nous avons ©,,(¥) — O(¥) lorsque j — +oco. Ainsi, pour j

suffisamment grand, [|©,,(¥) — O(¥)|| < e. Par conséquent, si j est suffissamment grand,
60, (@) — O®)]| < M® — Wl + [0, () — O(W)| + [O][¥ — Bl < (M +1+ ).
Puisque € et ® sont arbitraires, nous obtenons
V& € L>®([a,b],RF), O, (®) — O(®), lorsque j — +o00

comme désiré. m

2.1.3 Courbes absolument continues sur une variété

Nous définissons les courbes absolument continues sur une variété M. Soit pour cela M une
variété différentiable connexe sans bord et de dimension finie. Nous munissons M d’une métrique
Riemannienne g et nous notons ||- ||, la norme induite par g sur 7, M et d la distance Riemannienne

induite sur M.

Définition 2.11. Une courbe 7 : [a,b] — M est dite absolument continue si pour tout € > 0, il
existe 6 > 0 tel que pour chaque famille {]a;, b;[}icn d’'intervalles disjoints de [a, b],

d bi—ai) <6 =D d(v(a:), (b)) <e.

1€N €N
Nous dénotons par C%([a, b], M) I'espace des courbes absolument continues 7 : [a,b] — M. Nous

munissons cet espace de la topologie de la convergence uniforme.

Lemme 2.12. Soit v : [a,b] — M une courbe absolument continue. Alors

b
401, 7(@) < [ 15l ds.

Démonstration. Ceci découle immédiatement de la définition de distance Riemannienne, voir section
1.2.2. O

2.2 Théoréme de Tonelli

Nous étudions les Lagrangiens définis sur la variété M et prouvons deux résultats de compacité

qui nous permettent de conclure cette section par la preuve du théoréme de Tonelli.
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2.2.1 Lagrangiens sur une variété M

Nous introduisons la notion de Lagrangiens définis sur la variété M et d’action de courbes pour
ces Lagrangiens. Nous rappelons le cadre, de maniére plus détaillée, du probléme de minimisation

de Tonelli déja mentionné dans l'introduction.

Définition 2.13. Nous appelons Lagrangien sur la variété M toute fonction continue de T'M dans
R.

Définition 2.14. Soit L : TM — R un Lagrangien sur la variété M et v : [a,b] — M une courbe

continue et C'! par morceaux. Alors nous définissons I’action L(7) de ~y par

2.15. Noter qu'il est possible de définir 'action d’une courbe absolument continue 7~ : [a,b] — M
sur un Lagrangien L avec de faibles hypothéses sur L. En effet, si nous supposons L superlinéaire
au-dessus des sous-ensembles compacts de la variété M, alors par compacité de y([a,b]), il existe

une constante C'(0) > oo telle que
Vt € [a,b],Yv € TyyyM, L(v(t),v) > C(0).

Ainsi, la fonction ¢ — L(vy(t),5(t)) —C(0) est bien définie et positive presque partout pour la mesure
de Lebesgue et donc f; L(vy(t),%(t)) — C(0) dt a un sens et appartient a [0, 400]. Nous définissons

alors 'action par

b b
L(y) = / Liv(t),4 (1)) dt = / L((£),4(8)) — C(0) dt + C(O)(b — a).

Remarquer que nous permettons a 'action de prendre la valeur 4oco.

Définition 2.16. Soit C un ensemble de courbes paramétrées et continues dans M et L un Lagran-
gien sur M. Une courbe v : [a,b] — M de P'ensemble C est appelé minimiseur de l'action de L
pour la classe C si pour toute courbe 7, : [a,b] — M dans C telle que v1(a) = v(a) et 1 (b) = v(b),
nous avons L(y;) > L(7).

2.17. Le probléme de minimisation de Tonelli consiste & minimiser ’action de courbe pour le
Lagrangien L pour la classe des courbes absolument continues sur M. Un tel minimiseur, s’il existe,

est appelé minimiseur de Tonelli.

Le but de la fin de cette section est de prouver le théoréme suivant :
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Théoréme 2.18. Soit L : TM — R un Lagrangien de classe C' que nous supposons convexe dans
les fibres et superlinéaire au-dessus des sous-ensembles compacts de la variété Riemannienne (M, g).
Soit 7, une suite de courbes dans C([a,b], M) qui converge uniformément vers une courbe ~y :

[a,b] — M et telle que liminf L(~,) < 4+o00. Alors v appartient a C*([a,b], M) et liminf L(~,) >
n——+0o0o n——+o00
L()-

Pour ce faire, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.19. Soit U un sous-ensemble ouvert de R* et L : TU — R un Lagrangien de classe
C' convexe dans les fibres et superlinéaire au-dessus des sous-ensembles compacts de U. Soit C > 0
une constante, K un sous-ensemble compact de U et € > 0. Alors il existe une constante n > 0 telle

que pour tout z,y € U avec x € K et ||z —y|| < n et pour tout v,w € R¥ avec ||v|| < C, nous avons

L(y,w) > L(x,v) + g—i(x,v)(w —v) —e.

Démonstration. Choisissons 79 > 0 de telle sorte que I’ensemble
Voo = {y €R* |3z € K : |z —y| <o}

soit contenu dans I'ouvert U. Il est clair que V,,, est un ensemble borné et il suffit de voir qu’il est
fermé pour prouver qu’il est compact dans U. Soit pour cela une suite y,, dans V;,; qui converge vers
un certain y € R*. Alors il existe une suite z,, dans K tel que pour tout n € N, ||z, — yn|| < no.
Puisque K est compact, la suite x,, admet une sous-suite Tp,; qui converge vers un certain r € K.
Mais alors ||z —y|| = im0 [|[Zn; — yn; || < no et donc y € V;,. Ainsi, I'ensemble V;,; est compact.

Définissons la constante positive

o[

:xEK,HngC}.

Par compacité et par continuité de la dérivée, A est une constante finie. Puisque le Lagrangien L
est superlinéaire au-dessus des compacts de U, nous pouvons choisir une constante C'(A) > —oo

telle que
Vy € Vo, Vw € RY, L(y,w) > (A + 1)|w|| + C(A).

Définissons aussi la constante

L
C’ .= sup {L(m,v) - g_v(m’”) (v) |z € K, [jv] < C}

qui est finie par continuité et compacité. Alors pour tout y € V;,, v € K et tous v,w € R* avec
lv]| < C et ||w|| > C"— C(A), nous avons

Liyw) > (A+ Dllw] + C(4) > Aljwll + €' > T2 (2,0) (w) + L) ~ = (2,0) (0)
0

= L(z,v) + 8—5(%@) (w—v).
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Il nous reste & montrer le résultat pour ||w| < C" — C(A). Par convexité dans les fibres de L et
puisque L est de classe C'', nous savons par Corollaire 1.11 que pour tout v € R”,

oL
L(z,w) — L(z,v) > a—v(:v, v) (w—wv).

Cette inégalité reste vraie dans le compact K’ = {(z,v,w) |z € Vp, |[v| < C, |lw|]| < C" = C(A4)}.
Considérons la fonction f définie par (z,v,w) — L(z,v) + Z&(z,v) (w —v). Cette fonction est
uniformément continue sur K’ par compacité et donc pour € > 0 fixé, il existe n > 0 que nous
pouvons prendre inférieur a 7y et qui est tel que pour tout z,y € U avec z € K et ||z —y|| < n,
pour tout v,w € R¥ tels que |jv|| < C et ||w|| < C" — C(A), nous avons |f(z,v,w) — f(y,v,w)| < €.

Ainsi, nous obtenons

oL oL
L(y,w) > L(y,v) + %(y,v) (w—v) = f(y,v,w) > f(z,v,w) —e= L(z,v) + %(.%',U) (w—wv)—e¢
ce qui achéve la preuve. O

Démonstration de Théoréeme 2.18. Nous commengons par montrer qu’il suffit de traiter le cas ou M
est un ouvert de R¥ avec k = dim(M). Nous noterons d la distance Riemannienne sur M induite
par g.

Remarquons que lensemble K := 7([a,b]) U (U,en 1n(la,b])) € M est compact dans M. En
effet, soit U un recouvrement ouvert de K. Puisque la convergence de la suite 7, vers v est uniforme,
la courbe v est continue et par conséquent 7y([a,b]) est compact. Comme U recouvre v([a, b]), nous
pouvons extraire un sous-recouvrement fini {Uy,...,U,} C U tel que v([a,b]) € U, U;. Par
convergence uniforme de la suite 7,, nous avons que pour tout € > 0, il existe un rang n. € N tel
que n > ne implique que d(v,(t),v(t)) < € pour tout ¢ € [a,b]. En particulier, si nous définissons
¢ := min d(v,0U;) > 0, alors pour tout n > n., y,([a,b]) C J'_, U;. Par compacité de I'union

1<i<p
finie de compacts (J,_,. Vu([a,b]), il existe un sous-recouvrement fini {V1,...,V;} C U tel que

Un<n€ r)/n([a’ b]) C U;:l VYZ Ainsi,
i=1 i=1

Soit a' < V' tels que [a/,b'] C [a,b]. Par compacité de l'ensemble K, nous pouvons utiliser la

et donc K est compact.

superlinéarité de L au-dessus des compacts de M pour la constante 0 afin de choisir Cy € R tel que
Vn € N,Vs € [a,0]\ [a,b'], L(7n(5), n(s)) = Co.
Nous avons alors

L(Vn‘[a/,b’}) = L(’Yn) - /[ o\ o’ ] L(’Yn(s)7;yn(s)) ds < L(’Yn) - CO[(b - a) - (b/ - a/)]7
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et puisque par hypothése lim Jirnf L(vn) < 400, nous obtenons
n——+0oo

Choisissons un atlas {(6;,U;)|i € I} de M ou I est un ensemble d’indices. Par compacité de
v([a, b)), il existe un ensemble {Uy,...,Uy} de domaines de cartes locales de M tel que y([a,b]) C
", Us. 1l existe alors une partition a = ag < ... < a, = b de 'intervalle [a, b] tel que y|4, , 0] C Ui
pour tout ¢ = 1,...,p. Grace a la convergence uniforme nous pouvons, quitte a retirer un nombre

fini de courbes, supposer que v, C U; pour tout n € N et tout i = 1,...,p. Par Equation

|lai—1,a:]

2.19.1, nous avons que pour tout n et tout %,
Egigofld(’ynhal—lval}) < +00.

Il suffit alors de montrer le résultat pour les courbes 7, (g, , q,] car liminf(z, + y,) > liminfz, +
T n——+00 n——+00

lim inf g,, pour des suites réelles x,, et y, et donc nous aurons
n—-+0o0o

EgigL(vn - hm lnf (ZL 'Yn a, 1,a,] > > %m}rrgﬂl(’)’n‘[a,_l,al}) 2 ]L(f)/)
Finalement, puisque chaque U; est le domaine d’une carte locale de M, nous voyons qu’il suffit de

montrer le résultat dans le cas ot M = U avec U un ouvert de R¥ et k = dim(M).

Désormais, M = U avec U un ouvert de R* et k = dim (M) et par conséquent TU = U xR*. Nous

supposons que Y([a,b]) U (U,en 1n(la,8])) € Ko C U avec Ky compact. Posons £ := hmlenf L(vn)-
n—-+0oo

Quitte a prendre une sous-suite de L(7,,) qui converge vers £ et a enlever les premiéres courbes si

nécessaire, nous pouvons directement supposer que
L(yn) = ¢ et VneN, L(y,) <{+1<+4o0.

Nous montrerons d’abord que la suite 7, est uniformément intégrable en vue d’appliquer Proposition
2.2. Nous aurons alors que v € C%([a,b], M) et que 4, converge vers 4 dans la topologie faible
o(L', L>). Nous montrerons finalement que lirJrrl L(vn) > L(7).

n——+0o0

Montrons que la suite des dérivées *,, est uniformément intégrable. Par superlinéarité au-dessus
des compacts de L pour la constante 0, il existe C'(0) > —oo tel que pour tout x € Ky, pour tout

v € R¥, L(z,v) > C(0). Fixons € > 0 et choisissons A > 0 tel que

0+1-C(0)(b—a)

P <

NN

En appliquant la superlinéarité de L pour la constante A, nous pouvons choisir C(A4) > —oo tel que
pour tout = € Ky, pour tout v € R¥, L(z,v) > Allv|| + C(A).
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Soit E C [a,b] un ensemble mesurable. Alors
[ 266 u() ds > A [ o)l ds + CLA)m(E)
[ LOue)in(s) ds = COG - )~ m(E)].
[a,b]\E
En sommant les deux inégalités et en utilisant ¢ + 1 > LL(y,), nous obtenons
C+1>1L(v) > A/ [9n ()]l ds + [C(A) = C0)lm(E) + C(0)(b — a)
E

et ainsi

/E”;Y"(S)H gs < 1= 020)(13 —a) [0 - C;l(A)]m(E) 5 % X

Choisissons 0 > 0 de telle sorte que [C'(0) — C(A)]6/A < /2. Alors nous obtenons

m(E) <d = / I (s)]| ds < €
E
et donc 4, est uniformément intégrable.

Par Proposition 2.2, v € C%([a,b],U) (ainsi sa dérivée existe presque partout) et 4, converge

vers 4 dans la topologie faible o (L', L>).

Montrons que lirf L(vn) > L(7). Fixons une constante C et considérons 1’ensemble
n—-+00

Eo:={telab] : [3()] < C}.

Fixons € > 0. Par Lemme 2.19, il existe n > 0 tel que pour tout =,y € U avec z € Ky, ||z —y|| <7
et pour tout v,w € R¥ avec [jv|| < C,

L(y,w) > L(z,v) + g—i(:c,v) (w—v) —e.

Par convergence uniforme de 7, vers =, il existe un certain rang ng tel que
Vn = no, [ (t) = y(0)| <n, Vi € [a,b].
Ainsi, pour tout n > ng et pour tout t € E¢,
L{yn(t), 4 (t)) = L{y(t), 7(t)) + Z-(v(1), 7(2)) (i (t) = 4(t)) — €.

Nous en déduisons que pour tout n > ng,

L(3) = /E L(at), A (0)) it + / L(va(t), (1)) dt

[a,b]\Ec

> [ 6@ d [ SE00.40) Guld) = 50) dt - an(Eo) + COI6 - ) - m(E).
Ec Ec
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Puisque ||¥(t)|| < C pour tout t € E¢, nous remarquons que la fonction de [a, b] dans R** définie
par t — Xpg. (t)g—%(v(t),ﬁ(t)) est bornée et appartient donc a L*([a,b], R¥*). Comme +,, converge
vers 4 dans la topologie faible o(L!, L>), il s’ensuit que

oL

. %(V(t)ﬂ(t)) (An(t) —A(t)) dt — 0, lorsque n — +oc.

Donc, en laissant n — +00, nous obtenons

lim L(y) > /E L(y(t),7(t)) dt — em(Ec) + C(0)[(b — a) — m(Ec)].

n—-+4o0o

Puisque € est arbitraire, en laissant ¢ — 0, nous obtenons

n—-+o0o

lim L(7) > /E L(v(8),4(8)) dt + CO)[(b — a) — m(Eo)).

Finalement, puisque % existe et est finie presque partout, nous avons F¢o ' F, lorsque C' 7 +00
et m([a,b] \ Fx) = 0. Puisque L(v(t),%(t)) > C(0), nous avons que la suite de fonctions fc(t) =
XEo () (L(y(t),5(t)) — C(0)) est monotone croissante et donc par le théoréme de la convergence

monotone,

b
/E L(v(t),4(t)) — C(0) dt — / L(y(t),4(t)) — C(0) dt, lorsque C' 7 +o0.

Ainsi, en laissant C' 400, nous obtenons

b
lim Liya) > / L(3(t),4(8)) dt = L(7),

n—-+4o0o

ce qui achéve la preuve. O

Exemple 2.20. Nous donnons un exemple dans lequel 'inégalité de Théoréme 2.18 est stricte.
Prenons M = R et définissons L : R? — R par L(x,v) = v2. Alors L est C!, convexe dans
les fibres et superlinéaire. Définissons la suite 7, : [0,1] — R par v,(t) = 2 sin(nt). Cette suite

converge uniformément vers 0. Calculons

1 1 1 cos(2n sin(2n
L(%):/O [%(t)]th:/O [cos(nt)]2dt:/0 Hf(”)dt:%(u 2(3 ))—>%,n—>—|—oo.

Nous remarquons que lim L(y,) > 0 =1L(vy).
n——+0o00

Corollaire 2.21. Soit L : TM — R un Lagrangien de classe C' que nous supposons convexe dans
les fibres et superlinéaire au-dessus des sous-ensembles compacts de la variété M. Alors l'action
L: C*([a,b], M) — RU{+o0} est semi-continue inférieurement pour la topologie de la convergence

uniforme sur C*([a,b], M).
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Démonstration. 11 s’agit de voir que si v, est une suite de courbes dans C'*([a, b], M) qui converge
uniformément vers v € C*([a,b], M), alors liminfL(y,) > L(y). Si liminf L(y,) = +o0, alors il
n——+oo n——+0o00
n’y a rien & montrer. Le cas ou lim _ian L(yn) < 400 est une conséquence immédiate du Théoréme
n—-+0oo
2.18. O

2.22. Ce corollaire nous dit en particulier que ’action IL atteint son infimum sur tout sous-ensemble
compact de C%([a,b], M). En effet, soit K C C*([a,b], M) compact et posons M := infL(v), ot
Iinfimum est pris sur K. Soit 7, une suite dans K telle que . grfoo L(y,) = M. Par compacité, il
existe une sous suite 7, qui converge vers un certain v € K dans la topologie de la convergence
uniforme. Par semi-continuité inférieure de 'action L, nous avons M = 1j121 _:gof L(vn;) > L(y) et
par définition de I'infimum, nous avons en fait égalité. Ainsi, il existe un solution au probléme de

minimisation d’action de courbe dans le compact K.

2.2.2 Théorémes de compacité de Tonelli

Nous énoncons et prouvons deux théorémes de compacité dus & Tonelli.

Théoréme 2.23. Soit L : TM — R un Lagrangien de classe C' que nous supposons convexe
dans les fibres et superlinéaire au-dessus des sous-ensembles compacts de la variété Riemannienne
(M,g). Si K C M est compact et C € R, alors ’ensemble

Yxci={y € C*la,b], M) [([a,b]) C K,L(y) < C}
est compact dans C*([a,b], M) muni de la topologie de la convergence uniforme.

Démonstration. Commengons par montrer que X ¢ est fermé dans C%([a,b], M). Considérons
pour cela une suite 7y, dans ¥ ¢ qui converge uniformément vers une courbe 7 : [a,b] — M. Par
Théoréme 2.18, v € C*([a,b], M) et %r_r)lirglh('yn) > L(y). Comme L(v,) < C pour tout n € N,
il est clair que L(vy) < C. De plus, pour tout ¢t € [a,b], la suite v, (t) converge vers ~(t) et par
compacité de K, v(t) € K. Ainsi, v([a,b]) C K et il s’ensuit que v € X ¢. Donc X ¢ est fermé.

Puisque pour tout ¢t € [a, ], 'ensemble {v(¢) | v € ¥k ¢} est fermé et inclus dans le compact K,
il est compact. Ainsi, par le Théoréme d’Ascoli-Arzéla, il suffit de prouver que X i ¢ est équicontinue
pour avoir que m = Yk ¢ est compact.

Nous prouvons I’équicontinuité. Par superlinéarité de L au-dessus de K, nous avons pour toute
constante A > 0 l'existence de C'(A) > —oo tel que

Vo € K,Yv € T,M, L(x,v) > Aljv||z + C(A).
En particulier, puisque 7([a,b]) C K, il vient
vt € [a, 0], L(v(t),7(t)) = All7 @)l + C(A).
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Nous intégrons entre ¢ et ¢’ dans [a, b] avec t < t' pour obtenir

/t Ly(s).4(s)) ds > A / 14(8)ll sy ds + CANE — t)
[ L) ds = COlb-a) - (¢ - o).
[a,b]\[t,t']

En sommant ces deux inégalités et en utilisant L(y) < C, nous obtenons

[ 156l a5 < CO=CANED , C=CO00)

Par Lemme 2.12, nous avons

16(0) 7ty < CO=CANC =D C=COB=a)

Fixons € > 0 et choisissons la constante A de telle sorte a avoir (C' — C(0)(b — a))/A < €/2 et
choisissons 6 > 0 tel que (C'(0) — C(A))d/A < €/2. Alors

t'—t<d = dy(t'),v(1t) < e
et nous avons prouver I’équicontinuité. [l

Avant de prouver le deuxiéme théoréme de compacité du a Tonelli, nous énoncons et prouvons
un résultat classique de topologie provenant de | |, voir Théoréme 45.1. Nous commengons par

une définition.

Définition 2.24. Un espace métrique (X, d) est dit totalement borné si pour tout € > 0, il existe

un recouvrement fini de X par des e-boules.

Théoréme 2.25. Un espace métrique (X,d) est compact si et seulement si il est complet et totale-

ment borné.

Démonstration. Supposons (X, d) compact. Montrons I’assertion suivante : si toute suite de Cauchy
dans (X,d) admet une sous-suite convergente, alors (X,d) est complet. Puisque (X,d) compact
équivaut a (X, d) séquentiellement compact, il est clair que si 'assertion est vraie, alors (X, d) est
complet.

Prouvons désormais I’assertion. Soient pour cela x,, une suite de Cauchy et Tp; une sous-suite de
x, qui converge vers un certain x € X. Fixons € > 0 et soit N € N tel que d(zy,, ) < €/2,Yn,m >
N et soit j € N suffisamment grand pour que d(z,,,z) < €/2,Vk > j. Prenons alors £ > j tel que
ng > N (nous prenons la suite n; croissante). Alors Vk > ¢ et ¥Yn > N, nous avons par 'inégalité
du triangle,

d(zp,z) < d(zp,zn,) + d(xp,, ) <€

et par conséquent z,, converge vers x et (X, d) est complet. Ainsi, 'assertion est démontrée.
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Le fait que (X, d) est totalement borné est une conséquence directe du fait que (X, d) est compact

et donc nous avons démontré le sens direct du théoréme.

Pour la réciproque, supposons (X, d) complet et totalement borné et montrons que (X,d) est
séquentiellement compact. Soit pour cela x,, une suite quelconque dans X. Nous allons construire
une sous-suite xp; de z, qui est de Cauchy. Commengons par recouvrir X par un nombre fini de
boules de rayon 1. Puisque le nombre de boules est fini, il en existe au moins une, disons Bj, qui
contient une infinité de termes de la suite z,, (principe des tiroirs de Dirichlet). Définissons alors
I'ensemble d’indices J; := {n | z,, € B1}. Recouvrons désormais X par un nombre fini de boules
de rayon 1/2. Puisque Bj contient une infinité de termes de la suite, il existe au moins une boule
de rayon 1/2, disons B, qui contient une infinité de termes de x,, avec n € J;. Définissons alors
I'ensemble d’indices Jo := {n|n € J1,x, € By}. Par récurrence, si Ji est un ensemble d’indices
infini, alors nous définissons Ji 1 comme étant un sous-ensemble de Ji qui contient une infinité
d’indices n tel que z,, est contenu dans une boule By de rayon 1/(k + 1).

Soit ny € Jj. Par récurrence, si ny € Ji, prenons ngi1 € Jrr1 avec ngi1 > ng, ce qui est
possible puisque Jj 1 est infini. Si 4,5 > k, alors n;,n; € Jj, puisque ... C Jo C Ji. Ainsi, z,, et
T, sont contenus dans une boule de rayon 1/k et donc d(wy,,7,,) < 2/k. Donc x,, est bien une
sous-suite de Cauchy de x,, et converge donc dans 'espace complet (X, d). Il s’ensuit que (X, d) est

séquentiellement compact et donc compact comme souhaité. [l

Apres cette courte digression topologique, nous sommes en mesure de prouver le second résultat

de compacité de Tonelli. D’abord, il nous faut une définition.
Définition 2.26. Un Lagrangien L : TM — R défini sur le fibré tangent d’une variété Rieman-
nienne (M, g) est dite borné par dessous par g si il existe une constante C’ € R telle que

V(x,v) € TM, L(z,v) > ||v|l. +C’.

2.27. Si M est une variété compacte, alors la superlinéarité au-dessus des compacts de L garantit

que L est bornée par dessous.

Théoréme 2.28. Soit L : TM — R un Lagrangien de classe C' défini sur le fibré tangent d’une
variété Riemannienne (M, g). Supposons la métrique Riemannienne g compléte et le Lagrangien L
conveze dans les fibres, superlinéaire au-dessus des compacts de M et bornée par dessous par g. Si

K est un sous-ensemble compact de M et C € R, alors ’ensemble
Yo ={y € C*a,b], M) [ y([a,0]) N K # 0, L(y) < C}

est compact dans C*([a,b], M) muni de la topologie de la convergence uniforme.
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Démonstration. Soit 7 < +oo et définissons 'ensemble V,, = {y € M |3z € K,d(z,y) < r}.
Montrons que nous pouvons choisir 7 de telle sorte a avoir v([a,b]) C V, pour tout v € g c.
Puisque L est borné par dessous par la métrique Riemannienne g, nous avons l'existence d’'une

constante C’ € R telle que
V(x,v) € TM, L(z,v) > ||v|l. +C".

En particulier, pour tout s € [a,b], L(v(s),5(s)) > [|7(s)lly(s) + C'. Soient t,t' € [a,b],t <t et

intégrons 'inégalité précédente entre ¢ et ¢’ pour obtenir

t/
| Il ds <L)+ Cle—t) <CHIC1E 1) < C+IC1 - a)
t

Par Lemme 2.12, il vient

d(y(t),7(t) < C+]C'|(b - a).

Si nous fixons ¢, I'inégalité vaut pour tout t' € [a,b]. Puisque v([a,b]) N K # (), nous pouvons
choisir ty € [a,b] tel que v(tg) € K. De plus, d(v(t),v(tg)) < C + |C'|(b — a) et donc en prenant
r = C +|C'|(b — a), nous obtenons «(t) € V.. Puisque t est arbitraire, v([a,b]) C V..

Le but est désormais de montrer que V, est compact. Commencons par montrer que V, est
fermé. Soit pour cela une suite y, dans V, qui converge vers un certain y € M. Alors pour tout
n € N, il existe x,, € K tel que d(zy,y,) < r. Puisque K est compact et donc séquentiellement
compact, il existe une sous-suite x,; de z, qui converge vers un certain x € K. Bien entendu, la

sous-suite y,; converge vers y. Ainsi, d(z,y) = lim d(zy;,yn,;) < 7 et donc y € V, et V, est fermé.
j—o0

Par conséquent, (V. d) est complet en tant que sous-espace fermé de I’espace complet (M, d).

Montrons que V, est totalement borné. Fixons € > 0 et recouvrons V, par des e-boules. En
particulier, K est recouvert par ces boules et par compacité, il existe x1,...,z, € K tel que
K C Uj_ B(zg,€). Pour tout k = 1,...,n, nous avons par le Théoréme de Hopf-Rinow que la
boule fermée B(z, e + r) est compacte. Pour une preuve de ce théoréme, voir Théoréme 1.4.8 de
[ |. Ainsi, puisque B(x, € +7) est recouverte par les e-boules, il existe un ensemble d’indices fini
I tel que B(zg,e+1) C Uzes, B(x,¢€). Mais alors

n
V. C U U B(x,e).
k‘:1 {L'GIk
En effet, si y € V., alors il existe x € K tel que d(z,y) < r. Puisque z € K, il existe 1 < k < n tel
que x € B(xy,€). Alors, par I'inégalité du triangle,

d(xg,y) < d(wg,x) +d(z,y) <e+r

et donc y € B(zg,e +7) C B(xp,e +7) C ,e;. B(x,€). Ainsi, nous avons démontré que V. est

totalement borné.

z€l}

Par Théoréme 2.25, V, est compact. Par Théoréme 2.23, I'ensemble Y7, o est compact dans

~

C*([a,b], M). Par ce qui précéde, nous avons Xk ¢ C Xy . Nous prétendons que X ¢ est ferme.
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Soit pour cela une suite 7, dans Y ¢ qui converge uniformément vers v : [a,b] — M. Par les
mémes arguments que nous avons utilisé dans la preuve de Théoréme 2.23, v € C*([a,b], M) et
L(y) < C. Ainsi, il reste seulement a montrer que ¥([a,b]) N K # (. Puisque pour tout n € N,
Yn([a, b)) N K # 0, il existe une suite x,, dans [a, b] telle que {7, (x,)|n € N} C K. Puisque [a, b] est
séquentiellement compact, il existe une sous-suite Ty, (Ul CONVEIge VEIs & € [a, b]. De méme, puisque
K est séquentiellement compact et {7y, (zn;) [ j € N} C K, il existe une sous-suite vy, (2, ) qui
converge dans K. Or, par I'inégalité du triangle
d(y(@), Yy, (20, ) < d(y(@), V(20 ) + d(v(@ny, ) g, (20, ) — 0,
par continuité de 7 et convergence de 7, vers . Ainsi, y(z) = klim Vnj, (xn]k) € K et donc X ¢
— 00

est fermé et donc compact car sous-ensemble fermé d’un compact. O

2.2.3 Existence de minimiseurs de Tonelli

Nous sommes désormais en mesure de prouver le théoréme d’existence de solutions au probléme

de Tonelli mentionné dans l'introduction.

Théoréme 2.29 (Tonelli). Soit M une variété conneze que nous munissons d’une métrique Rie-
mannienne g compléte. Soit L : TM — R un Lagrangien de classe C' convexe dans les fibres,
superlinéaire au-dessus des compacts de M et bornée par dessous par g. Alors pour tout x,y € M
et tout a < b € R, il existe une courbe absolument continue v : [a,b] — M avec y(a) =z, v(b) =y

qui est un minimiseur pour C*([a,b], M).

Démonstration. Définissons la quantité Ciys := inf L(~), ot U'infimum est pris sur I'ensemble des
courbes absolument continues de [a,b] dans M vérifiant y(a) = x et y(b) = y. Puisque M est
connexe, il existe une courbe v € C5% . ([a,b], M) reliant x & y qui est donc telle que L(y) < 400
(voir le début de la preuve de Proposition 1.21). Ainsi, Ciys < +o0. Définissons pour n € N les
ensembles

Cn :={vy € C%([a,0], M) [(a) = 2,7(b) = y, L(7) < Cint +1/n}.

Par définition de I'infimum, ces ensembles sont tous non vides et la suite des C,, est décroissante. De
plus, pour chaque n € N, I’ensemble C,, est fermé et inclus dans §{$7y}7cinf+1 /n qui est compact par
Théoréme 2.28 et donc chaque C,, est compact. Par la Propriété de I'Intersection Finie, (7, C,, #
(). Toutes les courbes 7 appartenant a cette intersection vérifient L(y) = Cins et sont donc des

minimiseurs. 0
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3 Courbes extrémales et équation d’Euler-Lagrange

Apreés avoir énoncé et prouvé le théoréme de Tonelli, ce qui était le but principal de ce travail,
nous nous penchons sur la question de la régularité des minimiseurs de Tonelli. Pour se faire, nous

étudions d’abord les courbes extrémales de classe CL et montrons que sous de faibles conditions

morc
sur le Lagrangien L de classe C" avec r > 2, celles-ci sont en fait de classe C" et doivent par consé-
quent vérifier ’équation d’Euler-Lagrange. Dans un second temps, nous montrerons que tout courbe
qui minimise l'action de L pour une certaine classe de courbes est extrémale. Or, les minimiseurs de
Tonelli de la section précédente sont de classe C* et donc nos résultats sur les courbes extrémales

de classe C1

more 1€ s’applique donc a priori pas. Nous suivrons tout le long | .

3.1 Transformée de Legendre globale

Nous commencons par quelques définitions et résultats préliminaires qui seront nécessaires pour

la suite. La notion de courbe extrémale sera introduite dans la section suivante.

Définition 3.1. Un Lagrangien L sur M est dit non-dégénéré si pour tout z € M et tout v € T, M,

2 .
ng(x, v) est non-dégénérée en tant que forme quadratique.

Définition 3.2. Soit L un Lagrangien sur M de classe C", r > 1. Nous appelons transformée de
Legendre globale de L la fonction & : TM — T*M définie par

ZL(x,v) = (z, g—i(:v,v))

pour tout & € M et tout v € T, M. Cette fonction est bien entendu de classe C™ 1.

Théoréme 3.3. Soit L un Lagrangien sur M de classe C", r > 1 et £ sa transformée de Legendre

globale. Alors L est non-dégénéré si et seulement si L est un C"~'-difféomorphisme local.

Démonstration. Le résultat est de nature locale et nous pouvons donc sans perte de généralité
supposer que M est un ouvert de R™. Alors la différentielle de &, D.& : R™ x R — R" x R™,

s’écrit matriciellement

DL (x,v) = < 0 22_5(33 0)

Ainsi, L est non-dégénérée si et seulement si D.Z est inversible. Or, par le Théoréme de I’In-

Idgn %(m,v))

version Locale, D.Z est un isomorphisme d’espace vectoriels si et seulement si . est un C"!-

difféomorphisme local et donc nous avons terminé la preuve. O

Corollaire 3.4. Soit L un Lagrangien sur M de classe C", r > 1 et £ sa transformée de Le-
gendre globale. Alors L est non-dégénéré et £ est injective si et seulement si &£ est un C"~'-

difféomorphisme sur son image.

41



3.2 Courbes extrémales dans R"

Dans toute cette section, M désigne un ouvert de R". Nous traiterons le cas d’une variété

quelconque dans la prochaine section.

3.2.1 Définition et premiéres propriétés

Définition 3.5. Une courbe extrémale de classe CL . pour un Lagrangien L de M est une courbe

v : [a,b] — M de classe CL . qui vérifie

d
—L t =0
T (v +t71) o

pour toute courbe 71 : [a,b] — R™ de classe C*° et a support compact dans |a, b].
Pour voir que cette définition fait bien sens, nous avons besoin de la proposition suivante.

Proposition 3.6. Soit L un Lagrangien sur M de classe C'. Soient v : [a,b] — M et 71 :

[a,b] — R™ deux courbes de classe C} Alors la fonction t — L(vy + ty1) est bien définie pour t

morc-

suffisamment petit, et

b
= OL /0, 40 (1) + T2 (30, 40 (i (1))t

d
—L t
7 (v +tn)

Démonstration. Considérons la fonction I : [a,b] x R — R™ définie par

I(s,t) = 7(s) + tm(s)-

Puisque v et 71 sont continues, I' est continue et donc uniformément continue sur [a,b] x [—1,1].

De plus, pour tout s € [a,b], I'(s,0) = v(s) € M et donc il existe € > 0 tel que I'(s,t) € M pour

tout (s,t) € [a,b] x [—€,¢€]. Donc pour ¢ € [—¢, €], 'action de v + ¢y, pour L est bien définie.
Considérons la fonction A : [a,b] X [—€, ] — R définie par

A(s,t) = L(v(s) + t71(5), ¥(s) + t1(s)).

Cette fonction est continue et sa dérivée en t vaut

0 oL

O 030 = L 3(s) 1), () + (D)0 (5)) + S (7(s) (), 4(5) + Fa () (5 (5).

Puisque L est de classe C!, cette dérivée en t est continue et donc la fonction X est de classe C*
dans la variable t. Ainsi, nous pouvons dériver par rapport a t sous le signe de I'intégrale et nous

obtenons alors le résultat souhaité. O

42



3.7. D’aprés le résultat précédent, une courbe 7 : [a,b] — M de classe CL_ . est extrémale si et

morc

seulement si
b
OL /) 40 (1) + T2 (0, 40 Cia 1)) i = 0

a

pour toute courbe v; : [a,b] — R™ de classe C*° et a support compact dans ]a, b].

Proposition 3.8. Soit v : [a,b] — M une courbe extrémale de classe CL . et [a',b'] C [a,b].

Alors la restriction |y 1| est aussi une courbe extrémale de classe Clore-

Démonstration. Soit v : [a',b] — R™ une courbe C*° a support compact dans ]a’, b[. Alors nous
pouvons choisir € > 0 tel que v1(t) = 0 pour tout ¢t € [a’,a’ 4+ €] U [b/ — €,b]. Prolongeons alors
de maniére lisse la courbe 41 en 5, : [a,b] — R™ par 7,(t) = 0 pour tout ¢t € [a,a’] U [/, D).
Alors cette courbe est de classe C'*° et nulle dans un voisinage de a et b. Puisque v est extrémale,
nous avons %L(W + t71)|t=0 = 0. Mais L(y + t7;) — L(y + ty1) = L(V[{a,a7) + L(vlry) et donce
%L(v +t71)]t=0 = 0. Par conséquent, 7|, ] est extrémale. O

3.2.2 Equation d’Euler-Lagrange

Nous commengons par un lemme préliminaire dii au mathématicien allemand du Bois-Reymond.

Nous verrons son utilité dans la preuve du théoréme d’Euler-Lagrange.

Lemme 3.9 (du Bois-Reymond). Soit A : [a,b] — R™ une fonction continue telle que

b
/A@wm»mzo

pour toute courbe v1 € C([a,b],R™) a support compact dans ]a,b[. Alors A(t) = 0 pour tout
t € [a,b].

Démonstration. Par I’absurde, supposons qu’il existe ¢y € [a,b] et vg € R™ tel que A(tp)(vo) # 0.
Quitte a prendre —vg, nous pouvons supposer A(tg)(vg) > 0. Si tg = a, alors par continuité de
A il existe t; €]a,b] proche de a tel que A(t1)(vg) > 0. Donc, quitte a choisir ¢; nous pouvons
supposer que ty # a et de méme que tg # b. Supposons donc que ty €la,b[. Par continuité de A,
il existe € > 0 suffisamment petit pour que |tg — €,to + €[ C [a,b] et tel que A(t)(vg) > 0 pour
tout t €]ty — €,to + €[. Définissons une courbe ¢ : [a,b] — [0,1] de classe C™° qui est nulle en
dehors de Jtg — €ty + €[ et telle que ¢(ty) = 1. Alors par hypothese, f; A(t)(¢p(t)vg) dt = 0. Or,
f; A(t)(p(t)vg) dt = t?j: d(t)A(t)(vg) dt et la fonction ¢t — ¢(t)A(t)(vg) est continue, positive sur
Jto — €, to + €[ et ¢(to)A(to)(vo) > 0 puisque ¢(tp) = 1. Ainsi, cette intégrale ne peut pas étre nulle,

d’out la contradiction. O
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Théoréme 3.10 (Euler-Lagrange). Soit L un Lagrangien sur M de classe C? et 7 : [a,b] — M
une courbe de classe C%. Alors 7y est une courbe extrémale si et seulement si pour tout t € [a,b] elle
vérifie ’équation d’Fuler-Lagrange

d [OL . oL .
% |5:0050)] = Gr0w. 56

Démonstration. Soit 1 : [a,b] — R™ une courbe C'* a support compact dans |a, b]. Considérons

la fonction oL
t= oo (1), 7)) (. (2))

qui est bien évidemment de classe C! et nulle aux points a et b puisque 7; I'est. Par conséquent,

b
| & |5e0msme0)] a=o

En développant la dérivée, nous obtenons

b b
OO G 6= [ 5| Z6w.50)| mo)a

a

La courbe « est extrémale si et seulement si

b
O ) A ) (D) + 92 (3(8),40)) (i (1))l = 0

a

et donc en remplacant par ce qui précéde, nous avons que 7y est extrémale si et seulement si

/ab {ZE00.3) - 5 [ SE60 0] fene ar= 0

pour toute courbe ~y; de classe C*° & support compact dans ]a, b[. La fonction

0 GO040) - 5 | Fr00.50)]

est continue de [a, b] dans R™. Ainsi, par Lemme 3.9 de du Bois-Reymond,

% [(Z—i(fy(t),f}/(t))] = g—’;wwt)),

d’otl le résultat. O

3.2.3 Régularité des courbes extrémales

Le but du reste de cette section est de montrer que sous de faibles conditions sur le Lagrangien

L de classe C" avec r > 2, toute courbe extrémale de classe C' ou méme de classe CL . est en fait

morc
de classe C” et doit donc satisfaire ’équation d’Euler-Lagrange.
Avant de pouvoir s’attaquer aux résultats mentionnés dans la remarque nous avons besoin d’une

proposition de plus et pour cette proposition, il nous faut un lemme qui est di & Erdmann.
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Lemme 3.11 (Erdmann). Soit A : [a,b] — R™ une fonction continue telle que f: A(t)(A1(t))dt =
0 pour toute courbe v : [a,b] — R™ de classe C™ a support compact dans |a,b[. Alors il existe

p € R™ tel que A(t) = p pour tout t € [a,b].

Démonstration. Soit p : [a,b] — R™ une courbe C'*° a support compact dans ]a,b| et posons
C = ff p(t) dt € R™. De plus, considérons une courbe ¢ : [a,b] — R de classe C*° a support
compact dans |a,b[ et telle que f; ¢(t) dt = 1. Finalement, définissons la courbe ~; : [a,b] — R”

par
7(t) = / p(s) — Co(s) ds.

Cette courbe est bien de classe C* et s’annule en a et b. Sa dérivée vaut 1 (t) = p(t) — Co(t). Par
hypotheése, fab A(t)(31(t)) dt = 0. Ainsi,

b b
| awew) at- [ awaic a—o.

Posons p = fab o(t)A(t) dt € R™. Alors, I'équation précédente n’est autre que fab A(t)(p(t)) dt —
p(C) = 0. Or, par linéarité, p(C) = f;p(p(t)) dt. Il s’ensuit que

b
[ 14® =ity e =0

et ceci vaut bien évidemment pour toute courbe p € C*°([a,b],R™) & support compact dans |a, b].

Par Lemme 3.9 de du Bois-Reymond, A(t) = p et nous avons démontré le résultat. 0

Proposition 3.12. Soit L un Lagrangien de classe C' et v : [a,b] — M une courbe extrémale de

classe C1. Alors, il existe p € R™ tel que pour tout t € [a,b], I’égalité suivante a lieu :

L a.30) =+ [ SE(s)(5) ds.

a

Démonstration. Soit 1 : [a,b] — R™ une courbe de classe C*° & support compact dans |a,b| et
considérons la fonction
" oL ,
te [ 5o (1(5),7(s)) ds(m(t)).
o Ox

Cette fonction est bien évidemment C' et nulle en a et b. Il s’ensuit que
b t
d oL
— — )9 d t))| dt =0.
[ a1 e i)
En développant la dérivée, nous obtenons

b b rt
OO a = [ [ Z60, 4 dstia(e) e

a

Puisque ~ est extrémale,

b
O () 7Y (0) + 92 (1(8),50)) (i (1)) e = 0

a
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et donc, en remplacant grace a 1’égalité obtenue avant,

b t
oL . oL . .
[ {Gea0.a0 - [ Frae. sy as) ) a=o.
Ceci est vrai pour toute courbe 1 € C*([a,b],R™) & support compact dans |a,b[ et donc Lemme

3.11 d’Erdmann permet de conclure. O

Nous prouvons maintenant un premier théoréme de régularité concernant uniquement les courbes

extrémales de classe C1.

Théoréme 3.13. Soit L un Lagrangien non-dégénéré de classe C", r > 2. Alors toute courbe

extrémale de classe C1 est de classe C" et vérifie donc Uéquation d’Euler-Lagrange.

Démonstration. Fixons tyg € [a,b]. D’aprés Théoréme 3.3, £ est un C"~!-difféomorphisme local.

Soit alors J# l'inverse local de £ dans un voisinage de 7(tg). Alors pour ¢ suffisamment proche de
to,
. oL . .
A (L (1), 7)) = A (1), 5~ (v(1),7(1)) | = ((8),7(2)).- (3.13.1)

Par Proposition 3.12,
oL . tor .
3, 0@ A@0) =p+ [ Z-(v(s),7(s)) ds.

a
Il est clair que le coté droit de cette équation est de classe C'!. Puisque % est de classe C" ™!, nous
avons alors que le terme du milieu de 1’équation (3.13.1) est C'. Par conséquent, 7 est C! et donc

~ est C2. Par induction, nous obtenons que % est C"~! et donc v est C". O

3.14. La méthode utilisée dans cette preuve est souvent appelée bootstrap. Ce genre de méthode

est bien connue dans le cadre de démonstrations concernant la régularité d’une fonction.

Théoréme 3.15. Soit L un Lagrangien de classe C" avec r > 2 et tel que sa transformée globale
de Legendre £ soit un C™ ' -difféomorphisme sur son image. Alors toute courbe extrémale de classe
Cl

T
more €St de classe C".

Démonstration. Commengons par remarquer que par Corollaire 3.4, L est non-dégénéré et £ est
injective.

Soit v : [a,b] — M une courbe extrémale de classe O} Soit @ = ap < ... < a, = b une parti-

morc*

tion de l'intervalle [a, b] telle que chaque restriction 7/, ] soit de classe Clpouri=0,...,n—1.

Aj,A541
Puisque une restriction d’'une courbe extrémale reste extrémale, nous avons par Théoréme 3.13 que
Yjas,ai+,] €t de classe C" pour tout @ = 0,...,n — 1.

Soit y1 € C*([a,b],R™) & support compact dans ]a,b[. Maintenant, puisque v est extrémale,

nous avons b
2L (0 40) (1(6) + SEO8),5(6) (G (1) e = 0 (315.1)

a
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Puisque ’y\[ai, ] est de classe au moins C?, nous pouvons intégrer par partie pour obtenir

[ Gewsmme a= | Faosmemo] - [T 5 Few )] moa
Ainsi, I'égalité suivante & lieu :

ai+1

/ém g—i(w(tm(t))(%(f)) N g_iw(tm(t))@l(t)) dt = [g—ﬁ(w(t),ﬁ(t))(%(t))] |

+ [ GR0w A0 - [Fra0.50)] fonw)

/

=0 par Euler-Lagrange 3.10

En sommant sur 4, ’équation (3.15.1) devient

“~ [0L oL
> [%wm),w_<ai+1>><fn<ai+1>> - %wmi)m(ai))m(ai»] =0,

i=0
ol ¥4 et Y_ dénotent respectivement la dérivée de v a droite et a gauche. Remarquer que cette
égalité vaut pour toute courbe 71 € C*°([a, b],R™) & support compact dans |a, b[. Définissons, pour
i=0,...,n—1, une courbe ; € C*°([a, b],R™) qui est nulle sur [a,a;—1] U [ai+1,b] et pour laquelle

vi(a;) est fixée. Alors I’égalité précédente devient

O (1), A (00)) ) = e (1), 3 (00)) (i)

Puisque nous pouvons choisir «;(a;) comme nous le souhaitons, nous obtenons

OL . oL .

5y (1(@i), 3+ (ai) = 5~ (v(as), 3-(as))-
Mais puisque .Z est injective par hypothése, nous obtenons que 44 (a;) = 4—(a;) pour tout i =
0,...,n — 1 et donc v est de classe C'. Théoréme 3.13 nous dit alors que v est de classe C” et la

démonstration est terminée. O

3.2.4 Variation de courbes

Nous donnons une caractérisation des courbes extrémales a travers les variations de courbes en
vue d’une généralisation de la notion de courbe extrémale aux variétés quelconques dans la prochaine
section. Nous définissons les variations de courbes pour une variété différentiable quelconque et

travaillons ensuite dans un ouvert de R".

Définition 3.16. Soit M une variété différentiable quelconque. Considérons une courbe 7 : [a, b] —
M de classe C". Une variation de classe C” de la courbe 7 est une fonction I' : [a,b]x] — €, e[— M
de classe C" avec € > 0 et qui est telle que I'(¢,0) = (¢) pour tout t € [a,b]. Nous noterons I'; la
courbe de [a,b] dans M donnée par I's(t) = I'(¢, s) pour s €] — €, €.
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Nous reprenons a partir d’ici la convention selon laquelle M désigne un ouvert de R".

Lemme 3.17. Soit L un Lagrangien sur M de classe C' et T une variation de classe C? & valeurs
dans M d’une courbe v : [a,b] — M de classe C%. Alors la fonction s — (L) est différentiable

et sa dérivée en s = 0 vaut

b 2
Lo = [ GEO00) (500) + Sro040) (55 00)

ds a

Démonstration. Définissons la fonction A\ par

At s) =L (F(t, s), g—z(t, s)) .

La dérivée de cette fonction par rapport a s vaut

Do) = 5 (10,0, 51090 (Fo0.0)) + 55 (10690 509)) (5569

et est clairement continue en vue des hypothéses. Ainsi, A est de classe C!' en s et nous pouvons

donc dériver sous le signe de l'intégrale pour obtenir le résultat voulu. O

Théoréme 3.18. Soit : [a,b] — M une courbe extrémale de classe C2. Alors pour toute variation
' de classe C? de 7,

d oL or oL or

—L(Ls)|s=0 = 5~ b),y(b (b, — a. 01 a0 \W :

L0 = G0 0)40) ( 5,0.0)) - Sre@0i) (5w0)
Démonstration. Nous avons par le lemme précédent que

b 2
FLleo = [ G000 (500 + GE6.50) (5500

a

En intégrant par parties, nous obtenons

O (220.0) w=[Zawaw <§—§<t,0)>]b

a

- [ & [ awam] (Geo) a

Puisque 7 est extrémale de classe C?, elle vérifie 'équation d’Euler-Lagrange et donc en injectant

a

I'inégalité précédente dans celle d’avant, nous obtenons

a

comme souhaité. O
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Théoréme 3.19. Une courbe v : [a,b] — M de classe C? est extrémale si et seulement si
%L(Fsﬂszo = 0 pour toute variation T de v de classe C? telle que T'(a,s) = y(a) et T'(b,s) = v(b)

pour tout s dans un voisinage proche de 0.

Démonstration. Soit v : [a,b] — M une courbe extrémale de classe C2. Par Théoréme 3.18,

LTl = G0 050) (5,0.0)) - Fro@.i@) (5@0).

Mais puisque I'(a, s) et I'(b, s) sont constantes dans un voisinage de 0, leurs dérivées partielles par
rapport & s sont nulles et par conséquent d%IL(FS)| s=0 = 0.

Pour la réciproque il suffit de remarquer que si v; € C*([a,b], M) est une courbe a support
compact dans [a, b], alors I'y = y-+s7; est une variation C? de 7 telle que I's(a) = y(a) et T's(b) = ~(b)

pour s dans un voisinage proche de 0. Ainsi, par hypothése,

d
_L s=0 — 0
ds (v + 571)]s=0

et donc v est extrémale. O

3.3 Courbes extrémales sur une variété quelconque

Nous généralisons les concepts abordés dans la section précédente aux variétés quelconques. Soit

pour cela M une variété différentiable que nous munissons d’un Lagrangien L de classe C", r > 2.

3.3.1 Définition et lien avec les minimiseurs

Nous commencons par un lemme avant de donner la définition de courbe extrémale sur une

variété abstraite. Nous établissons ensuite le lien entre courbe extrémale et minimiseur.

Lemme 3.20. Soit I' : [a,b]x] — e,e[—> M wune fonction de classe C?. Définissons la courbe
Ly : [a,b] — M pour s €] — €, €[ par Ts(t) = T'(t,s). Alors la fonction s + (') est de classe C!.

Démonstration. Puisque T'([a,b] x {0}) est compact dans M, il existe un nombre fini de domaines
de cartes locales Uy, ..., U, tel que I'([a,b] x {0}) est contenu dans leur union. Soit a = ap < ... <
a, = b une partition de l'intervalle [a, b] tel que chaque sous-espace I'([a;, a;+1] x {0}) soit contenu
dans un certain U;. Par compacité encore une fois, il existe 0 < § < € tel que I'([a;, a;11] X [=6,d])
soit contenu dans U;. Via la carte locale associée & U;, nous transportons le probléme dans R™ et
alors par Lemme 3.17, la fonction s — [**' L (T'(¢,s), Z-(¢,s)) dt est de classe C'! pour s € [, d].

a;

Mais .
N7 raig or
L(T,) = Z/ L <F(t, s), E(t, 5)> dt
i=0 v %
et donc L est C! pour s dans un certain intervalle contenant 0. O
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Définition 3.21. Une courbe 7 : [a,b] — M de classe C? pour le Lagrangien L de classe C? est
extrémale si pour toute variation I : [a,b]x] — €, e[— M de v de classe C? avec I'(t,s) = v(t) dans
un voisinage de (a,0) et (b,0), nous avons %L(I’sﬂszo =0.

3.22. Par Théoréme 3.19, cette définition de courbe extrémale correspond bien & celle que nous

avons donné dans le cas ot M est un ouvert de R™.

Proposition 3.23. Soit 7 : [a,b] — M une courbe de classe C", v > 1 (respectivement C} ) qui
est un minimiseur pour l'ensemble C"([a,b], M) (respectivement CL  ([a,b], M)). Alors v est une

courbe extrémale pour L.

([a,b],M)) des

courbes dont les extrémités sont celles de ~. Soit I' : [a,b]x] — €, €] une variation C" de ~ avec

Démonstration. Soit E les sous-ensemble de C"([a,b], M) (respectivement CL_
I'(¢t,s) = ~(t) dans un voisinage de (a,0) et (b,0). Alors pour tout s dans un voisinage proche de
0, la courbe I'y appartient & £. Donc v minimise ’action de I'y et la fonction s — %L(PS) est CL.

Donc %L(FS)\SZO = 0 puisque I'g = 7. Donc ~ est extrémale. O

3.3.2 Equation d’Euler-Lagrange et régularité

Nous donnons 1’équivalent du théoréme d’Euler-Lagrange de la section précédente pour les
courbes extrémales de classe C? sur une variété abstraite et montrons que le résultat de régularité

que nous avons obtenu pour les courbes extrémales de R" reste valable sur une variété abstraite.

Lemme 3.24. Soit 7 : [a,b] — M une courbe extrémale de classe C? et [a’,b'] C [a,b]. Alors la

restriction |y ] est aussi une courbe extrémale de classe C?.

Démonstration. Soit I : [a/,b']x]—€, e[— M une variation de classe C? de 7|y 1] avec (¢, s) = (1)
dans un voisinage de (a’,0) et (b',0). Alors il existe 0 < € < e et § > 0 tel que I'(¢,s) = y(t) pour
tout (¢,s) € [a',a’ + 6] U b — 6,b'|x] — €, €[. Prolongeons I en r: [a,b]x] — €', /[— M en posant
IN‘(t,s) = ~(t) pour tout t € [a,a’] U [V/,b]. Alors T est une variation de classe O pour vy avec
I'(t,s) = y(t) dans un voisinage de (a,0) et (b,0). Ainsi, puisque v est extrémale, LL(I';)|s— = 0.

Or,
~ ! b

LE) =L = [ L6O30) de+ [ L60.50) d
et donc %L(fs“al’bl})h,\:o = %L(I‘sﬂszo = 0. Ainsi, ][4 ) est aussi une courbe extrémale de classe

C2. 0

Une caractérisation des courbes extrémales sur M via 1’équation d’Euler-Lagrange existe aussi

et elle est donnée par le théoréme suivant.
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Théoréme 3.25. Soit L un Lagrangien de classe C? sur M et v : [a,b] — M une courbe ex-
trémale de classe C%. Alors pour tout sous-intervalle [a’,b'] C [a,b] tel que ([a’,b]) est contenu
dans un domaine de carte locale, la restriction |\, ) satisfait I’équation d’Buler-Lagrange dans les
coordonnées de la carte en question.

Réciproquement, si pour tout to € [a,b] nous pouvons trouver € > 0 et un domaine de carte U
tel que y([to — €,t0 + €| N [a,b]) C U et Y|jty—e to+erap] Satisfait l'équation d’Euler-Lagrange dans les

coordonnées de U, alors «y est une courbe extrémale de classe C?.

Démonstration. Soit v : [a,b] — M une courbe extrémale de classe C2 et [a’,b] un sous-intervalle
de [a,b] tel que y([a’,b']) C U, ot U est le domaine d’une carte locale. Par le lemme précédente, la
restriction ’y\[a/,b/} est aussi extrémale de classe C2. Via la carte locale associée a U, nous transpor-
tons la situation dans un ouvert de R™. Puisque 7|[, ) est extrémale elle satisfait nécessairement
I’équation d’Euler-Lagrange.

Pour la réciproque, considérons une variation I' : [a,b]x] — d,[ de classe C? de 7. Puisque
~([a,b]) est compact, nous pouvons trouver une partition a = ag < ... < a, = b et des domaines
de cartes locales Uy, ..., U, tel que pour tout i = 0,...,n — 1, v([a;,a;+1]) C U;. De plus, nous
pouvons trouver 0 < n < § tel que I'([a;, a;+1] X [-1,7n]) C U. En transportant la situation dans un

ouvert de R", nous avons par Théoréme 3.18 :

d oL or oL

L Dleco = 0o o)) (G, 0)) = S0 (@i (5 @.0)

Mais, £1L(T;)|s=0 = 2?2_01 %L(Fsl[%aiﬂ})lpo et par conséquent

LTl = 0030 (5,0.0)) - Fro@.i@) (5w0).

Mais si I'(¢, s) = y(t) dans un voisinage de (a,0) et (b,0), alors les dérivées partielles de I" en (a,0)

et (b,0) par rapport a s sont nulles et donc %L(I’Sﬂszo = 0, ce qui montre que -y est extrémale. [J

3.26. Lors de la preuve de la proposition précédente, nous avons démontré que la formule de

Théoréeme 3.18 reste valable pour les variétés quelconques.

Le résultat suivant établit la régularité des courbes extrémales de classe CL _ sur une variété

morc

abstraite.

Proposition 3.27. Soit L un Lagrangien sur M de classe C" avec r > 2 tel que sa transformée
globale de Legendre £ : TM — T*M soit un difféomorphisme sur son image. Si vy : [a,b] — M

est une courbe extrémale de classe C) alors =y est de classe C".

morc’

Démonstration. Soit v : [a,b] — M une courbe extrémale de classe O} Par compacité de

morc-*

v([a, b]), nous pouvons trouver une partition a = ag < ... < a,, = b et des domaines de cartes
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locales Uy, ..., Uy, tel que v([a;,a;4+1]) C U; pour tout @ = 0,...,m — 1. Alors chaque restriction

Yjas,ai4,) €St extrémale de classe Cl

morc- 11 se ramenant via la carte correspondante a la situation

ott M est un ouvert de R" nous pouvons appliquer Théoréme 3.15 et alors /| ] est de classe

Aj,A541
C", ce qui fini la preuve. O
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Conclusion

Dans un premier temps, nous avons établi ’existence de minimiseurs de Tonelli, c’est-a-dire de
solutions au probléme de minimisation de ’action de courbe pour un Lagrangien L pour la classe de
courbes absolument continues sur une variété M. Ce résultat d’existence était le but primaire de ce
travail de semestre. Dans un second temps, nous sommes sortis de ce cadre en nous penchant sur le
probléme de la régularité de tels minimiseurs. Nous avons établi que sous de faibles conditions sur
sont de classe C". Or,

les minimiseurs de Tonelli étant de classe C%, ces résultats de régularité ne s’appliquent & priori

le Lagrangien L de classe C",r > 2, les courbes extrémales de classe C} ..
pas a nos solutions. Comme nous ’avons déja annoncé dans I'introduction, cette difficulté peut étre

surmontée mais aurait demandé davantage de temps. Le résultat s’annonce comme suit :

Théoréme. Soit L un Lagrangien non-dégénéré sur M de classe C", r > 2, superlinéaire au-dessus
des compacts de M et convexe dans les fibres. Si 7y : [a,b] — M un minimiseur de Tonelli, c’est-
a-dire un minimiseur de l'action de L pour la classe des courbes absolument continues, alors v est

une courbe extrémale et donc ~y est de classe C".

Le lecteur intéressé peut lire la preuve compléte dans | |, voir Théoréme 3.7.1. Il permet de
joindre les parties que nous avons traité dans ce projet et donne sens au développement que nous

avons fait concernant les courbes extrémales.
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