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l’Université de Toulouse II le Mirail

pour l’obtention du
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Smit. J’ai rencontré deux personnes qui sont pour moi bien plus que des directeurs de thèse.
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Christian et Bart m’ont tous deux prouvé qu’il est possible d’associer une vie familiale réussie
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Cassou Noguès. Ils ont écrit dans leurs rapports ce que j’avais envie qu’on me dise, cela m’a
profondément touchée.
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statistique étaient un vrai plaisir. Je fais également un petit coucou à Julien qui m’a souvent
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Enfin, je tiens à remercier les secrétaires du centre international de Leiden, Maureen et Astrid,
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Vilaine et a su m’encourager tout au long de mon année à Rennes avant de me laisser descendre
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Introduction

L’objet de cette thèse est l’étude des pro-p extensions abéliennes sur un corps K de ca-
ractéristique p > 0, appelées extensions d’Artin-Schreier-Witt.

A l’origine, dans un papier commun de 1927 [7], Artin et Schreier décrivent les extensions
cycliques de degré p sur un corps de caractéristique p afin de répondre entièrement au 17ème
problème de Hilbert. Plus précisément, il s’agit de montrer qu’en caractéristique p il n’existe pas
de corps algébriquement clos qui soit extension finie d’un sous-corps propre. Notons que le cas de
la caractéristique 0 a déjà été traité par Artin en 1925 en terme de corps réels clos : dans [5], Artin
montre que les corps réels clos sont précisément les corps de caractéristique 0 qui sont sous-extension
finie de leur clôture algébrique, le degré de l’extension étant alors 2.

Soit K un corps de caractéristique p > 0. Le point clef de [7] est le suivant : toute extension
cyclique de degré p sur K est donnée par un polynôme Xp−X−a avec a dans K. C’est le théorème
d’Artin-Schreier, analogue de la théorie de Kummer lorsque le degré de l’extension est égal à la
caractéristique du corps de base. Par la suite, plusieurs études, dont celle menée par Albert dans [4],
généralisent ce résultat à toute extension cyclique de degré pn sur K avec n ≥ 1, mais de façon
itérative. Ce n’est qu’en 1936 que Witt [76], alors assistant à l’université de Göttingen, propose une
construction directe de ces extensions en introduisant les célèbres vecteurs qui portent aujourd’hui
son nom. Sa méthode est remarquable : les vecteurs de Witt forment un anneau commutatif dans
lequel Witt généralise les données du théorème d’Artin-Schreier en manipulant des composantes
fantômes. D’autre part, cette technique lui permet de décrire le groupe de Galois de toute extension
abélienne finie d’exposant pn sur K.

Cependant, d’après [54] il semble que l’objectif premier de l’article de Witt ne soit pas l’étude
des extensions de degré pn d’un point de vue uniquement galoisien mais plutôt la théorie locale du
corps de classes sur ces extensions. Pour cela, retournons en 1927. Très vite les travaux de Hilbert
puis de Takagi soulèvent la question de savoir si l’on peut définir une théorie du corps de classes sur
les corps de fonctions de la même façon que cela a été fait pour les extensions abéliennes de corps
de nombres. En 1927, Schmidt propose une première approche de la théorie du corps de classes sur
les corps de fonctions, mais elle reste incomplète. Cette même année, Artin publie aussi une preuve
de la loi de réciprocité générale basée sur le théorème de Chebotarev ([6]). Ce n’est qu’en 1936
que Hasse puis son assistant Schmid ([25] et [56]) donnent précisément la correspondance du corps
de classes pour les extensions abéliennes dont le degré est égal à la caractéristique. L’article [76]
de Witt approfondit cette étude en donnant une formule explicite du symbole local pour toute
extension de degré pn en caractéristique 0, exprimé en terme d’invariant d’algèbres. Puis, sans
le montrer, Witt explique que cette formulation est encore valable en caractéristique p et qu’elle
généralise ainsi la formule des résidus pour le cas global. Notons que la preuve de Witt utilise
un résultat publié quelques mois plus tard par Teichmüller [72], étudiant en thèse de Hasse à
Göttingen. Le résultat de Witt permettra ensuite à Schmid de calculer le conducteur d’Artin pour
toute extension de degré pn [57].

C’est donc tout naturellement que l’étude des extensions d’Artin-Schreier-Witt nous conduit à
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la théorie de la ramification après avoir développé de façon précise la théorie de Galois infinie sur
ces extensions.

Dans ce rapport, nous parlerons souvent d’extensions d’Artin-Schreier pour désigner les exten-
sions d’exposant p sur K et d’extensions d’Artin-Schreier-Witt pour les extensions d’exposant pn,
l’étude de ces dernières nécessitant la théorie des vecteurs de Witt.

Dans la première partie, nous proposons une construction fonctorielle des vecteurs de Witt avec
le souci permanent de tout montrer. Nous insisterons notamment sur les arguments topologiques
afin de passer à la limite projective dans le second chapitre et donc d’écrire précisément la struc-
ture du groupe de Galois des extensions abéliennes maximales d’exposant pn sur K, pour tout
entier n ≥ 1.
Notons Wn(K) l’anneau des vecteurs de Witt de longueur n sur K et W (K) celui des vecteurs in-
finis. L’application ℘ : x 7→ xp−x se relève en un morphisme de groupe additif Wn(K) → Wn(K)
de noyau Wn(Fp) ' Z/pnZ et en un morphisme de groupe additif W (K) → W (K) de noyau
W (Fp) ' Zp. Notons également Gpn le groupe de Galois de l’extension abélienne maximale d’ex-
posant pn sur K. On munit les espaces Wn(Fp) et W (Fp) de la topologie discrète et de la topologie
p-adique respectivement.
La première partie explique comment la théorie d’Artin-Schreier enrichie des vecteurs de Witt
fournit des isomorphismes de groupes topologiques :

asn : Gpn
'−→ Hpn

oùHpn est le groupe d’homomorphismes continus Hom(Wn(K)/℘(Wn(K)),Wn(Fp)). SiGp∞ désigne
le groupe de Galois de la pro-p extension abélienne maximale de K, le passage à la limite projective
donne à nouveau un isomorphisme de groupes topologiques :

as∞ : Gp∞
'−→ Hp∞

pour Hp∞ = Hom(W (K)/℘(W (K)),Zp).
Cette partie complète [73]. Elle développe en outre une étude supplémentaire sur la structure de
Zp-module du pro-p groupe Gp∞ .

La seconde partie, qui regroupe les chapitres 3 et 4, est l’étude de la ramification dans les ex-
tensions d’Artin-Schreier-Witt lorsque le corps K est un corps complet pour une valuation discrète
et de corps résiduel parfait : nous notons vK la valuation de K, OK son anneau de valuation et pK
son idéal maximal. Plus précisément, pour n = 1, le chapitre 3 donne une correspondance bijective
entre les groupes de ramification de Gp et la filtration du groupe d’homomorphismes Hp suivante :

∀u ≥ −1, H(u)
p = {ϕ ∈ Hp : ϕ((p−uK + ℘(K))/℘(K)) = 0},

où p−uK = {x ∈ K : vK(x) ≥ −u}.
La correspondance s’énonce ainsi (cf. théorème 3.3) :

Théorème 1. Soit K un corps de caractéristique p, complet pour une valuation discrète et de
corps résiduel parfait. Pour tout entier u ≥ −1, l’isomorphisme as1 induit les isomorphismes de
groupes topologiques :

i) G(−1)
p

'−→ H
(−1)
p

ii) G(0)
p

'−→ H
(0)
p

iii) G(u)
p

'−→ H
(u−1)
p si u ≥ 1.

La preuve est directe et, pour u = 0, elle se généralise facilement au groupe d’inertie de toute
extension abélienne maximale d’exposant pn sur K (voir théorème 3.4) :
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Proposition 1. Pour tout entier n ≥ 1, l’isomorphisme asn induit un isomorphisme de groupes
topologiques :

G
(0)
pn

'−→ {ϕ ∈ Hpn ; ϕ(Wn(OK)/℘(Wn(OK))) = 0}.

Le théorème 1 précise ainsi un résultat de Maus ([46]) pour les extensions d’exposant p et la
proposition 1 en donne une première généralisation pour le groupe d’inertie de toutes les extensions
d’Artin-Schreier-Witt. Les mêmes arguments ne nous ont pas encore permis d’obtenir les groupes
de ramification supérieurs pour les extensions d’exposant pn lorsque n ≥ 2. Pour atteindre cet
objectif, nous abordons ensuite le problème avec une autre approche, celle de la théorie du corps
de classe local.

Le chapitre 4 se place dans le cadre de la théorie usuelle du corps de classe local lorsque le
corps résiduel de K est de plus fini. Pour toute extension abélienne maximale d’exposant pn,
il existe alors une correspondance entre la filtration des groupes de ramification et la filtration
U

(u)
K = 1+puK du groupe des unités de K, noté UK . Généralisant la formule de Schmid [56] à toute

extension de degré pn, nous donnons une formulation explicite du symbole local sur ces extensions
au moyen de vecteurs de Witt. Cette formulation est déjà évoquée dans le papier [76] de Witt mais
n’est pas démontrée en caractéristique p. De plus, Witt utilisait le langage des algèbres centrales
simples, le nôtre est retranscrit dans une terminologie cohomologique, comme il est plus d’usage
maintenant. Nous obtenons ainsi une description explicite des groupes de ramification pour les
extensions abéliennes maximales d’exposant pn sur K en terme de groupes d’homomorphismes à
valeurs dans Wn(Fp). Plus précisément, nous considérons dans Hpn la filtration des sous-groupes
H

(u)
pn , pour u ≥ −1, définis par :

H
(u)
pn = {ϕ ∈ Hpn : ϕ(W (u)

n (K) + ℘(Wn(K))/℘(Wn(K))) = 0}

avec :
W (u)
n (K) := (p

−b u

pn−1 c
K , p

−b u

pn−2 c
K , · · · , p−uK ).

En conjuguant théorème d’existence et accouplement d’Artin-Schreier-Witt, la formule explicite
du symbole local pour les extensions de degré pn va nous permettre d’écrire une preuve complète
et accessible du résultat suivant :

Théorème 2. Soit K un corps de caractéristique p, complet pour une valuation discrète et de
corps résiduel fini. Pour tout entier u ≥ 0, l’isomorphisme asn induit les isomorphismes de groupes
topologiques :

G
(u)
pn

'−→ H
(u−1)
pn , si u > 0

et
G

(0)
pn

'−→ H
(0)
pn , si u = 0.

Ce sera le théorème 4.4. La preuve généralise les techniques développées dans le chapitre XIV de
[60]. Au passage, on montre que chaque groupe U (u)

K K∗p
n

/K∗p
n

est l’orthogonal de (W (u−1)
n (K)+

℘(Wn(K))/℘(Wn(K)) pour l’accouplement d’Artin-Schreier-Witt. On retrouve ainsi un résultat
de Brylinski [16] mais avec des arguments plus explicites utilisant moins d’outils techniques. On
détaille également le calcul du conducteur dans une extension de degré pn donné par Schmid
dans [57]. Enfin, en passant à la limite projective, on déduit du théorème 2 des informations sur la
ramification de Gp∞ . Soulignons aussi que l’approche dans le chapitre 4 diffère de celle du chapitre 3
dans le sens où l’on décrit la ramification directement pour les extensions d’Artin-Schreier-Witt
maximales avant d’en déduire celle des extensions finies, ce qui est le cheminement inverse du
chapitre 3.

La dernière partie est consacrée à l’étude de la structure galoisienne d’une extension de degré
p sur K. Plus précisément, on développe un résultat récent de Aiba ([3]) qui donne une condition
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pour que l’anneau des entiers soit un module libre sur l’ordre associé. D’après le chapitre 3, si L/K
est une extension de degré p totalement ramifiée, elle est donnée par un polynôme Xp −X = a où
a est un élément de K de valuation −m strictement négative. En outre, la valuation de a donne
précisément le saut pour les groupes de ramification de l’extension. L’idée est alors de construire une
suite d’entiers εi ∈ {0, 1} dépendant uniquement de p et du reste de m dans la division euclidienne
par p. Cette suite jouit de propriétés remarquables qui nous permettront de montrer l’équivalence
des critères suivants (théorème 5.2 dans la suite) :

Théorème 3. Soit K un corps de caractéristique p, complet pour une valuation discrète et de
corps résiduel parfait. Soit L/K une extension totalement ramifiée de degré p : elle est donnée par
un polynôme Xp −X = a avec a ∈ K de valuation −m < 0 qui n’est pas divisible par p. On écrit
m = pt+ s pour 1 ≤ s ≤ p− 1. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) OL est libre en tant que module sur l’ordre A associé à L/K.
(ii) la suite (εi)

p−1
i=1 est de type (10...0)s

(iii) s divise p− 1
(iv) l’embedding dimension de A est inférieure ou égale à 3.

Nous retrouvons la condition de Aiba (condition équivalente à (iii) d’après [37]) qui corres-
pond à la condition donnée par Bertrandias et Ferton dans [12] pour le problème équivalent en
caractéristque 0. Cependant, notre approche est différente. En particulier, nous considérons une
autre OK-base pour l’ordre associé à L/K. Cette base est plus naturelle dans un certain sens et
son étude nous permet de rendre le résultat de Aiba plus explicite. Bien plus, avec des arguments
entièrement combinatoires, notre méthode nous conduit à un nouveau critère, purement algébrique
lui, portant sur l’embedding dimension de l’ordre associé.
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Notations

Soit p > 0 un nombre premier fixé.
Dans tout ce qui suit, nous adopterons les notations suivantes.

Notations du Chapitre 1 :
Les résultats du Chapitre 1 sont généraux et concernent un anneau commutatif A quelconque.
Nous noterons :

W (A) anneau des vecteurs de Witt sur A
Wn(A) anneau des vecteurs de Witt de longueur n
x = (x0, x1, ...) un vecteur de Witt
x(∗) = (x(0), x(1), ...) la suite des composantes fantômes de x
gA l’application x ∈W (A) 7→ x(∗) ∈ AN

V (resp. Vn) l’opérateur Shift sur W (A) (resp. Wn(A))
tn l’homomorphisme de troncation W (A) →Wn(A)
tnm l’application de transition-troncation Wn(A) →Wm(A) si n ≥ m
F l’homomorphisme d’anneaux (xk)k 7→ (xpk)k dans W (A)
℘ l’homomorphisme de groupes ℘ = F − Id dans W (A)
K corps de caractéristique p.

Notations du Chapitre 2 :
A partir du Chapitre 2, on considère un corps K de caractéristique p sur lequel nous fixons une
clôture séparable notée Ksep, toutes les extensions considérées sur K seront incluses dans Ksep.
En plus des notations précédentes, nous utiliserons :

L extension d’Aritn-Schreier-Witt finie sur K
K(℘−1(x)) l’extension K(ζ0, ..., ζn−1) où ℘(ζ0, ..., ζn−1) = x
Bn sous-groupe de Wn(K) contenant ℘(Wn(K))
KBn compositum de toutes les extensions K(℘−1(x)) pour x ∈ Bn
Kpn l’extension abélienne maximale d’exposant pn sur K
Kp∞ la pro-p extension abélienne maximale sur K
Gpn groupe de Galois abélien maximal d’exposant pn sur K
Gp∞ pro-p groupe de Galois abélien maximal sur K
Hpn groupe d’homomorphismes continus Hom(Wn(K)/℘(Wn(K)),Wn(Fp))
Hp∞ groupe d’homomorphismes continus Hom(W (K)/℘(W (K)),W (Fp)
asn l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt de groupes topologiques Gpn ' Hpn

as∞ l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt Gp∞ ' Hp∞

V le groupe quotient W (K)/℘(W (K)).

Notations des Chapitres 3, 4 et 5 :
Dans les chapitres 3, 4 et 5, nous restreignons l’étude à un corps K complet pour une valuation
discrète et de corps résiduel κ parfait. Nous fixerons également une clôture algébrique de K ainsi
qu’une clôture séparable κsep de κ. Les notations précédentes restent inchangées. Nous définirons
également :
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vK valuation discrète normalisée sur K
UK groupe des unités de K
OK anneau de valuation de K
pK idéal maximal de OK
κ corps résiduel de K
Knr
p∞ sous-extension maximale non ramifiée dans Kp∞/K

G
(u)
pn u-ème groupe de ramification dans Gpn pour la notation supérieure

G
(u)
p∞ u-ème groupe de ramification dans Gp∞ pour la notation supérieure

W
(u)
n (K) (p

−b u

pn−1 c
K , p

−b u

pn−2 c
K , ..., p−uK ) sous-groupe de Wn(K)

H
(u)
pn {ϕ ∈ Hpn : ϕ(W (u)

n (K) + ℘(Wn(K))/℘(Wn(K)) = 0} sous-groupe de Hpn ,

pour tout entier u ≥ −1.

Enfin, dans le chapitre 5 seulement, si L/K est une extension de degré p, nous noteronsA = A(L/K)
l’ordre associé.
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Chapitre 1

Vecteurs de Witt

Ce premier chapitre propose une étude complète des vecteurs de Witt à coefficients dans un
anneau commutatif quelconque. Plus précisément, nous nous intéresserons aux p-vecteurs de Witt
lorsque p est un nombre premier, notion la plus courante dans la littérature. Cette notion est parfois
présentée comme un cas particulier de vecteurs de Witt dits généraux dont une étude est suggérée
dans [35] en exercice et est développée dans mon rapport de DEA.

Nous avons choisi d’ouvrir ce mémoire de thèse par le présent chapitre pour deux raisons
essentielles : c’est d’abord un exposé préliminaire sur les vecteurs de Witt, outils de base pour
l’étude des extensions d’Artin-Schreier-Witt d’exposant pn dès que n ≥ 2. C’est aussi une tentative
d’unifier tous les travaux sur ces objets depuis leur introduction par Witt [76] en 1936, d’où notre
souci permanent de détailler les moindres définitions et résultats généraux.

Dans tout ce qui suit, nous fixons un nombre premier p > 0 ainsi qu’un anneau commutatif A.

Le paragraphe 1.1 présente une construction fonctorielle des vecteurs de Witt permettant ainsi
de retrouver les principales propriétés de ces objets. Cette construction est menée en trois étapes
successives : les vecteurs de Witt sont d’abord définis comme foncteur de la catégorie des anneaux
commutatifs dans la catégorie des ensembles, puis dans la catégorie des ensembles munis de deux
lois de composition et enfin dans la catégorie des anneaux commutatifs. Les vecteurs de Witt à
coefficients dans A forment ainsi un anneau commutatif que nous noterons W (A). Cet anneau est
appelé l’anneau de Witt sur A.

Dans le paragraphe 1.2 nous restreignons l’étude aux vecteurs de Witt de longueur finie n, pour
un entier n ≥ 1 fixé. En particulier, ces vecteurs de Witt tronqués forment encore un anneau, noté
Wn(A), qui est en fait quotient de l’anneau W (A). Ce sera l’occasion d’introduire un opérateur de
décalage sur ce dernier, couramment appelé opérateur shift et noté V .
Un résultat clef de ce paragraphe sera de montrer que l’anneau W (A) peut s’écrire comme limite
projective des anneauxWn(A) lorsque n tend vers l’infini. Entre autres conséquences, nous obtenons
une description précise des unités de W (A). Mais surtout, c’est ce résultat qui nous permettra dans
les chapitres suivants d’aborder les extensions d’Artin-Schreier-Witt maximales sur un corps de
caractéristique p, c’est-à-dire de passer à la limite projective dans les extensions finies d’exposant
pn afin de décrire précisément les pro-p extensions abéliennes sur ce corps.

Enfin, le paragraphe 1.3 offre une première illustration des résultats précédents en considérant
le cas particulier où A est un corps de caractéristique p. Nous adopterons alors la notation A = K.
Après avoir détaillé l’étude d’un homomorphisme de groupes ℘ défini sur le groupe additif de
W (K) et parfois appelé homomorphisme d’Artin-Schreier, nous nous appliquerons à développer
un théorème similaire à la forme additive du théorème 90 de Hilbert. Cette version est à la base
de la démonstration du théorème d’Artin-Schreier [7] sur les extensions cycliques de degré p en
caractéristique p, nous en donnons ici sa généralisation aux vecteurs de Witt. Pour clore ce chapitre,
nous proposons quelques résultats principaux sur les vecteurs de Witt à coefficients dans le corps
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fini Fp à p éléments.
Soulignons que ce dernier paragraphe développe des outils cruciaux pour notre étude générale des
extensions d’Artin-Schreier-Witt sur un corps de caractéristique p.

1.1 Une construction des vecteurs de Witt

L’objet de ce paragraphe est de définir les vecteurs de Witt à coefficients dans un anneau
commutatif quelconque comme foncteur de la catégorie des anneaux commutatifs dans elle-même.
Pour cela, rappelons qu’un foncteur W de la catégorie A dans la catégorie B est une loi qui à
chaque objet A de A associe un objet W (A) de B et à chaque morphisme f : A→ B de A associe
un morphisme W (f) : W (A) →W (B) de B de sorte que :

(F1) pour tout objet A dans A : F (idA) = idF (A)

(F2) pour tous morphismes f : A→ B et g : B → C : F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

1.1.1 L’ensemble des vecteurs de Witt

Le foncteur W . Nous définissons un foncteur W comme suit. Soit A un anneau commutatif,
notons W (A) l’ensemble AN des suites infinies à valeurs dans A. A chaque morphisme d’anneaux
f : A→ B associons l’application d’ensembles W (f) : W (A) →W (B) définie par :

W (f) := W (A) → W (B)
(ak)k 7→ (f(ak)k).

W satisfait clairement les axiomes (F1) et (F2) et définit ainsi un foncteur de la catégorie des
anneaux commutatifs dans la catégorie des ensembles.

Définition 1.1. On dit que W (A) est l’ensemble des vecteurs de Witt à coefficients dans l’an-
neau A.

Composantes fantômes d’un vecteur de Witt. A chaque vecteur x = (xk)k de W (A), on
associe la suite x(∗) := (x(k))k de AN définie par :

∀k ≥ 0 : x(k) := xp
k

0 + pxp
k−1

1 + · · ·+ pkxk.

Définition 1.2. Soit x un vecteur de Witt dans W (A). On appelle composantes fantômes de x
les coefficients x(k), k ≥ 0, de la suite x(∗).

L’application gA. Ceci définit une application, notée gA, qui associe à chaque vecteur de Witt
de W (A) la suite de ses composantes fantômes dans AN :

gA := W (A) → AN

(xk)k 7→ (x(k))k.

En général, l’application gA n’est pas bijective. Cependant :

Proposition 1.1. Si l’anneau A contient le corps Q des nombres rationels, l’application gA est
bijective.

Preuve : On peut facilement écrire les composantes fantômes x(0) et x(1) comme des polynômes
en x(0) et x(1) à coefficients rationnels :

x0 = x(0), et x1 =
1
p
(x(1) − x(0))p.

Ensuite, pour tout entier k ≥ 1, nous remarquons :

xk =
1
pk

(x(k) −
∑

0≤d≤k−1

pdxd
pn−d

),
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ce qui permet de montrer récursivement pour k ≥ 0 que chaque composante xk s’écrit comme
combinaison linéaire des x(d), avec 0 ≤ d ≤ k, à coefficients rationnels, et donc que gA est bijective.

�

Ce dernier résultat permet d’introduire deux lois de composition sur l’ensemble W (A).

1.1.2 Deux lois de composition

Notons + et × les lois de composition usuelles de l’anneau AN. Le but de ce sous-paragraphe
est de définir sur W (A) deux autres lois de composition, notées +̂ et ×̂ respectivement, de sorte
que W soit un foncteur de la catégorie des anneaux commutatifs dans celle des ensembles munis
de deux lois de composition. Pour cela, nous appliquons le procédé suivant :

• Si A contient Q, l’application gA est bijective d’après la proposition 1.1. Pour tous vecteurs
de Witt a = (ak)k et b = (bk)k de W (A), nous posons alors :

a+̂b := g−1
A (a∗ + b∗) et a×̂b := g−1

A (a∗ × b∗).

Plus précisément, leur somme (resp. produit) est définie comme le vecteur de Witt dont les com-
posantes fantômes sont données par :

(F) ∀k ≥ 0, (a+̂b)(k) = a(k) + b(k) , resp. (a×̂b)(k) = a(k).b(k).

En particulier, ceci est satisfait lorsque A est l’anneau de polynômes :

A = RQ := Q[X0, X1, ..., Y0, Y1, ...].

Bien plus, l’addition et la multiplication ainsi définies sur W (RQ) n’utilisent en fait que des coef-
ficients entiers, selon la proposition suivante :

Proposition 1.2. Soient X = (X0, X1, ...) et Y = (Y0, Y1, ...) deux vecteurs de Witt dans W (RQ).
Pour tout entier k ≥ 0, la k-ème composante de chaque vecteur somme et produit de X et Y est
un polynôme en les variables X0, Y0, ..., Xk, Yk à coefficients entiers.

Notation 1. Nous noterons Sk (resp.Pk ) le polynôme donnant la k-ème composante du vecteur
somme (resp. produit) de deux vecteurs de Witt sur W (RQ) :

(X+̂Y )k = Sk(X0, ..., Xk, Y0, ..., Yk),

resp. :
(X×̂Y )k = Pk(X0, ..., Xk, Y0, ..., Yk).

Preuve : Considérons la série formelle :

fX(t) :=
∏
k≥0

(1−Xkt
k).

Un simple calcul donne :

−tf
′
X(t)
fX(t)

=
∑
k≥0

X(k)tk.

Alors, en comparant les dérivées et les valeurs prises en 0 des séries fX(t)fY (t) et fX+Y (t), on
montre que :

fX(t)fY (t) = fX+̂Y (t),

c’est-à-dire : ∏
k≥0

(1−Xkt
k)

∏
k≥0

(1− Ykt
k) =

∏
k≥0

(1− (X+̂Y )ktk).
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En identifiant les coefficients devant chaque monôme tk, nous obtenons finalement que chaque
composante (X+̂Y )k est un polynôme à coefficients entiers en les variables X0, Y0, ..., Xk, Yk.
De même, on obtient un résultat analogue pour les composantes du produit X×̂Y en considérant
cette fois l’égalité suivante :

fX×̂Y (t) =
∏
d,e≥0

(1−Xm−d
d Y m−ee tm)

d+e−m
,

où dans chaque facteur du produit, m représente le plus petit commun multiple de d et e, les entiers
d et e parcourant N. �

Exemple 1.1. Les deux premières composantes des vecteurs somme et produit sont faciles à cal-
culer :

(X+̂Y ) = (X0 + Y0, X1 + Y1 −
p−1∑
k=1

1
p

(
p

k

)
Xk

0Y
p−k
0 , · · · ),

(X×̂Y ) = (X0.Y0, X1.Y
p
0 + Y1.X

p
0 + pX1Y1, · · · ).

• Si A est un sous-anneau d’un anneau contenant Q, la proposition 1.2 permet encore de définir
sur l’ensemble W (A) deux lois de composition à partir des composantes fantomes selon la relation
(F) : soit a et b deux vecteurs de Witt sur A, il existe un unique vecteur de Witt dans W (A), noté
a+̂b (resp. a×̂b), dont les composantes fantomes sont a(k) + b(k) (resp. a(k).b(k)).
En particulier, ceci fonctionne lorsque A est l’anneau de polynômes RZ := Z[X0, X1, ..., Y0, Y1, ...].

• Considérons enfin un anneau commutatif quelconque A. Soit a = (ak)k et b = (bk)k deux
vecteurs de Witt à coefficients dans A. On souhaite définir deux vecteurs de Witt a+̂b et a×̂b dans
W (A) de sorte à généraliser les lois de composition définies pour les cas particuliers précédents.
Dans ce but, notons φab l’unique homomorphisme d’anneaux donné par :

φab := RZ → A
Xk 7→ ak
Yk 7→ bk,

pour tout entier k ≥ 0.

On pose alors :

Définition 1.3. Soit A un anneau commutatif. Pour tous vecteurs de Witt a et b dans W (A),
nous définissons leurs vecteurs somme et produit comme suit :

a+̂b := W (φab)(X+̂Y )

et :
a×̂b := W (φab)(X×̂Y ).

Il s’agit de montrer que cette définition cöıncide avec les opérations données précédemment, ou
encore que la relation (F) est toujours satisfaite. Pour cela, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 1.1. Soit Ω un foncteur de la catégorie des anneaux dans elle-même, tel que :
i). pour tout anneau commutatif A, Ω(A) = AN

ii). pour tout homomorphisme d’anneaux f : A → B, Ω(f) : Ω(A) → Ω(B) est l’homomor-
phisme d’anneaux défini par (ak)k 7→ (f(ak))k.
Alors, si A et B sont deux anneaux commutatifs et si ϕ : A→ B est un homomorphisme d’anneaux,
le diagramme suivant est commutatif :

W (A)
W (f) //

gA

��

W (B)

gB

��
AN

Ω(f) // BN

.
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Preuve : La preuve consiste simplement à écrire les définitions des foncteurs W et Ω, ainsi que
des applications gA et gB puis à montrer que chaque m-ème composante fantôme du vecteur de
Witt (f(ak))k dans W (B) est f(a(m)). �

Nous obtenons alors :

Proposition 1.3. Soit A un anneau commutatif. Tous vecteurs de Witt a et b dans W (A) satisfont
les relations suivantes :

gA(a+̂b) = gA(a) + gA(b) et gA(a×̂b) = gA(a).gA(b).

En d’autres termes, la relation (F) est satisfaite pour tout anneau commutatif.

Preuve : Le lemme 1.1 appliqué aux anneaux A et RZ donne le diagramme commutatif suivant :

W (RZ)
W (φab)//

gRZ

��

W (A)

gA

��
RN

Z
Ω(φab) // AN

.

Ainsi, d’après la relation (F) dans W (RZ) et en raison de l’addictivité du morphisme Ω(φab), nous
obtenons :

gA(a+̂b) = gA ◦W (φab)(X+̂Y )
= Ω(φab) ◦ gRZ(X+̂Y )
= Ω(φab)(gRZ(X) + gRZ(Y ))
= Ω(φab) ◦ gRZ(X) + Ω(φab) ◦ gRZ(Y )
= gA(a) + gB(b).

De même, on montre que : gA(a×̂b) = gA(a).gA(b). �

Remarque 1. La présente remarque est essentielle pour la suite. La proposition 1.3 montre en
particulier que la relation (F) est satisfaite pour tout anneau commutatif A. Cependant, cette
relation ne suffit pas en général à définir des lois d’addition et de multiplication sur W (A). C’est
le cas par exemple si p n’est pas inversible dans A car alors l’application gA n’est plus bijective
puisque deux vecteurs de Witt distincts peuvent avoir les mêmes composantes fantômes.
Aussi encourageons-nous vivement le lecteur à se rappeler les différentes étapes précédentes car
c’est ce processus qui nous permet de définir proprement somme et produit sur les vecteurs de Witt
à coefficients dans un anneau commutatif A quelconque.

Maintenant, il reste à montrer que W satisfait les axiomes d’un foncteur de la catégorie des anneaux
commutatifs dans celle des ensembles munis de deux opérations. C’est la proposition suivante :

Proposition 1.4. Soit A et B deux anneaux commutatifs. Si f : A → B est un morphisme
d’anneaux, alors l’application induite :

W (f) : W (A) −→W (B)

est additive et multiplicative pour les lois +̂ et ×̂.

Preuve : Pour tous vecteurs de Witt a et b dans W (A), nous avons :

W (f)(a+̂b) = W (f ◦ φab)(X+̂Y )
= W (φW (f)(a),W (f)(b))(X+̂Y )
= W (φW (f)(a),W (f)(b))(X)+̂W (φW (f)(a),W (f)(b))(Y )
= W (f)(a)+̂W (f)(b).

Par un argument analogue, on montre également :

W (f)(a×̂b) = W (f)(a)×̂W (f)(b).

�
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1.1.3 L’anneau W (A)

Voici enfin le résultat principal de ce premier paragraphe :

Théorème 1.1. Soit A un anneau commutatif. Notons respectivement 0 et 1 ses éléments neutres
pour l’addition et la multiplication. Alors l’ensemble W (A) est muni d’une structure d’anneau
commutatif pour les lois de composition +̂ et ×̂ définies précédemment, d’élements neutres (0, 0, ...)
et (1, 0, 0, ...) respectivement.

Preuve : Si A contient Q, l’application gA est bijective mais aussi additive et multiplicative
d’après la proposition 1.3. Ainsi, gA transfert la structure d’anneau commutatif de (AN,+,×) sur
(W (A), +̂, ×̂).
Si maintenant A est un sous-anneau d’un anneau contenant Q, W (A) est encore un anneau pour
les lois +̂ et ×̂ par la proposition 1.2. C’est en particulier le cas pour l’ensemble des vecteurs de
Witt à coefficients dans l’anneau de polynomes AZ := Z[X0, X1, ..., Y0, Y1, ..., Z0, Z1, ...] dans lequel
nous notons X, Y et Z les vecteurs de Witt (X0, X1, ...), (Y0, Y1, ...) et (Z0, Z1, ...) respectivement.

Enfin, soit A un anneau comutatif arbitraire. Il s’agit de montrer que les lois +̂ et ×̂ satisfont
dans W (A) les axiomes d’un anneau. Si a, b et c sont trois vecteurs de Witt dans W (A), notons φabc
l’unique homomorphisme d’anneaux de AZ dans W (A) qui envoie les composantes Xk (resp. Yk)
(resp. Zk) sur ak (resp. bk) (resp. ck) pour tout entier k ≥ 0. D’après la proposition 1.4, l’application
W (φabc) est multiplicative et additive, elle transporte donc les relations d’associativité, distibutivité
et commutativité de l’anneau W (AZ) dans l’ensemble W (A) pour les lois +̂ et ×̂. De plus, cette
application permet de définir dans W (A) l’opposé de tout vecteur a pour la loi +̂ en posant :
−a := Wφabc

(−X). Ainsi, W (A) est muni d’une structure d’anneau commutatif pour les lois +̂ et
×̂.
Il reste à montrer que les éléments (0, 0...) et (1, 0, ...) sont neutres dans W (A) pour les lois +̂ et
×̂ respectivement. En effet, cela est trivial lorsque Q est inclus dans A car alors l’application gA
envoie (0, 0...) (resp. (1, 0...)) sur l’élément nul (resp. unité) de AN, c’est-à-dire sur (0, 0, ...) (resp.
(1, 1, ...)). Alors, par un argument analogue au procédé précédent, on montre que cela reste vrai
pour tout anneau commutatif A, complétant ainsi la preuve du théorème 1.1. �

Le corollaire qui suit clot ce paragraphe en montrant que W est un foncteur de la catégorie des
anneaux commutatifs dans elle-même :

Corollaire 1.1. Soit A et B deux anneaux commutatifs. Pour tout morphisme d’anneaux f : A→
B, l’application induite W (f) : W (A) →W (B) est encore un morphisme d’anneaux.
Ainsi construit, W est alors un foncteur de la catégorie des anneaux commutatifs dans elle-même.

Preuve : La preuve est essentiellement la proposition 1.4 ainsi que le théorème 1.1. �

Remarque 2. Si A contient Q, l’application gA est un isomorphisme d’anneaux. Cependant, dans
le cas général, AN et W (A) correspondent uniquement en tant qu’ensembles. En fait, si l’anneau A
est de caractéristique p > 0 par exemple, alors AN est de caractéristique p aussi tandis que W (A)
est de caractéristique 0 : ces deux anneaux ne peuvent pas être isomorphes.

Dans la suite, nous désignerons aussi par + et . les lois de composition +̂ et ×̂ sur
l’anneau de Witt W (A), pour tout anneau commutatif A.

Exemple 1.2. A partir de l’exemple 1.1 écrivons les deux premières composantes pour la somme
puis le produit de deux vecteurs de Witt a et b dans W (A) :

(a+ b) = (a0 + b0 , a1 + b1 −
p−1∑
k=1

[
1
p

(
p
k

)
]ak0b

p−k
0 , ...)
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et :
(a× b) = (a0.b0 , a1.b

p
0 + ap0.b1 + pa1b1 , ...).

où la notation [
1
p

(
p
k

)
] désigne

(p− 1)!
k!(p− k)!

, pour tout k dans {1, ..., p− 1}.

1.2 Les vecteurs de Witt de longueur n

Fixons un entier positif n ≥ 1. Dans ce paragraphe nous nous restreignons à l’étude des vecteurs
de Witt de longueur n. Le sous-paragraphe 1.2.1 montre que ces vecteurs tronqués forment encore
un anneau que nous noterons Wn(A). Dans le sous-paragraphe 1.2.2 nous introduisons un opérateur
de décalage défini sur W (A), permettant ainsi de préciser la structure de Wn(A) comme anneau
quotient de W (A). Enfin, le sous-paragraphe 1.2.3 décrit l’anneau de Witt W (A) comme limite
projective des anneaux Wn(A).

1.2.1 L’anneau Wn(A)

Définition 1.4. Pour tout entier n ≥ 1, nous notons Wn(A) l’ensemble des vecteurs de Witt
tronqués (x0, x1, · · · , xn−1) de longueur n.

D’après la proposition 1.2 et puisque les composantes (x+y)k et (x.y)k dépendent uniquement des
coefficients xi et yi pour i ≤ k, l’ensemble Wn(A) est muni d’une structure d’anneau pour les lois
induites de + et . dans W (A) par troncation :

Proposition 1.5. Si n ≥ 1, l’ensemble Wn(A) est un anneau commutatif pour les lois + et .
definies dans W (A).

Preuve : Evident. �

Exemple 1.3. Pour n = 1, l’anneau des vecteurs de Witt de longueur 1 à coefficients dans A est
W1(A) = A.

La proposition suivante précise la précédente :

Proposition 1.6. L’anneau Wn(A) est anneau quotient de W (A).

Preuve : A partir de la proposition 1.5, on montre facilement que Wn(A) est l’image de W (A)
par l’homomorphisme surjectif d’anneaux tn défini par :

tn := W (A) −→ Wn(A)
x = (x0, · · · , xn−1, · · · ) 7→ (x0, · · · , xn−1).

�

Remarque 3. La projection tn : W (A) →Wn(A) est une application de troncation, appelée n-ème
troncation de l’anneau de Witt W (A).

1.2.2 L’operateur shift

Nous souhaitons préciser la structure de Wn(A) comme anneau quotient de W (A). Ceci nous
conduit à introduire un opérateur de décalage, plus brièvement l’opérateur shift ou encore le Ver-
shiebung pour les germanophones :

Définition 1.5. On appelle opérateur shift de l’anneau W (A) l’application V : W (A) → W (A)
définie par :

V (x0, x1, ...) = (0, x0, x1, ...)
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Proposition 1.7. Pour tout anneau commutatif A, l’opérateur V est additif sur W (A).

Preuve : Nous montrons l’additivité de V lorsque A contient Q, p étant inversible dans A.
Conservant les notations du paragraphe 1.1, il existe alors une unique application, que nous noterons
gVA , rendant le diagramme suivant commutatif :

W (A)
gA //

V

��

A(N)

gV
A

��
W (A)

gA // AN.

Soit x = (x0, x1, ...) un vecteur de W (A). D’après la définition des composantes fantômes, on a :

gA(x) = (x(0), x(1), ...)
= (x0, x

p
0 + px1, ...)

et :
gA ◦ V (x) = gA(0, x0, x1, ...)

= (0, px0, px
p
0 + p2x1, ...)

= (0, px(0), px(1), ...).

Ainsi, l’application gVA envoie (x(0), x(1), ...) sur (0, px(0), px(1), ...), elle est donc additive.
Alors, par commutativité du diagramme et puisque gA est un isomorphisme d’anneaux d’après le
paragraphe 1.1, il vient :

V = g−1
A ◦ gVA ◦ gA

L’application V est donc additive, ce qui montre la proposition lorsque Q ⊂ A.
La proposition est donc satisfaite également lorsqueA est l’anneau de polynômesAZ = Z[X0, X1, ..., Y0, Y1, ...]
puisque AZ est un sous-anneau de Q[X0, X1, ..., Y0, Y1, ...].
Enfin, avec les notations du lemme 1.1, si A est quelconque, pour tous vecteurs de Witt a et b dans
W (A), le diagramme :

W (AZ)
W (φa,b)//

V

��

W (A)

V

��
W (AZ)

W (φa,b)// W (A)

commute par fonctorialité de W . En outre, les applications W (ϕa,b) et V commutent trivialement.
Ainsi, d’après la proposition 1.4 il vient :

V (a+ b) = V ◦W (φa,b)(X + Y )
= W (φa,b) ◦ V (X + Y )
= W (φa,b)(V (X) + V (Y ))
= W (φa,b)(V (X)) +W (φa,b)(V (Y ))
= V (W (φa,b)(X)) + V (W (φa,b)(Y ))
= V (a) + V (b)

et donc V est encore additive pour tout anneau commutatif A, ce qui conclut la preuve. �

Retournons à l’étude de l’anneau Wn(A). D’après la preuve de la proposition 1.6, Wn(A) ap-
parâıt comme quotient de W (A) :

Proposition 1.8. Pour tout entier n ≥ 1, on a un isomorphisme d’anneaux :

Wn(A) '−→W (A)/V nW (A).

22



Preuve : Soit x = (xi)i un vecteur de Witt dans W (A). Alors on a :

tn(x) = 0 ⇔ ∀i ≤ n− 1 xi = 0
⇔ x = (0, · · · , 0, xn, · · · )
⇔ x = V n(xn, xn+1, · · · ) ∈ V nW (A),

ce qui montre que V nW (A) est le noyau de tn. Par passage au quotient, le morphisme de troncation
tn induit alors un isomorphisme d’anneaux Wn(A) '−→W (A)/V nW (A). �

Remarque 4. En particulier, V nW (A) est un idéal de l’anneau de Witt W (A).

En outre, par passage au quotient, l’opérateur shift V induit une application additive de Wn(k)
dans Wn+1(k), que nous noterons V (ou Vn lorsqu’il est nécessaire de préciser n) :

V : Wn(k) −→ Wn+1(k)
(x0, ..., xn−1) 7→ (0, x0, ..., xn−1).

1.2.3 L’anneau W (A) comme limite projective

Ce sous-paragraphe est consacré à l’écriture de l’anneau de Witt W (A) comme limite projective
des anneaux Wn(A) lorsque n tend vers l’infini.
Si n et m sont deux entiers tels que n ≥ m ≥ 1, nous noterons tnm le morphisme de troncation de
Wn(K) dans Wm(K) :

tnm := Wn(A) → Wm(A)
(x0, ..., xm−1, ..., xn−1) 7→ (x0, ..., xm−1).

On a :

Théorème 1.2. Soit A un anneau commutatif. L’anneau de Witt W (A) est isomorphe à la limite
projective du système (Wn(A), tnm)n :

W (A) ' lim
←−

Wn(A),

lorsque n→ +∞.

Preuve : Puisque toutes les troncations tnm sont des morphismes d’anneaux, la limite projec-
tive lim

←−
Wn(A) a une structure d’anneau. Il s’agit donc de montrer l’existence d’un isomorphisme

d’anneaux entre W (A) et cette limite projective. Pour tous les entiers n ≥ 1, désignons par πn
les applications de projection lim

←−
Wn(A) → Wn(A) relatives au système projectif (Wn(A), tnm)n.

Puisque toutes les applications de transition tnm sont surjectives, il en est de même des πn.
Or, pour tous entiers n ≥ m, il est facile de vérifier que le diagramme suivant commute :

W (A)
tn //

tm

%%JJJJJJJJJ
Wn(A)

tnm

��
Wm(A)

où tn est l’application de troncation introduite dans la proposition 1.6.
Alors, d’après la propriété universelle des limites projectives, il existe une unique application Θ :
W (A) → lim

←−
Wn(A) telle que le diagramme :

W (A)
tn //

Θ
���
�
�

Wn(A)

lim
←−

Wn(A)

πn

99ssssssssss
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commute pour tout entier n ≥ 1. C’est-à-dire :

πn ◦Θ = tn.

De plus, l’application Θ est un morphisme d’anneaux, les applications tn etπn étant elles-mêmes
des morphismes. Il reste donc à montrer que Θ est bijective.
Il est facile de vérifier que Θ est injective puisque ∩nV nW (A) = 0. Rappelons que d’après la
proposition 1.8, chaque idéal V nWn(A) est le noyau de tn.
Maintenant, soit Z := (z1, z2, ...) un élément de lim

←−
Wn(A). On souhaite construire un vecteur de

Witt x dans W (A) tel que Θ(x) = Z, ce qui signifie :

Θ(x) = Z ⇔ ∀n ≥ 1, πn ◦Θ(x) = πn(Z)
⇔ ∀n ≥ 1, tn(x) = zn

⇔ ∀n ≥ 1, ∀k ≤ n− 1, xk = (zn)k.

Mais, pour tous les entiers n ≥ m, la relation caractéristique du système projectif (Wn(A), tnm)n :

tnm ◦ πn(Z) = πm(Z),

implique :
tnm(zn) = zm.

D’où, pour tous les entiers n ≥ m et k ∈ {0, ...,m− 1} :

(zn)k = (zm)k.

Cela entrâıne que pour tout k ≥ 0 et pour tout n ≥ k + 1, les coefficients (zn)k sont constants et
égaux à (zk+1)k.
Alors, le vecteur de Witt x de W (A) défini par ses coefficients :

∀k ≥ 0, xk = (zk+1)k,

satisfait les relations :
∀n ≥ 0, ∀k ≤ n− 1, (x)k = (zn)k.

Ainsi Θ(x) = Z, d’où la surjectivité de Θ et la fin de la preuve du théorème. �

Fixons une topologie sur A, la topologie discrète par exemple. Si l’on munit chaque anneau
Wn(A) de la topologie induite par le produit An, alors la limite projective lim

←−
Wn(A) est un espace

topologique pour la topologie induite par la topologie produit de
∏
nWn(A). C’est pourquoi, à

partir de maintenant, identifiant l’anneau de Witt W (A) avec lim
←−

Wn(A), nous munirons W (A) de
la topologie ainsi définie. L’isomorphisme Θ devient ainsi un homéomorphisme.
En résumé :

Corollaire 1.2. Si A est un anneau topologique, l’anneau de Witt W (A) est muni de la topologie
induite du produit

∏
n

Wn(A), où chaque anneau Wn(A) a la topologie induite de An.

On peut montrer facilement que cette topologie sur W (A) est équivalente à la topologie de la
convergence composante par composante.

Une première conséquence de ce résultat est la suivante. Etant donnée une suite de vecteurs de
Witt (z(k))k dansW (A), on peut définir la somme infinie

∑
k z(k) comme la limite dansW (A) de la

suite (
∑N
k=0 z(k))N lorsque cette dernière converge pour la topologie donnée précédemment. Illus-

trons ceci avec le résultat suivant que nous utiliserons plus loin pour montrer la proposition 1.14 :
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Proposition 1.9. Pour chaque élément a de A, notons {a} le vecteur de Witt {a, 0, ...}. Alors,
tout vecteur de Witt x dans W (A) vérifie l’identité :

x =
∑
k≥0

V k({xk}).

Remarquons que cette proposition implique la formule suivante :

(x0, x1, ...) + (0, ..., 0, ys, ys+1, ...) = (x0, ..., xs−1, xs + ys, ...),

ce qui sera d’une grande utilité dans les chapitres suivants.

Preuve : D’abord, il est facile de vérifier la convergence de la série dans W (A) puisque pour
chaque entier n ≥ 1 la suite :

(tn(
N∑
k=0

V k({xk}))N

est constante à partir du rang n− 1, égale à
∑n−1
k=0 V

k({xk}).
Alors, en suivant le processus du paragraphe 1.1 utilisé pour définir les lois de composition sur
W (A), il suffit de montrer la relation lorsque A contient Q seulement. Or dans ce cas, gA est un
isomorphisme. Il s’agit donc de montrer l’égalité :

gA(x) = gA(
∑
k≥0

V k({xk}),

c’est-à-dire :
∀n ≥ 0, x(n) = (

∑
k≥0

V k({xk}))(n).

Maintenant, d’après la proposition 1.3 et la définition des composantes fantômes, il vient :

∀n ≥ 0, ∀N ≥ 0, (
∑N
k=0 V

k({xk})(n) =
∑N
k=0(V

k({xk}))(n)

=
∑n
k=0(V

k({xk}))(n)

=
∑n
k=0 p

kxp
n−k

k

= x(n).

D’où, en faisant tendre N vers l’infini :

(
∑
k≥0

V k({xk}))(n) = x(n),

ce qu’il fallait démontrer. �

Au passage, on a le résultat suivant :

Proposition 1.10. Pour tout u ∈ K et tout x ∈W (K), on a :

{u}x = (ux0, u
px1, u

p2x2, ..., u
pk

xk, ...).

Preuve : La preuve est analogue à celle de la proposition 1.9 dès que l’on remarque que ({u})(k) =
up

k

k pour tout k ≥ 0. �

Une autre conséquence du théorème 1.2 est la caractérisation des unités de l’anneau de WittW (A) :

Proposition 1.11. Pour tout entier n ≥ 1, un vecteur de Witt tronqué x = (x0, · · · , xn−1) de
Wn(A) est une unité de Wn(A) si et seulement si x0 est une unité de A.
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Preuve : Si x = (x0, ..., xn−1) est une unité de Wn(A), il existe y = (y0, · · · , yn−1) ∈ Wn(A) tel
que :

x.y = (1, 0, · · · , 0),

ce qui implique d’après l’exemple 1.2 que x0.y0 = 1 et donc que x0 est une unité dans A.
Réciproquement, supposons que x0 est inversible dansA. Considérons le vecteur y := (x−1

0 , 0, · · · , 0)
dans Wn(A). Alors, d’après la proposition 1.9 on a :

x.y = x.(x−1
0 , 0, · · · , 0)

= (1, ∗, · · · , ∗)
= (1, 0, · · · , 0)− (0, ∗, · · · , ∗)
= 1− V z,

pour un certain vecteur z dans Wn−1(A). On en déduit :

x.y.(1 + V z + · · ·+ V n−1z) = (1− V z)(1 + V z + · · ·+ V n−1z)
=

∑n−1
0 V iz −

∑n
1 V

iz
= 1− V nz
= 1,

puisque l’anneau Wn−1(A) est annulé par V n. Ainsi, le vecteur x est une unité de Wn(A), ce qui
montre l’assertion. �

Corollaire 1.3. Les unités de l’anneau de Witt W (A) sont précisément les vecteurs de Witt dont
la première composante est une unité de A.

Preuve : Cela résulte du théorème 1.2 et de la proposition 1.11 :

x ∈W (A) est une unité ⇔ ∃y ∈W (A) x.y = 1
⇔ ∃y ∈W (A) ∀n tn(x.y) = 1
⇔ ∃y ∈W (A) ∀n tn(x).tn(y) = 1
⇔ ∀n tn(x) = (x0, · · · , xn−1) est une unité de Wn(A)
⇔ x0 est une unité de A.

�

Dans le paragraphe qui suit, ce corollaire sera utilisé pour montrer le théorème 1.3.

1.3 Cas d’un corps de caractéristique p

Pour clore ce chapitre, nous proposons une étude de l’anneau de Witt W (A) lorsque A est
un corps de caractéristique p que nous noterons dans la suite K. Ce dernier paragraphe n’est pas
seulement une illustration des propriétés précédentes : il développe surtout les principaux outils
et résultats essentiels à l’étude des extensions d’Artin-Schreier-Witt. Plus précisément, le sous-
paragraphe 1.3.1 offre une étude détaillée de l’endomorphisme ℘ défini sur le sous-groupe additif
de W (K). Ce morphisme, parfois dit d’Artin-Schreier, est présenté comme un relèvement aux
vecteurs de Witt du polynôme Xp − X servant à décrire les extensions de degré p sur K dans
le théorème initial d’Artin-Schreier [7] et sera à la base de la généralisation de ce théorème pour
décrire les extensions plus générales d’Artin-Schreier-Witt sur K. Il est à noter que ℘ peut aussi
etre défini sur W (A) lorsque A est simplement un anneau de caractéristique p.

A partir de ce morphisme de groupes, le sous-paragraphe 1.3.2 développe un théorème que l’on
présentera comme la forme additive du théorème 90 de Hilbert pour les vecteurs de Witt sur K.
Enfin, le sous-paragraphe 1.3.3 donne une description explicite des vecteurs de Witt sur le corps
fini Fp.
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1.3.1 Les applications F et ℘

Lorsque l’anneau A est de caractéristique p, deux applications jouent un rôle particulier sur
l’anneau de Witt W (A). La première, notée F , est induite fonctoriellement du morphisme de
Frobenius défini sur l’anneauA. La seconde, notée ℘, est un morphisme additif défini par ℘ = F−Id.

Si A est de plus muni d’une structure de corps, alors noté K, nous nous intéresserons à décrire le
noyau et l’image de ℘, obtenant ainsi une suite exacte à la base de la description du groupe de
Galois des extensions d’Artin-Schreier-Witt sur K dans le chapitre suivant. Insistons sur le fait
que pour ces extensions ℘ est amené à jouer le même rôle que joue le polynôme Xp −X pour les
extensions cycliques de degré p sur K, d’où l’intérêt particulier de ce sous-paragraphe pour la suite.

L’endomorphisme F . Soit A un anneau de caractéristique p. L’application x 7→ xp est un
endomorphisme d’anneaux sur A. Ainsi, d’après le paragraphe 1.1, elle définit fonctoriellement un
morphisme d’anneaux sur W (A) que nous notons F :

F := W (A) −→ W (A)
(x0, x1, ...) 7→ (xp0, x

p
1, ...).

Remarque 5. Attention ! Pour tout x ∈ W (A), F (x) n’est pas en général la puissance p-ème de
x de W (K).

Remarque 6. Si A est de plus parfait, F est un isomorphisme.

Proposition 1.12. Pour chaque entier n ≥ 1, l’endomorphisme F de W (A) induit par passage au
quotient un endomorphisme sur l’anneau Wn(A), que nous noterons encore F (où Fn si confusion) :

F (x0, ..., xn−1) = (xp0, ..., x
p
n−1).

Preuve : L’idéal V nW (A) est invariant sous l’action de F , il est donc inclus dans le noyau
du morphisme composé tn ◦ F : W (A) → Wn(A) d’après la proposition 1.8. Ainsi, par passage
au quotient, cela définit un morphisme d’anneaux de W (A)/V nW (A) dans Wn(A), et donc un
endomorphisme de Wn(A). �

L’endomorphisme de groupes ℘. On considère maintenant W (A) comme un groupe additif
seulement et l’on pose :

Définition 1.6. Soit ℘ le morphisme de groupes F − Id défini sur W (A) par :

℘ : W (A) → W (A)
(x0, x1, ...) 7→ (xp0, x

p
1, ...)− (x0, x1, ...)

Fixons un entier n ≥ 1. Par passage au quotient, ℘ définit encore un endomorphisme sur le groupe
additif de Wn(A), morphisme que nous noterons toujours ℘ (ou ℘n si confusion) :

℘ : Wn(A) → W (A)
(x0, ..., xn−1) 7→ (xp0, ..., x

p
n−1)− (x0, x1, ...).

Exemple 1.4. D’après l’exemple 1.2 il est facile de calculer le premier coefficient de ℘(x) pour
tout vecteur x = (x0, x1, ...) dans Wn(A) :

℘(x) = (xp0 − x0, ∗, ∗, ...) = (℘(x0), ∗, ∗, ...)

Dans toute la suite, nous nous restreignons au cas où A est un corps de caractéristique p et nous
adopterons la notation A = K. Il vient alors deux résultats cruciaux concernant l’endomorphisme
℘ de Wn(K). Le premier donne la surjectivité de ℘ sur une clôture séparable de K :
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Proposition 1.13. Soit K un corps de caractéristique p. Fixons une clôture séparable de K,
désignée par Ksep. Pour tout vecteur x de Wn(K) il existe un vecteur ξ dans Wn(Ksep) tel que
℘(ξ) = x.

Preuve : La preuve se fait par récurrence sur n ≥ 1.
Si n = 1, alors Wn(K) = K et ℘ est le polynôme Xp −X séparable sur K, d’où l’existence d’une
solution ξ dans Ksep = W1(Ksep) telle que ℘(ξ) = x.
Maintenant, supposons que pour un entier n ≥ 1 la propriété est satisfaite. Soit (x0, ..., xn) un
vecteur de Wn+1(K). On distingue alors deux cas :

- soit x0 = 0 : par induction il existe ξ := (ξ1, ..., ξn) dans Wn(Ksep) tel que ℘(ξ1, ..., ξn) =
(x1, ..., xn). D’où :

x = V (x1, · · · , xn)
= V (℘(ξ))
= ℘(V (ξ))
= ℘(0, ξ1, ..., ξn)

puisque les applications V et ℘ commutent de façon évidente (voir également la propriété 1.16).
Puisque le vecteur (0, ξ1, · · · , ξn) est dans Wn+1(Ksep) par hypothèse, le résultat est démontré
pour x.

- soit x0 6= 0 : il existe a ∈ ksep tel que x0 = ℘(a) d’après le cas n = 1. Ainsi x s’écrit
(℘(a), x1, ..., xn), d’où l’équivalence :

x ∈ ℘(Wn+1(Ksep)) ⇔ (℘(a), x1, ..., xn)− ℘(a, 0, ..., 0) ∈ ℘(Wn+1(Ksep)

puisque ℘ est un morphisme de groupes.
Or d’après l’exemple 1.4, la première composante de (℘(a), x1, ..., xn)−℘(a, 0, ..., 0) est ℘(a)−℘(a)
donc nulle. On est donc ramené au cas précédent, c’est-à-dire x appartient bien à ℘(Wn+1(Ksep)),
ce qui termine la preuve. �

Le second résultat concerne le noyau de ℘ sur W (K) :

Proposition 1.14. Pour tout entier n ≥ 1, le noyau de ℘ sur Wn(K) est Wn(Fp).

Preuve : D’abord, l’anneau Wn(Fp) est clairement inclus dans le noyau de ℘ puisque F est
l’identité sur Fp.
Réciproquement, montrons l’autre inclusion par récurrence sur n ≥ 1. Si n = 1, W1(K) est le corps
K de caractéristique p, il satisfait donc :

∀ξ ∈ K : ξp − ξ = 0 ⇔ ξ ∈ Fp.

Cela signifie que le noyau de ℘ sur W1(K) est précisément W1(Fp) = Fp.
Maintenant supposons la propriété établie pour un entier n ≥ 1 et considérons le noyau de ℘ sur
Wn+1(K). Soit ξ = (ξ0, ..., ξn) ∈ Wn+1(K) un élément de ce noyau. A nouveau, nous distinguons
deux possibilités :

- soit ξ0 = 0 : par un argument analogue à la preuve précédente, nous montrons que ℘(ξ1, ..., ξn)
est nul dans Wn(K). Ainsi, par hypothèse, (ξ1, ..., ξn) of Wn(K) a tous ses coefficients dans Fp,
c’est-à-dire : ξ ∈Wn+1(Fp).

- soit ξ0 6= 0 : d’après l’exemple 1.4 nous avons toujours ℘(ξ0) = 0 et donc ξ0 ∈ Fp. Par la
proposition 1.9 et après troncation, il vient dans Wn+1(K) :

(ξ0, ξ1, ..., ξn) = (ξ0, 0, ..., 0) + (0, ξ1, ..., ξn),

d’où :
℘(ξ0, ξ1, ..., ξn) = ℘(ξ0, 0, ..., 0) + ℘(0, ξ1, ..., ξn).

En particulier, cela implique :
℘(0, , ξ1, ..., ξn) = 0,
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puisque (ξ0, 0, ..., 0) ∈Wn+1(Fp) et donc, d’après le cas précédent, ξ est dans Wn+1(Fp).
Ainsi, par récurrence, le noyau de ℘ sur Wn(K) est Wn(Fp) pour tout n ≥ 1. �

En conséquence, les solutions de l’équation ℘(ξ) = x pour un vecteur x ∈ Wn(K) diffèrent
toutes par un vecteur de Witt à coefficients dans Fp, et il y a exactement pn tels vecteurs. D’où
la nécessité d’un étude précise des anneaux W (Fp) etWn(Fp), ce que nous ferons dans le sous-
paragraphe 1.3.3. Mais avant, développons un autre résultat qui nous permettra de généraliser aux
vecteurs de Witt les arguments de la preuve du théorème initial d’Artin-Schreier.

1.3.2 Théorème de Hilbert 90 dans Wn(K)

Nous désignons toujours par K un corps de caractéristique p. Soit n ≥ 1 un entier, nous nous
intéressons ici à un théorème semblable à la version additive du théorème 90 de Hilbert pour les
vecteurs de Witt, version qui est le point clef dans la preuve du théorème d’Artin-Schreier décrivant
les extensions cycliques de degré p sur K. Le résultat qui suit sera de même importance dans le
chapitre suivant pour l’étude générale du groupe de Galois des extensions d’Artin-Schreier-Witt
d’exposant pn.

Soit L une extension finie sur K, soit G son groupe de Galois. Commençons par une définition :

Définition 1.7. Pour chaque K-automorphisme σ de G et pour tout vecteur de Witt x dans Wn(L)
on note σ.x le vecteur de Wn(L) défini par :

σ.x := (σ(x0), σ(x1), ..., σ(xn−1)).

D’où la version additive du théorème 90 de Hilbert pour les vecteurs de Witt de longueur n sur K :

Théorème 1.3. Soit K un corps de caractéristique p. Soit L une extension galoisienne finie sur
K de groupe G = Gal(L/K). Alors, pour tout entier n ≥ 1, le premier groupe de cohomologie
correspondant aux vecteurs de Witt de longueur n est trivial :

H1(Gal(L/K),Wn(L)) = 0.

Preuve : Soit f un 1-cocycle de G dans Wn(L), c’est-à-dire une fonction de G dans Wn(L) telle
que pour tous σ, τ dans G : f(σ.τ) = τf(σ) + f(τ). Il s’agit de montrer que f est aussi un cobord,
c’est-à-dire qu’il existe x dans Wn(L) tel que :

∀σ ∈ G f(σ) = x− σ(x)

Soit y = (y0, y1, ..., yn−1) un élément deWn(L) satisfaisant trLk (y0) 6= 0 : l’existence d’un tel élément
est due à l’indépendance linéaire sur L de tous les K-automorphismes de L (cf ([35], Chap. V I,
§4)). On définit la trace de y de L dans K par :

tr(y) =
∑
σ∈G

σ(y) =
∑
σ∈G

(σy0, σy1, ..., σyn−1) = (tr(y0), ∗, ..., ∗)

Puisque tr(y0) est à la fois la première composante de tr(y) et une unité de L, tr(y) est aussi une
unité de Wn(L) par la proposition 1.11. On pose alors dans Wn(K) :

x :=
1

tr(y)

∑
τ∈G

f(τ)τ(y)
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Pour tout σ in G, il vient :

σ(x) =
1

σ(tr(y))

∑
τ∈G

σ(f(τ))σ(τ(y))

=
1

tr(y)

∑
τ∈G

(f(στ)− f(σ)).στ(y)

=
1

tr(y)

∑
τ∈G

f(στ)στ(y)− 1
tr(y)

∑
τ∈G

f(σ)στ(y)

=
1

tr(y)

∑
ψ∈G

f(ψ)ψ(y)− f(σ)
tr(y)

∑
ψ∈G

ψ(y)

= x− f(σ)

D’où f(σ) = x− σ(x), comme désiré. �

1.3.3 Vecteurs de Witt sur Fp

Nous clôturons ce chapitre par une description explicite des vecteurs de Witt sur le corps fini Fp
à p éléments. Pour tout entier n ≥ 1 rappelons l’existence d’un isomorphisme canonique d’anneaux :

Fn : Wn(Fp) −→ Z/pnZ,

donné par :
(x0, x1, ..., xn−1) 7→ x̄0 + px̄1 + ...+ ¯xn−1p

n−1 mod pn,

où chaque x̄k ∈ Z désigne l’unique représentant modulo p de xk dans {0, ..., p− 1}.
Cet isomorphisme transforme l’opérateur shift V en la mutliplication par p, notée p, selon le
diagramme commutatif suivant :

Wn(Fp)
Fn //

V

��

Z/pnZ

p

��
Wn+1(Fp)

Fn+1 // Z/pn+1Z

En outre, pour tout n ≥ 1, nous avons un autre diagramme commutatif :

Wn+1(Fp)
Fn+1 //

tn

��

Z/pn+1Z

redn

��
Wn(Fp)

Fn // Z/pnZ

où tn est le morphisme de troncation et où redn désigne la réduction modulo pn. Alors, en munissant
les anneaux Z/pnZ etWn(Fp) pour tout n ≥ 1 de la topologie discrète, les isomorphismes Fn
deviennent des homeomorphismes, d’où un isomorphisme de systèmes projectifs :

lim
←−

Wn(Fp)
'−→ lim
←−

Z/pnZ.

Par le théorème 1.2 il en résulte un isomorphisme d’anneaux topologiques :

W (Fp)
'−→ Zp.

Ici Zp est muni de la topologie p-adique qui est la topologie naturellement induite du système
projectif (Z/pnZ, red)n. De plus, le précédent isomorphisme étant canonique, il nous autorise les
identifications Wn(Fp) = Z/pnZ pour tout n ≥ 1, ainsi que W (Fp) = Zp.
Nous résumons tout ceci dans la proposition suivante :
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Proposition 1.15. Les vecteurs de Witt à coefficients dans Fp satisfont :

W (Fp) = Zp

et pour tout n ≥ 1 :
Wn(Fp) = Z/pnZ.

De plus, l’anneau de Witt W (Fp) est muni de la topologie p-adique pour laquelle il est compact.

Il est alors intéressant de vérifier la proposition 1.8 pour W (Fp). En effet, de ce qui précède, il vient
simultanément :

Wn(Fp) = Z/pnZ,

et aussi :
W (Fp)/V nW (Fp) = Zp/pnZp.

L’isomorphisme naturel :
Z/pnZ '−→ Zp/pnZp

corrobore donc l’isomorphisme de la proposition 1.8 :

Wn(Fp)
'−→W (Fp)/V nW (Fp).

D’après ([60], Chap.II, §5) la proposition 1.15 se généralise à tout corps parfait de caractéristique
p. Plus précisément, Serre énonce le résultat suivant :

Théorème 1.4. Soit K un corps parfait de caractéristique p, l’anneau de Witt W (K) est un
p-anneau strict de corps résiduel K.

Concrètement, cela signifie que W (K) est un anneau complet pour une valuation discrète de corps
résiduel K, d’idéal maximal engendré par p, et que W (K) est caractérisé par ces propriétés via un
unique isomorphisme.
En particulier, si K = Fp, on retrouve une nouvelle fois l’identification W (Fp) = Zp par unicité du
p-anneau strict pour un corps résiduel de caractéristique p donné.

De plus, grâce à ce théorème, Serre établit une formule qui sera d’un intérêt particulier pour le
théorème 2.1 du chapitre 2 mais aussi dans le chapitre 4 :

Proposition 1.16. Soit A un anneau de caractéristique p. Sur l’anneau de Witt W (A) on a :

V ◦ F = F ◦ V = p,

où p désigne la mutliplication par p.
En particulier, il vient : V ◦ ℘ = ℘ ◦ V .

Preuve : Il est facile de voir que V etF commutent par la proposition 1.9.
Quant à la relation V ◦F = p, sa preuve est basée sur l’identification x =

∑∞
i=0{x

p−i

i }pi pour tout
vecteur x ∈W (A) pusique A est de caractéristique p (cf. [60], Chap.II, §6).
Cependant, cette relation se montre aussi à la main à partir des relations de récurrence (V x)(n) =
px(n−1) et (Fx)n−1 = x(n) − pnxn ainsi que de la proposition 1.3 pour l’addition de Witt. �
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Chapitre 2

Pro-p extensions abéliennes en
caractéristique p

Soit p > 0 un nombre premier et soit K un corps de caractéristique p.

Ce second chapitre est l’étude des pro-p extensions de K d’un point de vue essentiellement
galoisien. Le cadre est celui de la théorie d’Artin-Schreier, à distinguer de la théorie de Kummer dans
laquelle les degrés des extensions sont premiers à la caractéristique : cette théorie a initialement été
développée dans un article commun d’Artin et Schreier [7] en 1927 pour décrire le groupe de Galois
des extensions cycliques de degré p sur K. L’outil essentiel qui permettra de passer des extensions
d’exposant p aux extensions d’exposant pn pour n ≥ 2 sera la manipulation des vecteurs de Witt.
C’est pourquoi, nous parlerons d’avantage de la théorie d’Artin-Schreier-Witt pour évoquer l’étude
galoisienne des pro-p extensions de K.

Plus précisément, il s’agit dans ce chapitre de généraliser le théorème initial d’Artin-Schreier en
donnant une description explicite du groupe de Galois des extensions abéliennes finies puis infinies
d’exposant pn sur K, pour tout entier n ≥ 1. Le but ultime est de donner une étude complète de
la pro-p extension abélienne maximale de K. Toutes les extensions considérées ici sont contenues
dans une clôture séparable Ksep de K que nous fixerons dans la suite.

Cette généralisation est menée progressivement tout au long du présent chapitre. Le para-
graphe 2.1 concerne d’abord les extensions d’Artin-Schreier-Witt finies de K, c’est-à-dire les ex-
tensions abéliennes finies d’exposant divisant pn pour tout n ≥ 1 (cf. théorème 2.2). Ensuite, le
paragraphe 2.2 traite des extensions d’Artin-Schreier-Witt infinies en calculant explicitement le
groupe de Galois des extensions abéliennes maximales d’exposant pn sur K (cf. corollaire 2.1), puis
par passage à la limite, celui de la pro-p extension abélienne maximale (cf. théorème 2.4).

Les preuves que nous proposons sont assez proches de celles de l’article initial d’Artin et
Schreier : le polynôme Xp − X est remplacé par l’homomorphisme de groupes ℘ sur W (K) et
le théorème 90 de Hilbert devient le théorème 1.3 du chapitre précédent. La principale innovation
réside dans l’introduction des vecteurs de Witt dont la manipulation représente la difficulté de
ce chapitre mais aussi et surtout sa réelle motivation. Tous ces outils ont été développés dans le
chapitre 1.

Si la plupart des résultats de ces deux paragraphes sont maintenant courants dans la littérature
galoisienne, ils le sont de façon éparse et leurs preuves sont rarement exposées de façon complète.
C’est pourquoi nous avons tenu à les détailler toutes ici afin de présenter un tableau complet de la
théorie de Galois des extensions d’Artin-Schreier-Witt.

Le paragraphe 2.3, quant à lui, pousse cette étude plus loin avec la description du groupe de
Galois Gp∞ de la pro-p extension abélienne maximale de K comme module sur l’anneau Zp des
entiers p-adiques. En particulier, nous développerons la question de savoir si ce module est libre
sur Zp : c’est le théorème 2.5, notre première contribution à cette riche théorie. Il affirme que Gp∞
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est libre en tant que Zp-module si et seulement si le groupe de l’extension abélienne maximale
d’exposant p sur K est de dimension finie comme Fp-espace vectoriel. Les outils principaux en sont
une version topologique du lemme de Nakayama et quelques propriétés des nombres cardinaux.

L’étude des extensions infinies d’Artin-Schreier-Witt conduit naturellement à des questions
topologiques. A ce titre, rappelons que tout groupe de Galois est muni de la topologie de Krull. De
plus, chaque anneauWn(Fp), identifié à Z/pnZ, est muni de la topologie discrète et l’anneau de Witt
W (Fp), canoniquement isomorphe à Zp, est muni de la topologie induite du produit

∏
nWn(K),

c’est-à-dire de la topologie p-adique, conformément au corollaire 1.2 du chapitre 1.

2.1 Extensions finies d’Artin-Schreier-Witt

Ce paragraphe concerne la théorie de Galois dans les extensions abéliennes finies d’exposant pn sur
K, pour tout entier n ≥ 1, que nous appelons extensions finies d’Artin-Schreier-Witt.

2.1.1 Extensions cycliques de degré pn

Fixons un entier n ≥ 1 et considérons d’abord les extensions cycliques de degré pn sur K.

Les notations sont celles du chapitre 1. Pour un vecteur de Witt x ∈ Wn(K), nous désignerons
également par K(℘−1(x)) l’extension K(ζ0, ..., ζn−1) où ζ = (ζ0, ..., ζn−1) est un vecteur dans
Wn(Ksep) tel que ℘(ζ) = x.

Le théorème qui suit est la généralisation directe du théorème d’Artin-Schreier. Bien plus, il
représente un résultat clef pour tout ce qui suit et c’est pourquoi nous avons décidé de conser-
ver la preuve aussi détaillée.

Théorème 2.1 (Extensions cycliques de degré pn). Soit K un corps de caractéristique p > 0 et
soit n ≥ 1 un entier positif. On a :

a). Pour x = (x0, ..., xn−1) ∈ Wn(K), soit l’équation ℘(ξ) = x n’admet aucune solution dans
Wn(K), soit elle admet une solution dans Wn(K) auquel cas toutes ses solutions sont dans Wn(K)
et il y a pn telles solutions.

b). Si l’équation n’admet aucune solution dans Wn(K), l’extension K(℘−1x) est cyclique sur
K de degré divisant pn. Le degré est exactement pn si et seulement si x0 6∈ ℘(K).

c). Réciproquement, si L/K est une extension cyclique de degré pn, il existe x dans Wn(K) tel
que L = K(℘−1x) et x0 6∈ ℘(K).

Preuve : assertion a) : D’après la proposition 1.14 et puisque Fp s’injecte dans K, si l’équation
℘(ξ) = x admet une solution dans Wn(K), alors toutes ses solutions sont dans Wn(K) et il y a
exactement pn telles solutions puisqu’elles diffèrent deux à deux par un élément de Wn(Fp)

assertion b) : Supposons maintenant que l’équation n’admet aucune solution. On montre
d’abord que l’extension K(℘−1x)/K est normale. Soit ξ ∈ Wn(K(℘−1x)) tel que ℘(ξ) = x. Soit
ϕ : K(℘−1x) → K̄ un K-morphisme de corps, K̄ étant une clôture algébrique de K fixée. Ce
morphisme définit fonctoriellement un homomorphisme d’anneaux :

Wn(ϕ) : Wn(K(℘−1x)) →Wn(K̄)

en posant :
Wn(ϕ)(ξ0, ..., ξn−1) = (ϕ(ξ0), ..., ϕ(ξn−1))

de telle sorte que Wn(ϕ)|Wn(K) = idWn(K).
Alors, d’après la définition de ℘ il vient :

℘(Wn(ϕ)(ξ)) = (Wn(ϕ)(ξ))−Wn(ϕ)(ξ)
= Wn(ϕ)F (ξ)−Wn(ϕ)(ξ)
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car Wn(ϕ) et F agissent linéairement sur les composantes des vecteurs de Witt. D’où :

℘(Wn(ϕ)(ξ)) = Wn(ϕ)(Fξ − ξ)
= Wn(ϕ)(x)
= x

puisque x est dans Wn(K).
Ainsi, d’après la proposition 1.14, Wn(ϕ)(ξ) appartient à Wn(K(℘−1x)) et donc l’application ϕ
fixe globalement K(℘−1x), ce qui montre que l’extension est normale.
En outre, d’après la proposition 1.13, K(℘−1x) l’extension est séparable sur K, donc galoisienne.

Montrons ensuite que son groupe de Galois, noté Gn est cyclique et déterminons sont degré.
Par la proposition 1.13 toujours, il existe ξ in Wn(Ksep) tel que ℘(ξ) = x. De plus, en posant
ξ = (ξ0, ξ1, ..., ξn−1), alors d’après la remarque 1.4 il vient :

℘(ξ0) = x0.

Considérons d’abord le groupe G1 défini par : G1 = Gal(K(℘−1x0)/K) = Gal(K(ξ0)/K). Puisque
G1 agit sur les racines du polynômes ℘(X)−x0 = Xp−X−x0 et d’après la proposition 1.14, nous
avons :

∀σ ∈ G1 , σ(ξ0)− ξ0 ∈W1(Fp)

avec W1(Fp) = Fp.
On définit alors l’application suivante :

ϕ1 : G1 −→ W1(Fp)
σ 7→ σ(ξ0)− ξ0

C’est un morphisme de groupes, en effet :

∀σ, τ ∈ G1 ϕ1(στ) = στ(ξ0)− ξ0
= σ(τ(ξ0)− ξ0) + σ(ξ0)− ξ0

= ϕ1(τ) + ϕ1(σ)

où σ désigne un K-isomorphisme de corps.
Bien plus, nous avons :

∀σ ∈ G1 σ(ξ0)− ξ0 = 0 ⇒ σ(ξ0) = ξ0
⇒ σ = id

d’où l’injectivité de ϕ1.
De même, pour tout n ≥ 1, on peut définir l’application suivante :

ϕn : Gn −→ Wn(Fp)
σ 7→ σ(ξ)− ξ

avec : σ(ξ)− ξ = (σ(ξ0), σ(ξ1), ..., σ(ξn−1))− (ξ0, ξ1, ..., ξn−1) = (ϕ1(ξ0), ∗, ...).
En développant un argument semblable au précédent, il est alors facile de montrer que ϕn est aussi
un homomorphisme de groupes injectif.
D’où le diagramme suivant :

Gn
ϕn //

rn

����

Wn(Fp)

tn
����

G1
ϕ1 // W1(Fp).

Ici, rn est l’application de restriction :

rn : Gn −→ G1

σ 7→ σ|K(ξ0)
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et tn l’application de troncation :

tn : Wn(Fp) −→ W1(Fp)
(x0, ..., xn−1) 7→ x0

Ces deux morphismes sont surjectifs.
Clairement, le diagramme commute puisque pour tout σ ∈ Gn on a :

tn ◦ ϕn(σ) = tn(σ(ξ)− ξ) = tn(σ(ξ0)− ξ0, ∗, ...) = σ(ξ0)− ξ0

et aussi :
ϕ1 ◦ rn(σ) = ϕ1(σ|k(ξ0)) = σ|k(ξ0) − ξ0 = σ(ξ0)− ξ0.

On distingue alors deux cas précisément :
- cas 1 : x0 6∈ ℘(K), ce qui signifie que l’extension K(ξ0)/K est de degré p . Dans ce cas,

comme G1 agit transitivement sur les racines de ℘(X) − x0 et d’après la proposition 1.14, on
a ϕ1(G1) = W1(Fp) = Fp et donc ϕ1 est surjective. Par commutativité du diagramme, ϕn est
surjective aussi, c’est donc un isomorphisme de groupes :

ϕn : Gn
'−→Wn(Fp)

Comme Wn(Fp) ' Z/pnZ, cela montre que Gn est cylcique d’ordre exactement pn.
- cas 2 : soit x0 ∈ ℘(k), c’est-à-dire ξo ∈ K. Dans ce cas, G1 = {id} et ϕ1 est trivial. L’homo-

morphisme ϕn ne peut donc être surjectif et le groupe de Galois Gn est isomorphe à un sous-groupe
strict du groupe cyclique Z/pnZ, d’où la preuve de l’assertion b).

assertion c) : Réciproquement, soit L/K une extension cyclique de degré pn. Notons G son
groupe de Galois. On affirme :

[℘(Wn(L)) ∩Wn(K) : ℘(Wn(K))] = pn.

En effet, nous avons la suite exacte :

0 → Wn(Fp) ↪→ Wn(L)
℘→ ℘(Wn(L)) → 0.

Puisque H1(G,Wn(L)) = 0 d’après le théorème 1.3, la suite exacte de cohomologie s’écrit :

0 → Wn(Fp) ↪→ Wn(K)
℘→ ℘(Wn(L)) ∩Wn(K)

ϕ→ H1(G,Wn(Fp)) → 0

où ϕ envoie x sur {σ 7→ σ(ξ)− ξ} avec ξ ∈Wn(L) tel que ℘(ξ) = x.
Comme G agit trivialement sur Wn(Fp) on a l’égalité H1(G,Wn(Fp)) = Hom(G,Wn(Fp)). Or G
et Wn(Fp) sont tous deux cycliques de degré pn et donc H1(G,Wn(Fp)) aussi. Alors, en posant
PW := ℘(Wn(L))∩Wn(K), le quotient PW/℘(Wn(K)) est cyclique d’ordre pn et son groupe dual
est canoniquement isomorphe à Hom(PW,Wn(Fp)).

Soit x un vecteur dans PW tel que x + ℘(Wn(K)) engendre PW/℘(Wn(K)). Nécessairement :
xo 6∈ ℘(K).
Maintenant, montrons que L = K(℘−1x). Clairement, comme chaque solution ξ de l’équation
℘(ξ) = x est dans Wn(L), on a : K(℘−1x) ⊂ L.
Pour montrer l’autre inclusion, considérons l’accouplement suivant :

PW/℘(Wn(K)) × G −→ Wn(Fp)

donné par : (x+ ℘(Wn(K)), σ) 7→ σ(ξ)− ξ, avec ξ ∈Wn(L) tel que ℘(ξ) = x.
Par le théorème de dualité (cf. [35], Chap. I,§9), puisque les noyaux sont triviaux et comme G est
fini, on obtient un isomorphisme de groupes :

δ : G
'−→ Hom(PW/℘(Wn(K)),Wn(Fp))

σ 7→ (x+ ℘(Wn(K)) 7→ σ(ξ)− ξ)
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Chaque automorphisme σ ∈ G tel que σ|K(℘−1x) = id satisfait donc : δ(σ) = id c’est-à-dire σ = id|L
puisque δ est un isomorphisme. D’où Gal(L/K(℘−1x)) = {id}, i.e. L = K(℘−1x), ce qu’il fallait
démontrer. �

Ainsi, les extensions cycliques de degré pn sur le corps K sont précisément les extensions du type
K(℘−1x) pour un certain vecteur de Witt x dans Wn(k) tel que x0 6∈ ℘(K).

2.1.2 Extensions abéliennes finies d’exposant au plus pn

Nous développons ici l’analogue de la théorie de Kummer pour les extensions abéliennes finies
d’exposant divisant pn sur le corps K de caractéristique p.

L’étape qui suit le théorème 2.1 est le résultat suivant :

Théorème 2.2 (Extensions abéliennes finies d’exposant divisantpn). Soit K un corps de ca-
ractéristique p > 0 et soit n ≥ 1 un entier positif. Soit Bn un sous-groupe de Wn(K) contenant
℘(Wn(K)) avec un indice fini. Notons KBn

l’extension K(℘−1Bn), c’est-à-dire le compositum de
toutes les extensions K(℘−1x) lorsque x parcourt Bn. On a :

a). L’extension KBn
/K est une extension galoisienne, abélienne finie et d’exposant divisant pn.

b). Réciproquement, si L/K est une extension abélienne finie d’exposant divisant pn, il existe un
sous-groupe Bn de Wn(K) satisfaisant les propriétés précédentes et tel que L = KBn .

Preuve : assertion a). D’après le théorème 2.1, pour chaque vecteur x de Bn, l’extension
K(℘−1x) est galoisienne sur K et cyclique de degré pd avec d ≤ n. Alors, en tant que compositum,
l’extension KBn

/K est aussi galoisienne et d’exposant divisant pn, ce qui montre l’assertion a).

assertion b). Réciproquement, si L/K est une extension abélienne finie d’exposant divisant
pn et de groupe G, le théorème 2.1 induit la suite exacte :

0 → Wn(Fp) ↪→ Wn(K)
℘→ ℘(Wn(L)) ∩Wn(K) → H1(G,Wn(Fp)) → 0

où ℘(Wn(L)) ∩Wn(K)/℘(Wn(K)) est d’exposant pn.
Posons Bn := ℘(Wn(L)) ∩Wn(K). Clairement KBn ⊂ L.
Pour montrer l’autre inclusion, considérons l’accouplement suivant :

Bn/℘(Wn(K)) × G −→ Wn(Fp)

donné par :
(x+ ℘(Wn(K)), σ) 7→ σ(ξ)− ξ,

pour un certain vecteur ξ de Wn(L) tel que ℘(ξ) = x. Cet accouplement ne dépend pas du choix
de ξ : en effet, si ℘(ξ′) = x aussi, alors σ(ξ)− ξ = σ(ξ′)− ξ′ puisque ξ et ξ′ diffèrent par un élément
de Wn(Fp) (cf. proposition 1.14).
On en déduit un isomorphisme de groupes :

δ : G
'−→ Hom(Bn/℘(Wn(K)),Wn(Fp))

σ 7→ (x+ ℘(Wn(K)) 7→ σ(ξ)− ξ).

Ainsi, pour chaque σ ∈ G tel que σ|KBn
= id, il vient : δ(σ) = id. D’où σ = id|L puisque δ est un

isomorphisme, donc Gal(L/KBn
) = {id}, c’est-à-dire L = KBn

, comme désiré. �

Nous allons déduire du théorème précédent une description explicite du groupe de Galois des
extensions finies d’Artin-Schreier-Witt sur K. C’est précisément ce résultat qui nous permettra
de donner le groupe de Galois des extensions maximales d’Artin-Schreier-Witt dans le paragraphe
suivant :
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Corollaire 2.1. Soit Ln une extension abélienne finie d’exposant divisant pn sur K. D’après le
théorème 2.2, il existe un sous-groupe BLn de Wn(K) tel que Ln = K(℘−1(BLn)). Alors on a un
isomorphisme de groupes :

Gal(Ln/K) '−→ Hom(BLn
/℘(Wn(K)),Wn(Fp))

σ 7→ (x+ ℘(Wn(K)) 7→ σ(ξ)− ξ)

où ξ est un vecteur de Wn(Ksep) tel que ℘(ξ) = x.

Notons que cet isomorphisme est indépendant du choix de ξ comme nous l’avons déjà indiqué dans
la preuve de l’assertion b) du théorème 2.2.

Preuve : C’est essentiellement la preuve de l’assertion b) du théorème 2.2. �

Remarque 7. Si L/K est une extension abélienne finie d’exposant pn, on a un isomorphisme de
groupes topologiques semblable à celui du corollaire 2.1 :

Gal(L/K) '−→ Hom(BL/℘(Wn(K)),Wn(Fp))
σ 7→ {x+ ℘(Wn(K)) 7→ σ(ξ)− ξ),

pour ξ dans Wn(Ksep) tel que ℘(ξ) = x et où BL est un sous-groupe de Wn(K) contenant ℘(Wn(K))
mais sans indice fini cette fois.
Nous ne montrerons pas ce résultat puisqu’il est sans utilité pour la suite de ce mémoire. Une
preuve en est donnée dans mon rapport de DEA, elle s’appuie sur l’égalité suivante :

Gal(KBL
/K) = lim

←−
Gal(KB0/K),

lorsque B0 parcourt l’ensemble des sous-groupes de BL contenant ℘(Wn(K)) avec un indice fini,
les notations étant les mêmes que celles du théorème 2.2.

2.2 Extensions maximales d’Artin-Schreier-Witt

Rappelons que la théorie de Galois infinie définit le groupe de Galois G d’une extension infinie
L/K comme une limite projective :

G = lim
←−

Gal(M/K),

où M parcourt l’ensemble des sous-extensions finies de L/K. En particulier, le groupe de Ga-
lois d’une extension infinie a la structure d’un groupe profini muni de la topologie dite de Krull
pour laquelle une base de voisinages de l’unité est exactement l’ensemble de tous les sous-groupes
distingués de G d’indice fini.

Ce paragraphe concerne les extensions infinies d’Artin-Schreier-Witt sur le corps K de ca-
ractéristique p > 0. Plus précisément, pour un entier n ≥ 1, nous déterminons le groupe de Galois
de l’extension abélienne maximale d’exposant pn sur K. Notons Gpn ce groupe, rappelons qu’il est
donné par la limite projective :

Gpn = lim
←−

Gal(Ln/K),

lorsque Ln parcourt l’ensemble des extensions abéliennes finies d’exposant divisant pn sur K.
Utilisant le corollaire 2.1, il vient alors :

Théorème 2.3 (Extension abélienne maximale d’exposant pn). Soit K un corps de caractéristique
p > 0 et soit n ≥ 1 un entier positif. On a un isomorphisme canonique de groupes topologiques :

asn : Gpn
'−→ Hom(Wn(K)/℘(Wn(K)),Wn(Fp))

σ 7→ {x+ ℘(Wn(K)) 7→ σ(ξ)− ξ),
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où ξ ∈Wn(Ksep) est tel que ℘(ξ) = x.
Ici, le groupe de Galois Gpn est muni de la topologie de Krull et le groupe

Hom(Wn(K)/℘(Wn(K)),Wn(Fp))

de la topologie induite du produit
∏
nWn(Fp) où chaque Wn(Fp) = Z/pnZ est discret.

Comme dans le corollaire 2.1, chaque isomorphisme asn(x) ne dépend pas du choix de ξ. Pour tout
n ≥ 1, asn sera appelé le nème isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt.

Preuve : Si Ln/K est une extension abélienne finie d’exposant divisant pn, on a d’après le
corollaire 2.1 un isomorphisme de groupes :

Gal(Ln/K) '−→ Hom(BLn
/℘(Wn(K)),Wn(Fp)).

Alors, pour toute sous-extension Mn ⊂ Ln, le diagramme suivant est commutatif :

Gal(Ln/K) ' //

rLM

����

Hom(BLn
/℘(Wn(K)),Wn(Fp))

hLM
����

Gal(Mn/K) ' // Hom(BMn
/℘(Wn(K)),Wn(Fp))

où les flèches verticales rLM et hLM sont les applications de restriction.
Les groupes Gal(Ln/K) et Wn(Fp) étant compacts pour la topologie discrète car finis et le groupe
Hom(BLn

/℘(Wn(K)),Wn(Fp)) étant compact pour la topologie induite du produit
∏
Wn(Fp), on

en déduit par passage à la limite projective un isomorphisme de groupes topologiques :

Gpn
'−→ lim
←−

Hom(BLn
/℘(Wn(K)),Wn(Fp)),

où la limite projective est prise respectivement aux applications de restriction comme applications
de transition et sur tous les sous-groupes BLn de Wn(K) contenant ℘(Wn(K)) avec un indice fini
conformément à la correspondance du théorème 2.2.
Alors, par la propriété universelle des limites projectives et directes, ceci induit un isomorphisme
de groupes topologiques :

Gpn
'−→ Hom(lim

−→
BLn

/℘(Wn(K)),Wn(Fp)).

OrWn(K) est clairement la réunion de tous les sous-groupesBLn
et le système projectif {BLn

, hLM}
est stable par union finie, ainsi on a l’égalité :

lim
−→

BLn = Wn(K).

D’où l’isomorphisme de groupes topologiques :

Gpn
'−→ Hom(Wn(K)/℘(Wn(K)),Wn(Fp)).

Notons asn cet isomorphisme. Par construction, pour tout σ ∈ Gpn , il est donné par :

asn(σ) : x+ ℘(Wn(K)) 7→ σ(ξ)− ξ,

pour un vecteur ξ dans Wn(Ksep) tel que ℘(ξ) = x. Ceci montre le théorème. �

Notation 2. Dans toute la suite et pour tout entier n ≥ 1 nous écrirons :

Hpn = Hom(Wn(K)/℘(Wn(K)),Wn(Fp)),

de sorte que :
asn : Gpn

'−→ Hpn .
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Remarque 8. D’après le théorème 2.3 le groupe Hpn est compact car homéomorphe au groupe
de Galois Gpn . Un autre argument, n’utilisant pas le théorème, serait de considérer Hpn comme le
sous-groupe formé de tous les homomorphismes de Wn(Fp)Wn(K)/℘(Wn(K)).
En effet, munissons le groupe Wn(Fp)Wn(K)/℘(Wn(K)) de la topologie produit pour laquelle il est
compact : cette topologie est équivalente à la topologie de la convergence simple. Ainsi, Hpn est un
sous-groupe fermé de Wn(Fp)Wn(K)/℘(Wn(K)) et donc compact.

2.3 Pro-p extension abélienne maximale

A partir du théorème 2.3, il suffit maintenant de passer à la limite projective lorsque n tend vers
l’infini cette fois, afin d’obtenir une description explicite du groupe de Galois de la pro-p extension
abélienne maximale de K. Notons Gp∞ ce groupe, il est donné par le système projectif :

Gp∞ = lim
←−

Gpn ,

lorsque n→ +∞, les applications de transition étant les restrictions.

Alors on a :

Théorème 2.4 (Pro-p extension abélienne maximale). Soit K un corps de caractéristique p. Si
Gp∞ désigne le groupe de Galois de la pro-p extension abélienne maximale de K, on a un isomor-
phisme de groupes topologiques :

as∞ : Gp∞
'−→ Hom(W (K)/℘(W (K)),W (Fp)).

donné par : :
σ 7→ {x+ ℘(W (K)) 7→ σ(ξ)− ξ,

avec ξ dans W (Ksep) tel que ℘(ξ) = x.
Ici Gp∞ est muni de la topologie de Krull et Hom(W (K)/℘(W (K)),W (Fp)) de la topologie induite
du produit

∏
W (Fp), où W (Fp), identifié à Zp, a la topologie p-adique.

A nouveau, as∞(x+ ℘(W (K))) ne dépend pas du choix de ξ.

Notation 3. L’isomorphisme de groupes topologiques as∞ sera appelé l’isomorphisme d’Artin-
Schreier-Witt.

Pour démontrer le théorème 2.4 nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1. Pour chaque entier n ≥ 1, on a un isomorphisme naturel de groupes topologiques :

Hpn
'−→ Hom(W (K)/℘(W (K)),Wn(Fp)),

donné par :
ϕ 7→ {x+ ℘(W (K)) 7→ ϕ((x0, ..., xn−1) + ℘(Wn(K)))},

en notant x = (x0, x1, ...) dans W (K).
On considère sur Hom(W (K)/℘(W (K)),Wn(Fp)) est muni de la topologie induite du produit∏
W (K)/℘(W (K))

Wn(Fp) avec Wn(Fp) discret.

Preuve : Notons V(K) le groupe quotient W (K)/℘(K). On montre d’abord l’existence d’un
isomorphisme de groupes :

Θn : Wn(K)/℘(Wn(K)) '−→ V(K)/pnV(K),
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où p est la mutliplication par p sur W (K), satisfaisant la relation p = V F = FV d’après la
proposition 1.16.
Or, on a l’égalité :

pnW (K) + ℘(W (K)) = V n(W (K)) + ℘(W (K)).

En effet, pour x ∈W (K), la définition de ℘ et la proposition 1.16 impliquent :

V x = FV x− FV x+ V x
= V Fx− ℘(V x) (∗)
= px− ℘(V x) (∗∗).

Alors, par (∗) on a d’abord l’inclusion V (℘(W (K)) ⊂ ℘(W (K)) et donc V agit sdur le quo-
tient V(K). Ensuite, d’après (∗∗), V agit comme la mutliplication par p puisque ℘(V x) est dans
℘(W (K)). D’où l’égalité V = p sur ce quotient, et donc l’image de V n est égale à l’image de pn,
ce que nous affirmions.
Ainsi, d’après la proposition 1.8, nous obtenons successivement les isomorphismes de groupes sui-
vants :

Wn(K)/℘(Wn(K)) 'W (K)/(℘(W (K)) + V n(W (K)))
'W (K)/(℘(W (K)) + pnW (K))
' V(K)/pnV(K),

comme désiré. En outre, le dernier isomorphisme, que nous noterons Θn, est clairement donné par :

(x0, ..., xn−1) mod ℘(Wn(K)) 7→ (x+ ℘(W (K))) mod pnV,

où x est un vecteur de W (K) tel que tn(x) = (x0, ..., xn−1).

Alors, par dualité, on en déduit un isomorphisme de groupes :

Hpn
'−→ Hom(V(K)/pnV(K),Wn(Fp)),

qui envoie une application f sur f ◦Θ−1
n .

Maintenant, le noyau de chaque homomorphisme de Hom(V(K)/,Wn(Fp)) contient pnV(K) puisque
Wn(Fp) = Z/pnZ par la proposition 1.15. Alors, par passage au quotient, cela induit un unique
homomorphisme de Hom(V(K)/pnV(K),Wn(Fp)), d’où un autre isomorphisme de groupes :

Hom(V(K),Wn(Fp))
'−→ Hom(V(K)/pnV(K),Wn(Fp)).

et donc, par composition, un isomorphisme de groupes que nous notons Φn :

Φn : Hpn
'−→ Hom(V(K),Wn(Fp)).

Il reste à montrer que Φn est un homéomorphisme. Or les groupes Hpn et Hom(V(K),Wn(Fp))
sont compacts en tant que sous-groupes fermés de groupes compacts. Il suffit donc de prouver la
continuité de l’isomorphisme Φn, c’est-à-dire, par la propriété universelle de la topologie produit,
de montrer la continuité des applications ϕa ◦Φn pour tous a dans V(K), où chaque ϕa désigne la
projection naturelle :

ϕa : Hom(V(K),Wn(Fp)) −→ Wn(Fp)
h 7→ h(a).

Fixons un élément a de V(K). Soit U un sous-ensemble de Wn(Fp) (U est nécessairement ouvert
puisque Wn(Fp) est discret), on a :

(ϕa ◦ Φn)−1(U) = {f ∈ Hpn : ϕa ◦ Φn(f) ∈ U}
= {f ∈ Hpn : f(Θ−1

n (a+ pnV(K)) ∈ U}
= {f ∈ Hpn : f(ā) ∈ U},

où ā est dans Wn(K)/℘(Wn(K)) et satisfait Θn(ā) = a+ pnV(K).
Alors, si τā désigne la projection naturelle de Hpn sur Wn(Fp), nous obtenons :

(ϕa ◦ Φn)−1(U) = τ−1
ā (U),
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et donc (ϕa ◦Φn)−1(U) est ouvert dans Hpn puisque τā est continu pour la topologie produit. D’où
la continuité des applications ϕa ◦Θn, a ∈ V(K), ce qu’il fallait démontrer. �

D’où la preuve du théorème 2.4 :

Preuve : Rappelons que le groupe Gp∞ est la limite projective des groupes Gpn par rapport aux
applications de restriction.
Par composition, le théorème 2.3 et le lemme 2.1 montrent ensemble que chaque isomorphisme
d’Artin-Schreier-Witt asn induit naturellement un isomorphisme de groupes topologiques :

Gpn
'−→ Hom(W (K)/℘(W (K)),Wn(Fp)),

donné par :
σ 7→ {x+ ℘(W (K)) 7→ σ(ξ0, ..., ξn−1)− (ξ0, ..., ξn−1)},

pour un vecteur (ξ0, ..., ξn−1) de Wn(K) tel que ℘(ξ0, ..., ξn−1) = (x0, ..., xn−1). Nous désignerons
toujours par asn cet isomorphisme.
En outre, si n ≥ m, on a un diagramme commutatif :

Gpn
asn//

rnm

����

Hom(W (K)/℘(W (K)),Wn(Fp))

πnm

����
Gpm

asm// Hom(W (K)/℘(W (K)),Wm(Fp))

avec rnm l’application de restriction et πnm la réduction modulo V mWn(Fp).
On en déduit un isomorphisme entre deux systèmes projectifs de groupes topologiques compacts
(séparables). Par passage à la limite projective lorsque n → +∞, cela induit un isomorphisme de
groupes topologiques :

Gp∞
'−→ lim

←−
Hom(W (K)/℘(W (K)),Wn(Fp)).

D’où l’isomorphisme de groupes topologiques, d’après la propriété universelle des limites projec-
tives :

Gp∞
'−→ Hom(W (K)/℘(W (K)), lim

←−
Wn(Fp)),

et donc, par le théorème 1.2 :

Gp∞
'−→ Hom(W (K)/℘(W (K)),W (Fp)),

ce que nous voulions montrer.
Notons as∞ ce dernier isomorphisme. Par construction, pour tout automorphisme σ de Gp∞ , as∞
est donné par :

as∞(σ) : x+ ℘(W (K)) 7→ σ(ξ)− ξ,

où ξ est un vecteur de W (Ksep) tel que ℘(ξ) = x. �

Notation 4. Nous noterons Hp∞ le groupe Hom(W (K)/℘(W (K)),W (Fp)), de telle sorte que
l’isomorphisme de groupes topologiques du théorème 2.4 se ré-écrit :

as∞ : Gp∞
'−→ Hp∞ .

Rappelons que Hp∞ est la limite projective des groupes Hpn lorsque n → +∞ et par rapport aux
réductions modulo V n comme applications de transition.
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2.4 Gp∞ comme Zp-module

Nous clôturons ce chapitre par un paragraphe mettant en lumière quelques propriétés algébriques
du groupe de Galois Gp∞ de la pro-p extension abélienne maximale du corps K. Le théorème 2.4
donne un isomorphisme de groupes topologiques :

Gp∞ ' Hom(W (k)/℘(W (k)),W (Fp)),

où W (Fp) identifié à Zp est muni de la topologie p-adique.
Une conséquence importante de ce théorème est que le pro-p groupe Gp∞ est un groupe topologique
compact pour la topologie p-adique et surtout qu’il est sans torsion.
En outre, Gp∞ hérite de la structure de Zp-module topologique pour l’action continue (λ, ϕ) ∈
Zp ×Gp∞ 7→ λ.ϕ ∈ Gp∞ donnée par λ.ϕ := x ∈ V 7→ λϕ(x) ∈ Zp.

Ces remarques nous conduisent naturellement à mener une étude plus précise du pro-p groupe
Gp∞ comme module sur Zp. En particulier, nous traiterons la question de savoir sous quelles
conditions Gp∞ est libre sur Zp : c’est le théorème 2.5. D’autres propriétés algébriques seront
rapidement évoquées dans le dernier sous-paragraphe.

2.4.1 Résultat principal

Un module sur un anneau est dit libre s’il admet une base ou s’il est le module nul.
Soit M un module libre sur un anneau principal A et soit (xi)i∈I une base de ce module indexée
par un ensemble I. Le cardinal de I est déterminé de façon unique : en effet, si p est premier dans
A alors le quotient de M/pM est un espace vectoriel sur le corps A/pA, dont la dimension est
précisément le cardinal de I. Si le module M est de plus sans torsion, cela nous permet de définir
le rang de M sur A comme le cardinal de I.
Rappelons également que tout sous-module d’un module libre sur un anneau principal est libre
aussi et de rang inférieur ou égal (cf. [35], p.880).

Notre résultat principal est le suivant :

Théorème 2.5. Le pro-p groupe de Galois Gp∞ est libre en tant que Zp-module si et seulement si
le Fp-espace vectoriel Gp∞/pGp∞ est de dimension finie, alors notée rp.
Plus précisément, si Gp∞ est Zp-libre, alors il est finiment engendré de rang rp.

En résumé, soit Gp∞ est libre de type fini, soit il n’est pas libre.

La preuve du théorème 2.5 consiste à montrer les deux points suivants :

- 1. si rp := dimFp
Gp∞ est fini, alors Gp∞ est libre de rang fini égal à rp

- 2. sinon, Gp∞ n’est pas libre.

Si l’on admet la version topologique du lemme de Nakayama (cf. [49], p. 242) le premier point
est trivial : c’est le sous-paragraphe 2. Néanmoins, nous en donnerons à la fin de ce paragraphe
une autre preuve complète en exhibant un sous-module libre qui est dense dans Gp∞ .

Pour traiter le cas où Gp∞/pGp∞ est de dimension infinie sur Fp, nous ferons appel à des propriétés
sur les nombres cardinaux, c’est l’objet du sous-paragraphe 3.

Alors que le premier point est vrai pour tout module compact sur un anneau local qui est lui-même
compact pour sa topologie m-adique, m désignant son idéal maximal, le cas infini est essentiellement
dû au fait que Gp∞ est un groupe profini abélien sans torsion.

2.4.2 Cas fini

Le pro-p groupe abélien Gp∞ est un module sur l’anneau local Zp qui est compact pour la
topologie p-adique et Gp∞ est lui-même compact pour la topologie p-adique. Ainsi, d’après le lemme
de Nakayama topologique, Gp∞ est de type fini si (et seulement si) le Fp-espace vectoriel Gp∞/pGp∞
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est de dimension finie. Lorsque c’est le cas, Gp∞ est un Zp-module libre en tant que module finiment
engendré et sans torsion sur un anneau principal. De plus, son rang est rp = dimFp

Gp∞/pGp∞ par
le lemme de Nakayama à nouveau, d’où la preuve du point (1).

2.4.3 Cas infini

L’étude du cas infini nécessite le résultat suivant qui classifie tous les groupes abéliens profinis
sans torsion (cf. [53], p.133) :

Théorème 2.6. Soit G un groupe abélien profini sans torsion. Alors G un produit direct de copies
de Zp :

G '
∏
p

(
∏
m(p)

Zp)

lorsque p parcourt l’ensemble des nombres premiers et où chaque m(p) est un nombre cardinal.

Dans notre contexte, le pro-p groupe Gp∞ est alors un produit de copies de Zp pour notre
unique nombre premier p, caractéristique du corps K. Cela s’écrit :

G '
∏
V

Zp,

pour un certain ensemble d’indices V.

Maintenant, si nous supposons que Gp∞ n’est pas finiment engendré en tant que module sur Zp,
alors nécessairement l’ensemble V est infini. Considérons un sous-ensemble dénombrable infini S
de V et posons :

M := {(xv)v ∈ Gp∞ : ∀v 6∈ S, xv = 0 , ∀N ≥ 1 ∃SN ⊂ S finite s.t. ∀s ∈ S − SN pN |xs}.

L’ensemble M est un Zp-sous-module de Gp∞ . Nous affirmons alors que M n’est pas libre.
D’abord, le quotient M/pM est un Fp-espace vectoriel dont une base est indexée par l’ensemble
infini S. En particulier, son cardinal est égal au cardinal de S.
Ensuite, montrons que le cardinal de M est strictement plus grand que celui de S. En effet, chaque
élément x de M s’écrit de façon unique comme :

x = x0 + px1 + p2x2 + · · ·+ pnxn + · · · ,

où les xn sont dans M avec des coordonnées dans [|0, p − 1|], toutes étant nulles sauf un nombre
fini. Cette série converge bien puisque Gp∞ est aussi compact pour la topologie p-adique. Ainsi,
puisque l’ensemble de tous les sous-ensembles finis de S a le même cardinal que S, le cardinal de
M vaut :

card M = ( card S)ℵ0 = ℵℵ0
0 ,

puisque S est dénombrable. Or le nombre cardinal ℵℵ0
0 est strictement plus grand que ℵ0 et donc

que le cardinal de S, ce que nous voulions montrer.

Supposons donc que M est libre comme Zp-module. Son rang est alors égal à la dimension de
M/pM et donc les cardinaux de M et M/pM sont égaux, ce qui soulève une contradiction.
Ainsi, le sous-module M n’est pas libre et donc Gp∞ ne peut être libre en tant que module sur
l’anneau principal Zp, ce qui finit la preuve du théorème.

2.4.4 Quelques remarques

Ce sous-paragraphe peut être survolé, il propose une étude supplémentaire des groupes quotients
Gp∞/p

nGp∞ pour tous n ≥ 1, ce qui permet de retrouver le point (1) du théorème 2.5 en exhibant
un sous-module libre et dense dans Gp∞ .

On peut montrer facilement les deux propositions suivantes :
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Proposition 2.1. Pour chaque entier n ≥ 1, on a isomorphisme de groupes topologiques :

Gpn ' Gp∞/p
nGp∞ ,

où Gpn désigne le groupe de Galois de l’extension abélienne maximale d’exposant pn sur K.

Proposition 2.2. Pour tout entier n ≥ 1, le groupe quotient Gp∞/pnGp∞ a une structure de
module libre sur l’anneau Z/pnZ. Son rang ne dépend pas de n et est égal à rp = dimFp

Gp∞/pGp∞ .

Par le théorème 2.3, le groupe de Galois Gp de l’extension abélienne maximale d’exposant p est
isomorphe au groupe dual Hom(K/℘(K),Fp) de K/℘(K). Alors, puisque Gp∞/pGp∞ est isomorphe
à Gp, il résulte que le Zp-module Gp∞ est libre si et seulement si le Fp-espace vectoriel K/℘(K) est
de dimension finie. Par exemple, c’est ce que l’on a lorsque le corps K est fini et il serait intéressant
de voir s’il existe d’autres cas semblables.

Nous concluons ce chapitre par quelques commentaires sur la structure topologique du Zp-
module Gp∞ en montrant qu’il est ”topologiquement” libre. On dit qu’un module topologique
admet une base topologique, ou qu’il est topologiquement libre, s’il contient un sous-module libre
et dense. Le théorème 2.6 qui classifie tous les groupes abéliens profinis et sans torsion montre que
Gp∞ est homéomorphe à un produit direct de copies de Zp. La somme directe associée représente
donc un sous-module libre et dense dans Gp∞ et donc Gp∞ est topologiquement libre.

Nous allons extraire un autre sous-module libre et dense dans Gp∞ qui a une signification avec le
théorème 2.5.
Montrons d’abord un lemme purement algébrique :

Lemme 2.2. On a un homomorphisme de groupes topologiques :

Gp∞ ' lim
←−

Gp∞/p
nGp∞ ,

où Gp∞ a la topologie p-adique et où la limite projective est prise respectivement aux morphismes
de projection.

Preuve : Nous avons vu que Gp∞ est compact. De plus, les sous-groupes pnGp∞ forment une
filtration décroissante de sous-groupes fermés pour la topologie p-adique. Alors, puisque l’on a
∩∞n=1p

nGp∞ = {id}, on en déduit un homomorphisme de groupes topologiques : lim
←−

Gp∞/p
nGp∞

(cf. [61], p.3). �

Nous énonçons également :

Lemme 2.3. Soit A un anneau de valuation discrète, d’idéal maximal P = pA et de corps résiduel
k = A/pA. Soit M un A-module sans torsion. Si (āi)i∈I est une base du k-espace vectoriel m =
M/pM , alors tout relèvement (ai)i de (āi)i à M forme une famille linéairement indépendante sur
le module M .

Preuve : Considérons une combinaison linéaire sur M :

(C1)
∑
i

αiai = 0 , αi ∈ A.

On obtient par réduction dans M/pM :∑
i

ᾱiāi = 0 , ᾱi ∈ k,

d’où ᾱi = 0 dans k pour tout i. On peut donc écrire αi = pα
(1)
i . Maintenant, la relation (C1)

devient :
p(

∑
i

α
(1)
i ai) = 0 , α

(1)
i ∈ A,
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et donc :
(C2)

∑
i

α
(1)
i ai = 0 , αi ∈ A,

puisque M est sans torsion.

De même, pour tout indice i on montre par récurrence sur n ≥ 1 que chaque pn divise αi. Alors
vp(αi) = ∞ et donc αi = 0 pour tout i, c’est-à-dire la famille (ai)i est linéairement indépendante
sur M . �

En particulier, si (āi)i∈I est une Fp-base de l’espace vectoriel Gp∞/pGp∞ (card I = rp), on peut
la relever en une famille linéairement indépendante (ai)i∈I de Gp∞ . Notons N le sous-module libre
de Gp∞ que cette famille engendre.
Pour chaque entier n ≥ 1, la famille (ai)ide Gp∞ se projette sur une base de Gp∞/pnGp∞ . Ainsi,
le sous-module N se surjecte à chaque étage fini sur la limite projective lim

←−
Gp∞/p

nGp∞ . Donc,

d’après le lemme 2.2 et aussi ([53], p. 8), N est dense dans Gp∞ : Gp∞ = N̄ .

Ainsi, nous aurions pu montrer la première partie du théorème 2.5 comme suit. En effet, si
Gp∞/pGp∞ est de dimension finie rp, alors N est libre de rang fini égal à rp et donc fermé dans
Gp∞ . Le Zp-module Gp∞ est donc libre aussi, de rang fini égal à rp.
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Deuxième partie

Ramification dans les extensions
d’Artin-Schreier-Witt
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Chapitre 3

Extensions d’Artin-Schreier-Witt
de corps résiduel parfait

On appelle corps local un corps muni d’une valuation discrète pour laquelle il est complet. Ce
troisième chapitre propose de calculer les groupes de ramification des extensions d’Artin-Schreier-
Witt sur un corps local K de caractéristique p > 0 lorsque le corps résiduel est parfait. L’objectif
est atteint partiellement : nous donnons ici une étude complète des groupes de ramification de
toutes les extensions abéliennes d’exposant p sur K ainsi qu’une description précise du groupe
d’inertie de toutes les pro-p extensions abéliennes de K.

Le paragraphe 3.1 contient quelques définitions et propriétés de base sur les groupes de ramifi-
cation d’une extension algébrique de K. Plus précisément, on rappelle d’abord la notion de groupes
de ramification en notation inférieure pour une extension finie de K avant de passer à la notation
supérieure, cette dernière permettant de définir les groupes de ramification dans une extension
galoisienne infinie.

Le paragraphe 3.2 donne une description complète de tous les groupes de ramification pour les
extensions abéliennes d’exposant p sur K à travers l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt as1 du
chapitre 2. Le théorème 3.2 traite d’abord le cas d’une extension cyclique de degré p sur K. C’est
aujourd’hui un résultat classique, mais nous avons pris le soin de détailler sa preuve car il est à la
base de l’étude qui suit. En effet, le théorème 3.3 donne une première généralisation en décrivant
les groupes de ramification d’une extension abélienne finie d’exposant pn. On améliore ainsi un
résultat de Maus [46] en précisant la correspondance donnée via l’isomorphisme d’Artin-Schreier-
Witt et sans faire appel à la théorie du corps de classe. Ensuite, dans le corollaire 3.3 on en déduit
les groupes de ramification pour l’extension abélienne maximale d’exposant p sur K.

Enfin, le paragraphe 3.3 propose une première généralisation de cette étude aux extensions
abéliennes d’exposant pn lorsque n ≥ 2 en explicitant leur groupe d’inertie (théorème 3.4). Par
passage à la limite projective, nous obtenons alors le groupe d’inertie de la pro-p extension abélienne
maximale de K (corollaire 3.5).
Ce dernier paragraphe ouvre donc la question de savoir si l’on peut pousser l’étude à tous les
groupes de ramification pour les extensions d’exposant pn lorsque n ≥ 2.

3.1 Rappels sur les groupes de ramification

Ce paragraphe est consacré à des rappels sur les groupes de ramification. Pour plus de détails,
le lecteur se reportera aux deux premières parties de [60], ainsi qu’à [31], [48] et [74].
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3.1.1 Extensions non ramifiées

1 Extensions finies

Dans tout ce qui suit, K désigne un corps local de valuation discrète vK . On notera OK l’anneau
de valuation correspondant, pK son idéal maximal, UK le groupe des unités et κ le corps résiduel
que nous supposerons toujours parfait.
Toutes les extensions considérées sur K (resp. κ) seront incluses dans une clôture algébrique K̄
(resp. κ̄) fixée.

Soit L une extension finie de K. Par ([60], Chap.II, §2), L est muni d’une structure de corps local
pour laquelle nous utiliserons les notations vL, OL, pL, UL et aussi l pour le corps résiduel.
Le corps résiduel κ étant parfait, l’extension résiduelle l/κ est séparable. En particulier, si L/K
est galoisienne, l/κ l’est aussi et son groupe de Galois Gal(l/κ) s’écrit comme quotient du groupe
Gal(L/K).

Indice de ramification et degré résiduel. On note n le degré de l’extension L/K et f celui
de l/κ. Ces degrés sont reliés par la relation :

n = e× f ,

où l’entier e est appelé l’ indice de ramification de l’extension L/K. Cet indice satisfait :

pKOL = peL.

Le degré f , quant à lui, est le degré résiduel de l’extension L/K.
Du point de vue des valuations, il apparâıt :

∀x ∈ L : vL(x) =
1
f
vK(NL/K(x)),

où NL/K désigne la norme de l’extension L/K. En particulier, nous avons :

∀x ∈ K : vL(x) = evK(x).

Extensions non ramifiées et extensions totalement ramifiées. L’extension L/K est dite
non ramifiée si e = 1 (et dans le cas général si l’extension résiduelle est de plus séparable). Lorsque
L/K est galoisienne, cette condition implique un isomorphisme naturel entre les groupes de Galois
de L/K et de l/k̄.
On dit que l’extension est totalement ramifée lorsque f = 1, c’est-à-dire lorsque e = n, ce qui
signifie que l’extension résiduelle est triviale.

2 Extensions infinies

Corps résiduel d’une extension infinie. Soit M une extension algébrique infinie de K. Soit m
l’extension de κ définie comme la réunion des extensions résiduelles l/κ de toutes les sous-extensions
L/K finies de M . On dit que m est le corps résiduel de M .

D’après ([60], Chap. II, §5) on a :

Proposition 3.1. A chaque extension finie séparable l de κ correspond une extension non ra-
mifiée L de K telle que l soit le corps résiduel de L, cette propriété définit l’extension L de façon
unique à un unique isomorphisme près. De plus, l’extension L/K est galoisienne si et seulement
si l’extension résiduelle l/κ est galoisienne et alors leurs groupes de Galois sont isomorphes.

Soit κsep la clôture séparable de κ, i.e. la plus grande extension séparable de κ contenue dans la
clôture algébrique κ̄. Le proposition 3.1 nous mène à considérer la réunion des extensions finies
non ramifiées de K correspondant à l’ensemble des sous-extensions finies de κsep : ce compositum
est une extension algébrique de K que nous noterons Knr. En particulier, l’extension Knr a pour
corps résiduel κsep et est galoisienne sur K de groupe Gal(Knr/K) ' Gal(κsep/κ).
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Extensions infinies non ramifiées et extensions totalement ramifiées. Une extension
infinie M/K est dite non ramifiée si toutes ses sous-extensions finies K ⊂ L ⊂ M sont non
ramifiées. De même, M/K est dite totalement ramifiée si elle a toutes ses sous-extensions finies qui
sont totalement ramifiées.

On a :

Proposition 3.2. L’extension Knr est non ramifiée sur K, c’est l’extension maximale non ramifiée
de K.

On définit alors la sous-extension maximale non ramifiée d’une extension M/K comme l’inter-
section M ∩Knr. En particulier, on peut montrer qu’elle a même corps résiduel m̄ que M et que
son groupe de Galois est précisément donné par un isomorphisme canonique Gal((M ∩Knr)/K) =
Gal(m̄/κ).
Il est à noter qu’en général M/K est totalement ramifiée si et seulement si M ∩Knr = K.

Extensions résiduelles de Kpn et Kp∞ . Pour chaque entier n ≥ 1 notons Kpn l’extension
abélienne maximale d’exposant pn de K et notons Kp∞ la pro-p extension abélienne maximale de
K. Alors, d’après ce qui précède, le corps résiduel de Kpn est la réunion des corps résiduels de
toutes les extensions abéliennes finies d’exposant pn de K. De même, celui de Kp∞ est la réunion
des corps résiduels de toutes les extensions d’Artin-Schreier-Witt finies de K. Plus précisément :

Proposition 3.3. L’extension résiduelle de Kpn/K est l’extension abélienne maximale d’exposant
pn sur k, nous la notons κpn . L’extension résiudelle de Kp∞/K est la pro-p extension abélienne
maximale de κ, notée κp∞ .

Preuve : Par définition, le corps résiduel de Kpn est clairement inclus dans κpn .
Réciproquement, soit l une extension abélienne finie d’exposant pn sur κ. D’après la proposition 3.1
il existe une extension finie non ramifiée L de K de corps résiduel l. De plus, l’extension L/K est
galoisienne, de groupe de Galois isomorphe à Gal(l/κ) : elle est donc abélienne d’exposant pn. Par
maximalité, l’extension L est incluse dans Kpn . Ainsi le corps résiduel de Kpn contient l’extension
l, c’est donc κpn .
On montre de même que l’extension κp∞ est le corps résiduel de Kp∞ . �

En particulier, la théorie de Galois des extensions d’Artin-Schreier-Witt sur K développée
dans le chapitre 2 nous permet d’écrire explicitement le groupe de Galois de l’extension maximale
non ramifiée Knr

pn de chaque extension Kpn , n ≥ 1. On a en effet un isomorphisme de groupes
topologiques :

Gal((Kpn ∩Knr)/K) '−→ Gal(κpn/κ) '−→ Hom(Wn(κ)/℘(Wn(κ)),Z/pnZ).

De même, pour la pro-p extension abélienne maximale Kp∞ de K, on a :

Gal((Kp∞ ∩Knr)/K) '−→ Gal(κp∞/κ)
'−→ Hom(W (κ)/℘(W (κ)),Zp).

3.1.2 Groupes de Ramification

1 Notation inférieure

Dans ce sous-paragraphe nous fixons une extension galoisienne finie L du corps local K de ca-
ractéristique p. Puisque κ est parfait, l’extension résiduelle l/κ est toujours séparable.

La filtration des groupes de ramification. Soit G le groupe de Galois de l’extension L/K.
Pour chaque entier i ≥ −1, on définit dans G le sous-groupe suivant :

G(i) := {σ ∈ G : σ(x)− x ∈ pi+1
L , ∀x ∈ OL}.

Le groupe G(i) est appelé le i-ème groupe de ramification de G (pour la notation inférieure).
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Les G(i) sont des sous-groupes distingués de G. Ils forment une filtration décroissante de G, avec
G(−1) = G et G(m) = 1 pour un certain entier m ≥ 1 puisque G est fini :

G = G(−1) ⊃ G(0) ⊃ G(1) ⊃ ... ⊃ G(m) = 1.

Le groupe G(0). D’après ([60], Chap.I, §6) on a une suite exacte courte :

1 −→ G(0) −→ G
ε−→ Gal(l/κ) −→ 1

dans laquelle ε désigne l’homomorphisme σ 7→ σ̄ défini par :

∀x ∈ OL : σ̄(x̄) = ¯σ(x)

où x̄ représente la classe de x modulo pL. En particulier, l’application ε induit l’isomorphisme de
groupes :

G/G(0) ' Gal(l/κ).

Le groupe G(0) est appelé groupe d’inertie de l’extension L/K. De plus, si l’extension L/K est
galoisienne, le quotient G/G(0) est le groupe de Galois de la sous-extension maximale non ramifiée
de L/K (cf. [60], Chap.IV, §1) :

G/G(0) = Gal((Knr ∩ L)/K).

En particulier, si L/K est totalement ramifiée alors G(0) = G et si L/K est non ramifiée son groupe
d’inertie G(0) est trivial.

Le groupe G(1). Considérons maintenant le sous-corps fixé par G(1). Pour cela, nous dirons
qu’une extension de K est modérément ramifiée si p ne divise pas son indice de ramification.
En particulier, le compositum de deux extensions modérément ramifiées est encore modérément
ramifié. On définit donc la sous extension maximale modérément ramifiée de L/K comme l’union
de toutes les sous-extensions modérément ramifiées de L/K, nous la noterons V . Alors, d’après
([74], Chap. 3, §6) mais aussi ([60], Chap. IV , §2, cor.1), le quotient G/G(1) est le groupe de Galois
de V/K :

G/G(1) ' Gal(V/K).

En particulier, si l’extension L/K est modérément ramifiée, alors G(1) est trivial. Dans notre cadre,
une extension d’Artin-Schreier-Witt de K est modérément ramifiée si et seulement si elle est non
ramifiée.

Toute sous-extension non ramifiée de L/K est modérément ramifiée, c’est pourquoi V contient la
sous-extension maximale non ramifiée Knr∩L, ce qui confirme l’inclusion G(1) ⊂ G(0). De plus, si G
est un p-groupe, alors toutes les sous-extensions modérément ramifiées de L/K sont non ramifiées
et donc V = Knr ∩L, ce qui signifie G(0) = G(1). C’est le cas des extensions d’Artin-Schreier-Witt.

A l’inverse, une extension est dite sauvagement ramifiée si son extension résiduelle est séparable et si
p divise son indice de ramification. Par exemple, l’extension L/V est toujours sauvagement ramifiée.
Bien plus, c’est seulement dans le cas sauvagement ramifié que des groupes G(i) non triviaux
apparaissent pour i ≥ 1. Dans ce qui suit, les pro-p extensions abéliennes de K sont sauvagement
ramifiées, sauf si elles sont non ramifiées. Ceci motive l’étude des groupes de ramification d’indice
supérieur à 2 dans les extensions d’Artin-Schreier-Witt.

Sauts. On dit qu’un entier t ≥ −1 est un saut pour la filtration {G(i)}i si :

G(t) 6= G(t+1).

L’étude des groupes de ramification peut se ramener à celle des sauts de la filtration correspondante.

Il vient alors une nouvelle caractérisation pour chaque groupe de ramification d’indice i, i ≥ 1. En
effet, fixons une uniformisante πL de L. On a :

G(i) = {σ ∈ G(0) : σ(πL)− πL ∈ pi+1
L }.
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Par exemple, c’est à partir de cette relation que l’on calculera dans le théorème 3.2 l’unique saut de
la filtration {G(i)}i lorsque l’extension L/K est cyclique de degré p totalement ramifiée. En effet,
ce saut est l’unique entier t ≥ 1 tel que :

vL(σ(πL)− πL) ≥ t+ 1,

pour tous les automorphismes σ de G(0).

Groupes de ramification dans un sous-groupe de G. Pour finir, soit H un sous-groupe de
G et soit M le sous-corps de L invariant par H. Alors, les groupes de ramification de l’extension
L/K déterminent ceux de L/M de la façon suivante :

∀i ≥ −1 : H(i) = G(i) ∩H.

Souvent, la notation inférieure pour les groupes de ramification est dite adaptée aux sous-groupes.
Cependant, afin d’étudier les groupes de ramification d’une extension infinie, il serait plus intéressant
de déterminer les groupes de ramification d’une sous-extension, c’est-à-dire pour un quotient du
groupe G. Cela nécessite d’introduire une nouvelle notation.

2 Notation supérieure

Indices réels. Généralisons d’abord la notation G(i) aux indices réels. Dorénavant, si u ≥ −1 est
un réel, nous noterons G(u) le groupe de ramification G(iu) :

G(u) = G(iu),

où iu est l’unique entier tel que :
iu − 1 < u ≤ iu.

La fonction ψ de Herbrand. On introduit alors la fonction ϕ = ϕL/K définie par :

ϕ(u) =


u si − 1 ≤ u < 0

iu∑
i=1

1
(G(0) : G(i)

+
u− iu

(G(0) : G(iu+1))
si u ≥ 0

On montre facilement que ϕ est un homéomorphisme de la demi-droite [−1;+∞[ sur elle-même.
Soit ψ = ψL/K la fonction inverse : ψ est appelée fonction de Herbrand de l’extension L/K.

Groupes de ramification en notation supérieure. Enfin, pour tout réel v ≥ −1, on définit
le groupe de ramification d’indice v pour la notation supérieure de l’extension finie L/K par :

G(v) := G(ψ(v)).

Les groupes G(v), v ≥ −1, forment encore une filtration décroissante de G avec G(−1) = G = G(−1)

et G(0) = G(0), puisque ψ est l’application identité sur [−1; 0]. La dernière égalité est d’un intérêt
certain pour la suite, en particulier dans le calcul du groupe d’inertie des extensions d’Artin-
Schreier-Witt.
De plus, si G est fini, G(s) = 1 à partir d’un réel s ≥ 0 suffisamment grand. En résumé, on écrit :

G(−1) = G ⊃ G(0) ⊃ G(1) ⊃ ... ⊃ G(s) = 1.

Remarquons que pour tout réel u ≥ −1, on a aussi :

G(u) = G(ϕ(u)).

En particulier : G(1) = G(ϕ(1)). Or si l’extension L/K est modérément ramifiée, on a vu que
G(0) = G(1). Puisque ϕ(1) = 1, cela entrâıne l’égalité :

G(0) = G(1),
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pour toutes les extensions d’Artin-Schreier-Witt finies.

De même que pour la notation inférieure, nous dirons qu’un réel t ≥ −1 est un saut pour la
filtration {G(v)}v, s’il satisfait :

∀ε > 0, G(t) 6= G(t+ε).

Nous verrons plus loin que lorsque G est abélien, cette relation est équivalente à la suivante :

G(t) 6= G(t+1),

par le théorème de Hasse-Arf (cf. théorème 3.1). Néanmoins, dans le cas général, les sauts de
la filtration des groupes de ramification pour la notation supérieure ne sont pas nécessairement
entiers.

Groupes de ramification dans une sous-extension. Soit M une sous-extension de L/K. Les
homéomoprhismes ϕ et ψ vérifient les formules suivantes :

ϕL/K = ϕM/K ◦ ϕL/M

et :
ψL/K = ψL/M ◦ ψM/K .

Cela permet de montrer que la restriction naturelle Gal(L/K) � Gal(M/K) envoie G(L/K)(v)

sur G(M/K)(v) (cf. [60], Chap.IV, §3, prop.14) :

Proposition 3.4. Soit H un sous-groupe distingué de G. Pour tout réel v ≥ −1 on a :

(G/H)(v) = G(v)H/H.

Cette proposition est souvent attribuée à Herbrand. Elle signifie que la notation supérieure est
adaptée aux quotients, c’est-à-dire que pour la notation supérieure les groupes de ramification
d’une extension déterminent ceux de toute sous-extension. Cette propriété permet de définir les
groupes de ramification pour une extension galoisienne infinie en passant à la limite projective.

Groupes de ramification dans une extension galoisienne infinie. Supposons maintenant
que l’extension L/K est galoisienne et infinie. Nous notons toujours G son groupe de Galois. La
proposition 3.4 permet de définir pour chaque réel v ≥ −1 le groupe de ramification G(v) d’indice
v comme la limite projective des groupes Gal(M/K)(v) lorsque M parcourt l’ensemble des sous-
extensions galoisiennes finies de L/K

G(v) := lim
←−

Gal(M/K)(v).

Les sous-groupes G(v) de G forment encore une filtration décroissante de G et sont fermés dans G
pour la topologie de Krull. Cette filtration est continue à gauche, c’est-à-dire : G(v) = ∩w<vG(w).

Généralisant le cas des extensions finies, on dit qu’un réel t ≥ −1 est un saut pour la filtration des
groupes de ramification G(v) si :

∀ε > 0 : G(t) 6= G(t+ε).

Une suite exacte. Nous conservons les notations précédentes. Lorsque l’extension L/K est
infinie, on a encore la suite exacte :

1 −→ G(0) −→ G
ε−→ Gal(l/κ) −→ 1.

En effet, le groupe de Galois G de L/K est défini comme la limite projective :

G = lim
←−

Gal(M/K),

lorsque M parcourt l’ensemble des sous-extensions finies de L/K, la limite étant prise par rapport
aux applications de restriction RMN : Gal(M/K) � Gal(N/K). De plus, on a par définition :

Gal(L/K)(0) = lim
←−

Gal(M/K)(0),
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pour les applications de restriction R(0)
MN := RMN |Gal(M/K)(0) .

Or, quand M parcourt l’ensemble des sous-extensions finies de L/K l’extension résiduelle associée
m̄/κ parcourt l’ensemble des sous-extensions finies de l/κ par définition du corps résiduel d’une
extension infinie. Il vient alors :

Gal(l/κ) = lim
←−

Gal(m̄/κ),

par rapport aux applications de restrictions rm̄n̄.

De plus, si M/K et N/K sont deux sous-extensions avec M ⊂ N ⊂ L, on montre facilement que
le diagramme suivant commute :

1 // Gal(0)(N/K) //

R
(0)
MN����

Gal(N/K) //

RMN

����

Gal(n̄/κ)

rm̄n̄

����

// 1

1
'// Gal(0)(M/K) // Gal(M/K) // Gal(m̄/κ) // 1

d’où notre assertion en prenant la limite projective et d’après ([35], Chap. III, §10.3).

Le théorème de Hasse-Arf. Nous terminons ces rappels avec un théorème qui caractérise les
sauts pour les groupes de ramification en notation supérieure lorsque l’extension est abélienne.
Ce théorème est souvent donné pour une extension finie mais nous montrons qu’il se généralise
facilement aux extensions galoisiennes infinies. C’est le théorème dit de Hasse-Arf, nous l’énonçons
ainsi :

Théorème 3.1. [Hasse-Arf] Soit K un corps local de corps résiduel parfait. Soit L/K une exten-
sion galoisienne et soit G son groupe de Galois. Si G est abélien et si t > −1 est un saut pour la
filtration G(v) alors t est un entier.

Lorsque l’extension L/K est finie, une preuve de ce théorème est donnée dans ([48], Chap.V, §6.3) et
([60], Chap.V, §7). Nous allons montrer qu’il se généralise alors facilement aux extensions inifinies.

Soit donc L/K une extension galoisienne infinie de K. Soit G son groupe de Galois supposé abélien,
G est la limite projective des groupes GM de toutes les sous-extensions finies K ⊂ M ⊂ L. Soit t
un saut pour la filtration {G(v)}v, on a :

∀ε > 0, G(t) 6= G(t+ε).

En particulier, pour chaque ε > 0, il existe une sous-extension finie M telle que G(t)
M 6= G

(t+ε)
M .

Par le théorème de Hasse-Arf pour les extensions finies, cela signifie qu’il existe un entier dans
l’intervalle [t; t+ ε] pour tout ε > 0 : le saut t est donc entier.

L’étude qui suit considère uniquement les groupes de ramification pour la notation
supérieure. En outre, grâce au théorème de Hasse-Arf, nous nous restreignons essen-
tiellement aux groupes de ramification indexés par un entier.

3.2 Groupes de ramifications dans les extensions d’Artin-
Schreier-Witt d’exposant p

L’objet de ce paragraphe est de développer le théorème initial d’Artin-Schreier Iorsque le
corps K est un corps local de corps résiduel parfait. Plus précisément, il s’agit de combiner la
théorie d’Artin-Schreier avec la théorie de la ramification pour donner une description explicite
des groupes de ramification de toute extension abélienne d’exposant p sur K. Le but est de décrire
les groupes de ramification de l’extension abélienne maximale d’exposant p sur K à travers l’iso-
morphisme d’Artin-Schreier-Witt as1 (cf. chap.2), obtenant ainsi une filtration explicite du groupe
Hom(K/℘(K),W1(Fp)).
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Le sous-paragraphe 1 considère d’abord les extensions cycliques de degré p. Soit L une extension
cyclique de degré p sur K et de groupe G. Rappelons que le théorème d’Artin-Schreier décrit cette
extension comme le corps de décomposition du polynôme Xp −X − x0 pour un certain x0 de K
qui n’appartient pas à ℘(K). D’autre part, dans le cadre de la théorie de la ramification, il existe
un seul saut n0 ≥ −1 dans la filtration des groupes de ramification de L/K qui sont alors donnés
par :

G = G(−1) = ... = G(n0) = Z/pZ,

et :
G(n0+1) = G(n0+2) = ... = {id}.

De plus, le saut n0 vaut −1 si et seulement si l’extension L/K est non ramifiée.

Il s’agit donc, dans ce premier sous-paragraphe, de calculer le saut de la filtration {G(v)}v en
fonction de x0 lorsque l’extension L/K est totalement ramifiée : c’est le théorème 3.2 qui montre
que le saut est précisément la valeur absolue de la valuation de x0. Ce problème avait déjà été
abordé par Hasse [25] mais nous avons choisi de le détailler car non seulement il développe des
arguments intéressants mais surtout il est à la base de l’étude que nous développons par la suite
pour les extensions générales d’exposant p.
Pour le problème analogue en caractéristique 0 nous renvoyons le lecteur à [39].

Améliorant un résultat de Maus [46], le sous-paragraphe 2 généralise l’étude précédente aux ex-
tensions abéliennes finies d’exposant p surK avec le théorème 3.3. L’outil principal est le lemme 3.2,
résultat clef sur les groupes de ramification dans un compositum.

Il reste alors à passer à la limite projective. C’est ce que nous faisons dans le dernier sous-
paragraphe, obtenant ainsi dans le corollaire 3.3 une description explicite des groupes de ramifica-
tion de l’extension abélienne maximale d’exposant p de K.

3.2.1 Groupes de ramification dans les extensions cycliques de degré p

L’énoncé principal de ce sous-paragraphe est le suivant :

Théorème 3.2. Soit K un corps local de caractéristique p > 0 et de corps résiduel κ parfait. Soit
x0 ∈ K. Notons L le corps de décomposition sur K du polynôme d’Artin-Schreier Px0 donné par :

Px0(X) = Xp −X − x0.

On a :

(i) si vK(x0) > 0, le polynôme Px0 se scinde complètement sur K et l’extension L est triviale.

(ii) si vK(x0) = 0 et si x0 6∈ ℘(K), le polynôme Px0 est irréductible sur K et l’extension L/K
est cyclique de degré p. De plus, L/K est non ramifiée et il existe une unité α de L telle que
L = K(α).

(iii) si vK(x0) < 0 et si p 6 |vK(x0), l’extension L/K est cyclique de degré p et est totalement
ramifiée. Notons n0 = −vK(x0). Les sous-groupes de ramification de L/K sont donnés par :

G = G(−1) = ... = G(n0) et G(n0+1) = 1,

où G désigne le groupe de Galois de L/K.

En d’autres mots, dans (ii) le saut de la filtration des groupes de ramification de L/K est −1
puisque l’extension est non ramifiée, tandis que dans (iii) le saut vaut n0. La liste est exhaustive.
Le cas où n0 > 0 et n0 est divisible par p sera traité plus tard : il se ramène à une des trois
situations du théorème.

Remarque 9. Dans les rappels, nous avons déjà observé que le saut ne peut être 0 pour une
extension d’Artin-Schreier-Witt, ce que confirme le théorème 3.2 pour une extension cyclique de
degré p. Un argument est de dire qu’il n’y a pas de partie modérément ramifiée au-dessus de la
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sous-extension maximale non ramifiée et donc G(0) = G(1). Le corollaire 1 à la proposition 7 de
([60], Chap.IV , §2) fournit un autre argument.

Voici une preuve détaillée du théorème 3.2 :

Preuve :
(i) Si x0 est dans pK , alors par réduction modulo pK l’équation Px0(X) = 0 devient X̄p−X̄ = 0

sur le corps résiduel κ. Cette équation se décompose en facteurs linéaires puisque char κ = p. Alors,
par le lemme de Hensel ([60], Chap.II, §4, prop.7) le polynôme Px0 - qui appartient à OK [X]- se
décompose complètement dans K.

(ii) Dans ce second cas, par le théorème d’Artin-Schreier, l’extension L/K est cyclique de
degré p. Son extension résiduelle l̄/κ est donc soit de degré p soit triviale. Or vK(x0) = 0 : l̄
contient le corps de décomposition du polynôme réduit Px0 mod pL, c’est-à-dire de X̄p − X̄ − x̄0

où x̄0 6∈ ℘(κ). Toujours par le théorème d’Artin-Schreier, l’extension l̄/κ est donc cyclique de degré
p et l’extension L est non ramifiée sur K. De plus, L s’écrit L = K(α) où α est une racine de Px0 .
Mais l’égalité :

αp − α = x0

entrâıne l’égalité des valuations sur L :

vL(αp − α) = 0

qui est valide seulement si vL(α) = 0, c’est-à-dire si α est une unité dans L.

(iii) C’est le point le plus délicat à traiter. On montre d’abord que l’extension L/K est cyclique
de degré p. Par le théorème d’Artin-Schreier, soit le polynôme Px0 est irréductible sur K soit il se
décompose complètement sur K. Or, si l’on considère le polygone de Newton du polynôme Px0 , on
voit facilement que Px0 admet exactement p racines distinctes toutes de valuation −n0

p qui n’est
pas un entier par hypothèse. Ainsi Px0 n’a pas de racine dans K, ce qui signifie que l’extension L
est à nouveau cyclique de degré p sur K.

Montrons ensuite que l’extension L/K est totalement ramifiée. Soit α une racine dans L de Px0

telle que L = K(α). Sa valuation sur L satisfait :

vL(α) = −n0

p
e,

où e désigne l’indice de ramification de L/K. Or vL(α) est entier puisque α ∈ L et n0 est premier
à p, l’indice e est donc divisble par p. Mais p est aussi le degré de L/K et donc e divise p. D’où
p = e et l’extension est totalement ramifiée.

Il reste à calculer le saut t de la filtration des groupes de ramification dans l’extension L/K.
D’après ce qui précède, ce dernier est strictement positif, on écrit donc :

G = G(−1) = G(0) = ... = G(t) et G(t+1) = {id}.

Nous avons d’abord besoin de décrire l’anneau d’entiers OL, ce qui est équivalent à extraire une uni-
formisante de OL puisqu’elle engendre OL comme OK-algèbre d’après ( [60],Chap. I, §6, prop.18).
Soit donc πK une uniformisante de K. Puisque n0 est premier à p, il existe deux entiers a et b avec
a dans {0, ..., p− 1} tels que :

−an0 + bp = 1.

Alors, comme vL(α) = −n0 et vL(πK) = 1× e = p, il vient :

vL(αaπKb) = 1,

et donc l’élément défini par πL := αaπK
b est une uniformisante de L. En outre, les conjugués de α

étant les α+ i, avec 0 ≤ i ≤ p− 1, ceux de πL sont donnés par :

π
(i)
L = (α+ i)aπbK
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pour tous les i dans {0, ..., p−1}. Il s’agit donc de calculer chaque vL(πL−π(i)
L ) afin de déterminer

le saut de la filtration de L/K :

vL(πL − π
(i)
L ) = vL(πbK(αa − (α+ i)a))

= vL(πbK) + vL(
a∑
k=1

(
a

k

)
αa−kik)

= bp+ vL(αa−1i)
= bp+ (a− 1)(−n0)
= n0 + 1.

Ainsi, le saut dans la filtration des groupes de ramification pour la notation inférieure est n0 (voir
paragraphe 3.1) : G(0) = ... = G(n0) et G(n0+1) = 1. Le groupe G étant d’ordre p, n0 est aussi le
saut pour la notation supérieure : G(0) = ... = G(n) = G et G(n+1) = 1, ce qui montre le théorème.

�

Au passage, la preuve de l’assertion (i) montre le résulat suivant qui sera d’un intérêt par-
ticulier dans la suite, se généralisant facilement au cas des vecteurs de Witt (cf. lemme 3.4 du
paragraphe 3.3) :

Corollaire 3.1. On a :
pK ⊂ ℘(K).

Un mot sur le cas où x0 est de valuation strictement négative et divisible par p : c’est la
remarque qui suit. Plus généralement, nous verrons avec le corollaire 3.2 qu’aucun saut dans une
extension d’Artin-Schreier-Witt d’exposant p n’est divisible par p.

Remarque 10. ?? Supposons que x0 est de valuation −n0 avec n0 > 0 et p|n0. Ecrivons x0 =
uπ−pkK où u est une unité de UK et k ≥ 1 un entier. L’équation :

Xp −X = x0

définit sur K la même extension que l’équation :

(X − y0)p − (X − y0) = x0 − yp0 + y0

où y0 = u0π
−k
K dans K avec u0 ∈ UK tel que ū = ūp0 mod pK (un tel u0 existe puisque κ est

supposé parfait).
De plus, le terme de droite x0−yp0 +y0 est de valuation strictement plus grande que x0 en tant que
somme des termes (u − up0)π

−pk
K et u0π

−k
K , où u − up0 appartient à pK . Alors, par le changement

de variables Y = X − y0 et en posant x1 = x0 − yp0 + y0, les polynômes Px0 et Px1 définissent la
même extension sur K et vK(x1) > vK(x0).
En itérant le procédé, on obtient un élément x1 de K tel que p 6 |vK(x1) ou bien vK(x1) ≥ 0. On
est ainsi ramené à l’un des cas (i), (ii) ou (iii) du théorème 3.2.

3.2.2 Groupes de ramification dans les extensions abéliennes finies d’ex-
posant p

Le but de ce sous-paragraphe est de généraliser le théorème 3.2 à toute extension abélienne finie
d’exposant p sur K en décrivant explicitement ses groupes de ramification.

Dans la suite, nous fixons une extension L abélienne finie d’exposant p sur K. D’après le
théorème 2.2 du chapitre 2, L est le compositum de toutes les extensions cycliques K(℘−1(x))
lorsque x parcourt le sous-groupe B = ℘(L) ∩K de W1(K) = K contenant ℘(K) avec un indice
fini. Bien plus, si G désigne le groupe de Galois de L/K, l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt as1

induit un isomorphisme :

as1 : G
'−→ Hom(B/℘(K),Z/pZ)

σ 7→ fσ : {x+ ℘(K) 7→ σ(ξ)− ξ,
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où ξ appartenant à Kalg est tel que ℘(ξ) = x.

Notons HB le groupe Hom(B/℘(K),Z/pZ). On introduit d’abord une filtration croissante de
sous-groupes dans le quotient B/℘(K), par dualité elle définit une filtration décroissante de HB .
Le théorème 3.3 montre alors que cette dernière filtration correspond à la filtration des groupes de
ramification de l’extension L/K par l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Wı̂tt.

Isomorphisme entre deux filtrations.
Pour chaque entier u ≥ −1, on définit dans B/℘(K) le sous-groupe :

B(u) := (p−uK ∩B + ℘(K))/℘(K),

en posant p0
K = OK . D’après le corollaire 3.1, le premier quotient B(−1) est trivial. Clairement,

les groupes B(u) forment une filtration croissante de B/℘(K) et puisque B/℘(K) est fini, B(m) =
B/℘(K) pour un certain entier m ≥ 0 :

B(−1) = {1} ⊂ B(0) ⊂ B(1) ⊂ · · · ⊂ B(m) = B/℘(K).

On dit qu’un entier t ≥ 0 est un saut pour la filtration des B(u) s’il satisfait :

B(t−1) 6= B(t).

Lorsque t ≥ 1, nous énonçons déjà :

Lemme 3.1. Si t ≥ 1 est un saut pour la filtration {B(u)}u, alors t n’est pas divisible par p.

Preuve : Supposons que t soit divisible par p et écrivons t = pk pour un certain entier k ≥ 1.
Puisque t est un saut dans la filtration des B(u), il existe x ∈ K tel que x̂ soit dans B(pk) mais pas
dans B(pk−1), si x̂ désigne un représentant de x modulo ℘(K). De plus, on peut prendre x dans
B ∩ p−pkK . En particulier, x est de valuation vK(x) = −pk et x n’appartient pas à ℘(K). Alors, la
sous-extension M = K(℘−1(x)) de L est cyclique d’ordre p et est engendrée par une racine α dans
L de l’équation αp − α = x.
De plus, si vL désigne la valuation discrète normalisée de L qui prolonge celle de K et si e est
l’indice de ramification de L/K, on a :

vL(α) = −ek.

Soit π une uniformisante de K. Il vient :

vL(απk) = 0,

et donc l’élément z := απk est une unité dans L.
D’autre part, l’élément x s’écrit x = wπ−pk pour une unité w de K.
Alors, la relation αp − α = x devient après multiplication par πkp :

zp − πk(p−1)z = w.

Si w̄ est un représentant de w modulo pL, il s’ensuit :

w̄ = w̄p0 mod pL,

où w0 est une unité de UK , puisque κ est parfait.
Ainsi, le corollaire 3.1 permet d’écrire dans B/℘(K) :

x̂ = x− ((
w0

πk
)p − w0

πk
) mod ℘(K)

=
1
πkp

(zp − πk(p−1)z − (wp0 − πk(p−1)w0)) mod ℘(K)

=
1
πkp

(w − wp0 + πk(p−1)w0) mod ℘(K).
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Or dans le dernier terme de droite, w − wp0 appartient à pL ∩K = pK et donc aussi πk(p−1) par
construction. Ainsi, le terme w − wp0 + πk(p−1) appartient à pK , ce qui entraine x̂ ∈ B(pk−1), d’où
une contradiction. �

Ce lemme sera d’une importance cruciale pour la preuve du point (iii) du théorème 3.3.

Retournons à la filtration des quotients B(u). Par dualité, cette filtration induit une filtration
décroissante dans HB . En effet, les sous-groupes :

H
(u)
B := {ϕ ∈ HB : ϕ(B(u)) = 0}

forment une filtration décroissante de HB , avec :

{1} = H
(m)
B ⊂ ... ⊂ H

(1)
B ⊂ H

(0)
B ⊂ H

(−1)
B = HB ,

où l’entier m est tel que B(m) = B/℘(K).

Dans la filtration H(u)
B nous dirons cette fois qu’un entier t ≥ −1 est un saut si :

H
(t)
B 6= H

(t+1)
B ,

de telle sorte que t + 1 ≥ 0 soit un saut pour la filtration des B(u). On impose ainsi un décalage
d’une unité entre la définition d’un saut pour les B(u) et celle pour les H(u)

B .

Voici enfin le résultat principal de ce sous-paragraphe. Le théorème qui suit établit une cor-
respondance explicite entre la filtration des sous-groupes H(u)

B et celle des groupes de ramification
pour la notation supérieure de l’extension L/K.

Théorème 3.3. Soit K un corps local de caractéristique p > 0 et de corps résiduel parfait. Soit
L une extension abélienne finie d’exposant p sur K et soit G son groupe de Galois. Notons HB le
groupe Hom(B/℘(K),W1(Fp)), où B est le sous-groupe ℘(L) ∩K de K. L’isomorphisme d’Artin-
Schreier-Witt as1 : G '−→ HB induit les isomorphismes suivants :

(i) G(−1) '−→ H
(−1)
B

(ii) G(0) '−→ H
(0)
B

(iii) et pour tout entier u ≥ 1 : G(u) '−→ H
(u−1)
B .

Remarque 11. Comme pour le théorème 3.2, on retrouve dans le théorème 3.3 l’égalité G(0) =
G(1) due au fait que l’extension L/K est sauvagement ramifiée.

La preuve du théorème 3.3 que nous proposons nécessite un résultat sur les groupes de ramifica-
tion d’un compositum, l’idée étant de considérer l’extension L/K comme le compositum de toutes
ses sous-extensions cycliques et de leur appliquer le théorème 3.2. C’est le lemme qui suit.

Groupes de ramification d’un compositum.
Nous affirmons :

Lemme 3.2. Soit K un corps local et soient L et L′ deux extensions abéliennes finies de K telles
que L ∩ L′ = K, de sorte que le compositum L.L′ soit une extension galoisienne de K. Notons
G le groupe de Galois de L.L′ sur K. Soient H et H ′ les sous-groupes de G fixés par L et L′

respectivement. Si H est inclus dans le plus grand sous-groupe de ramification non trivial de G,
alors pour tout u ≥ −1, on a un isomorphisme :

G(u) '−→ (G/H)(u) × (G/H ′)(u).
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Preuve : Notons G(s) le plus grand groupe de ramification non trivial de G, cela signifie :

G(s) 6= {1} , G(s+1) = {1}.

Par hypothèse, H ⊂ G(s).
Fixons un entier u ≥ −1. D’après ([60], Chap. IV, §3), on a :

(G/H)(u) = G(u)H/H et (G/H ′)(u) = G(u)H ′/H.

Ceci nous conduit à définir un homomorphisme :

Fu := G(u) −→ (G/H)(u) × (G/H ′)(u),

donné par :
σ ∈ G(u) 7→ (σH, σH ′).

C’est un morphisme injectif car H ∩H ′ = {1}, puisque L ∩ L′ = K.
Il est également surjectif dès lors que H est inclus dans G(s). En effet, si u > s, alors G(u) = {1}
et Fu est clairement surjectif. Maintenant, si u ≤ s, alors H est aussi un sous-groupe de G(u) et
le groupe de ramification (G/H)(u) est isomorphe à G(u)/H. Ainsi, pour un élément (φ, φ′) de
(G/H)(u) × (G/H ′)(u) donné, il existe σ dans G(u) tel que σ = φ mod H et σ′ dans G(u)H ′ tel
que σ′ = φ′ mod H ′. Or, par l’isomorphisme naturel G ' H ×H ′, il existe aussi h ∈ H et h′ ∈ H ′
tels que σh = σ′h′. Cela signifie que l’élément σh de G(u) est envoyé sur (φ, φ′) par Fu, d’où la
surjectivité de Fu et la fin de la preuve �

Remarque 12. Les conditions de notre lemme représentent un cas particulier d’un critère développé
par Maus dans [45] : deux extensions L et L′ sur K sont dites arithmétiquement disjointes sur K
si la relation G(v) ' (G/H)(v) × (G/H ′)(v) est satisfaite pour tous les réels v ≥ −1.

Preuve du théorème 3.3
Preuve :

(i) Cette assertion est évidente à partir des définitions.

(ii) Pour tout x de l’anneau d’entiers OL notons x̄ la classe de x modulo pL.
D’abord, la théorie de la ramification donne un isomorphisme naturel de G/G(0) dans Gal(l̄, κ) :

ψ1 : G/G(0) '−→ Gal(l̄/κ)
σ +G(0) 7→ σ̄ : {x+ pL 7→ σ(x) + pL}.

Ensuite, la théorie d’Artin-Schreier appliquée à l’extension résiduelle fournit un second isomor-
phisme :

ψ2 : Gal(l̄/κ) '−→ Hom(℘(l̄) ∩ κ/℘(κ),Z/pZ)
σ̄ 7→ ϕσ̄ : {x̄+ ℘(κ) 7→ σ̄(ξ̄)− ξ̄},

où ξ̄ ∈ l̄ est tel que ξ̄p − ξ̄ = x̄ dans l̄. Or par le lemme de Hensel, cette dernière égalité devient
ξp − ξ = x dans L. En particulier, il vient :

σ̄(ξ̄)− ξ̄ = σ(ξ)− ξ mod pL,

où σ ∈ G est tel que ψ1(σ +G(0)) = σ̄.
Enfin, puisque B = ℘(L) ∩ K et OK ∩ ℘(K) = ℘(OK), on a un isomorphisme naturel B(0) '
℘(l̄) ∩ κ/℘(κ). En effet :

B(0) = (B ∩OK + ℘(K))/℘(K)
' B ∩OK/℘(K) ∩B ∩OK
' ℘(L) ∩OK/℘(OK)

,

et puisque pK ⊂ ℘(OK) par le corollaire 3.1, on en déduit :

B(0) ' (℘(L) ∩OK/pK)/(℘(OK)/pK)
' ℘(l̄) ∩ κ/℘(κ),
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où le dernier isomorphisme est induit par la projection OK � κ.
On en déduit par dualité un troisème isomorphisme :

ψ3 : Hom(℘(l̄) ∩ κ/℘(κ),Z/pZ) '−→ Hom(B(0),Z/pZ)
ϕ 7→ ψ : {x+ ℘(K) 7→ ϕ(x̄)}.

La composition des trois applications précédentes donne alors l’isomorphisme :

ψ : G/G(0) '−→ Hom(B(0),Z/pZ)
σ +G(0) 7→ ψσ : {x+ ℘(K) 7→ σ(ξ)− ξ},

où ξ ∈ L est tel que ξp − ξ = x.
De plus, puisque ψ2 est induit par l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt as1 sur l’extension résiduelle,
l’isomorphisme ψ rend le diagramme suivant commutatif :

G // //

as1

��

G/G(0)

ψ

��
HB

// // Hom(B(0),Z/pZ).

Ici, les homomorphismes horizontaux sont donnés par les morphismes de restriction dont les noyaux
sont respectivement G(0) et H(0)

B . Ainsi, l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt as1 envoie G(0) sur
H

(0)
B , d’où un diagramme commutatif avec des lignes exactes :

1 // G(0) //

as1

��

G //

as1

��

G/G(0) //

ψ

��

1

1 // H(0)
B

// HB
// Hom(B(0),Z/pZ) // 1

L’isomorphisme as1 induit donc un isomorphisme G(0) '→ H
(0)
B , d’où la preuve de l’assertion (ii).

(iii) Nous montrons l’assertion (iii) par récurrence sur l’ordre du groupe G, plus précisément
sur l’exposant n ≥ 1, où |G| = pn.

a) n = 1
Dans ce cas, l’extension L/K est cyclique de degré p, il en est de même pour B/℘(K). En particulier,
il y a seulement un saut dans la filtration des B(u), nous le notons t ≥ 0. Par définition, on a :

B(t) = B/℘(K) et B(t−1) = {1},

de telle sorte que t− 1 est un saut pour la filtration des {H(u)
B }u de HB :

H
(t−1)
B = HB and H

(t)
B = {1}.

Il existe donc x dans B tel que son image modulo ℘(K) soit dans B(t) mais pas dans B(t−1), ce qui
signifie : L = K(℘−1(x)). De plus, sans perte de généralité, on peut supposer vK(x) = −t. Nous
distinguons alors trois cas :
1) Si t = 0, le théorème 3.2 montre que L/K est non ramifiée, i ;e. G(0) = {1}, d’où, pour tout
entier u ≥ 1 :

G(u) = {1} ' H
(u−1)
B .

2) Si t > 0 et si t est premier à p, le théorème 3.2 montre que l’extension est totalement ramifiée
et que le saut dans la filtration de ses groupes de ramification est t. Alors, pour tout entier u ≥ 1,
on a encore :

Gu = G ' H
(u−1)
B si u ≤ t

G(u) = {1} ' H
(u−1)
B si u > t.
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3) Le cas où t > 0 et p divise t est impossible par le lemme 3.1.

Ainsi, l’assertion (iii) est démontrée pour toute extension cyclique d’ordre p.

(b) n ≥ 2
Soit n ≥ 1. Supposons que l’assertion (iii) est vraie pour toute extension abélienne finie de K de
degré inférieur ou égal à pn. Soit L/K une extension abélienne finie d’exposant pn+1 et soit G son
groupe de Galois. Il y a au plus n+1 dans la filtration de ses groupes de ramification. Notons G(s)

son plus grand groupe de ramification non trivial, c’est-à-dire :

G(s) 6= {1} , G(s+1) = {1}.

Alors G(s) est un p-groupe d’ordre ps ≤ pn+1 avec s ≥ 1. En particulier il contient un sous-groupe,
noté J1, d’ordre p. De plus, il existe un autre sous-groupe J2 tel que l’on ait un isomorphisme
naturel :

G ' J1 × J2,

et J2 est d’ordre inférieur ou égal à pn.
Soient maintenant M1 et M2 les sous-corps de L/K fixés par J2 et J1 respectivement de sorte que
M1/K (resp. M2/K) ait pour groupe de Galois G/J1 (resp. G/J2). On obtient simultanément :

M1 ∩M2 = K et L = M1.M2.

Alors, d’après le lemme 3.2, l’isomorphisme naturel G '→ G/J1 ×G/J2 induit pour tout u ≥ 1 un
isomorphisme :

G(u) '−→ (G/J1)(u) × (G/J2)(u).

Notons A1 (resp. A2) le sous-groupe ℘(M1) ∩K (resp. ℘(M2) ∩K) de B. Puisque les extensions
M1 et M2 sont de degré inférieur ou égal à pn sur K, on en déduit un isomorphisme pour tout
u ≥ 1 :

G(u) '−→ H
(u−1)
A1

×H
(u−1)
A2

donné par :
σ 7→ (as1(σ|M1), as1(σ|M2)).

D’autre part, on sait que le groupe G est isomorphe au produit G/J1 × G/J2 de façon naturelle.
L’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt as1 induit donc l’isomorphisme :

E : HB
'−→ HA1 ×HA2 .

Pour tout u ≥ 1, nous affirmons alors que l’isomorphisme E envoie le sous-groupe H(u−1)
B sur :

E(H(u−1)
B ) = H

(u−1)
A1

×H
(u−1)
A2

.

En effet, la première inclusion est évidente puisque A(u−1)
i = B(u−1) ∩Ai/℘(K) pour i = 1, 2.

Réciproquement, soit (σ1, σ2) un élément de H(u−1)
A1

× H
(u−1)
A2

. Par l’isomorphisme E , il existe f
dans HB tel que :

f|Ai/℘(K) = σi, i = 1, 2.

En particulier :
f(B(u−1) ∩Ai/℘(K)) = 0, i = 1, 2.

Or, par dualité, E induit un isomorphisme :

B/℘(K) '−→ A1/℘(K)×A2/℘(K),

et donc f est nulle sur B(u−1), c’est-à-dire f ∈ H(u−1)
B .

D’où un nouvel isomorphisme pour tout u ≥ 1 :

H
(u−1)
B

'−→ H
(u−1)
A1

×H
(u−1)
A2

.
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En conclusion, l’application d’Artin-Schreier-Witt induit par composition les isomorphismes :

∀u ≥ 1, G(u) '−→ H
(u−1)
B ,

ce qui montre l’assertion (iii). �

Corollaire 3.2. Il n’y a pas de saut divisible par p dans la filtration des groupes de ramification
d’une extension abélienne finie d’exposant p sur K.

Preuve : D’abord 0 ne peut pas être un saut puisque G(0) = G(1). Ensuite, à la fois le lemme
3.1 et la preuve du théorème 3.3 montrent que tout saut t > 0 qui est strictement positif ne peut
pas être divisible par p. �

3.2.3 Groupes de ramification dans l’extension abélienne maximale d’ex-
posant p

Ce dernier sous-paragraphe calcule les groupes de ramification pour l’extension abélienne maxi-
male d’exposant p sur K en passant à la limite projective dans le théorème 3.3. Notons Kp cette
extension et Gp son groupe de Galois sur K. D’après le chapitre 2, l’isomorphisme d’Artin-Schreir-
Witt est donné par :

as1 : Gp
'−→ Hp,

où Hp désigne le groupe d’homomorphismes continus Hom(K/℘(K),Z/pZ) et est muni de la to-
pologie induite du produit

∏
K/℘(K)

Z/pZ.

Généralisant la filtration {B(u)}u du théorème 3.3, on considère dansK/℘(K) la filtration décroissante
formée des sous-groupes :

K(u) := p−uK /℘(K), ∀u ≥ −1

Par dualité, nous définissons alors dans Hp les sous-groupes :

H(u)
p := {ϕ ∈ Hp : ϕ(K(u)) = 0}.

Clairement, ces sous-groupes forment une filtration décroissante de sous-groupes deHp avecH(−1)
p =

Hp. Par contre, en général, nous n’avons plus H(m) = 1 pour aucun entier m.

En outre, les groupes H(u)
p sont tous fermés dans Hp, ce sont en particulier des groupes compacts.

On affirme alors :

Corollaire 3.3. Pour tout entier u ≥ −1, l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt as1 induit les
isomorphismes de groupes topologiques suivants :

(i) G(−1)
p

'−→ H
(−1)
p

(ii) G(0)
p

'−→ H
(0)
p

(iii) et pour tout entier u ≥ 1, G(u)
p

'−→ Hu−1
p .

Preuve : (i) Evident.

(ii) Notons S l’ensemble des sous-groupes de K qui contiennent ℘(K) avec un indice fini. Soit
B ∈ S. NotonsGB le groupe de Galois de l’extension abélienne d’exposant pn surK correspondante,
i.e. de l’extension L = K(℘−1B).
D’abord, par le théorème 3.3 l’application d’Artin-Schreier-Witt as1 induit un isomorphisme que
nous noterons ψB :

ψB : G(0)
B

'−→ H
(0)
B .
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D’autre part, on a par définition :
G(0)
p = lim

←−
G

(0)
B ,

lorsque B parcourt l’ensemble S et par rapport aux applications de restriction.
On a également :

H(0)
p = lim

←−
H

(0)
B ,

puisque (K ∩ p0
K)/℘(K) est la réunion de tous les sous-groupes B(0) lorsque B parcourt S.

Alors, pour B ⊂ B′ dans S le diagramme suivant est commutatif :

G
(0)
B′

// //

ψ′B
��

G
(0)
B

ψB

��
H

(0)
B′

// // H(0)
B

où les applications horizontales sont les restrictions.

Ainsi, par la propriété universelle des limites projectives et puisque les groupes G(0)
B et H(0)

B sont
compacts, il existe un unique isomorphisme de groupes topologiques :

ψ(0) : G(0)
p

'−→ H(0)
p .

Cet isomorphisme est de plus induit par as1, ce qui montre l’assertion (ii) .

(iii) La preuve est essentiellement la même que pour (ii), en remplaçant l’indice 0 par u pour Gp
et par u− 1 pour Hp lorsque u ≥ 1. �

Remarque 13. Ecrivons le corollaire 3.3 pour les groupes de ramification indexés par un nombre
réel. Puisque tous les sauts de la filtration des G(v) sont entiers par le théorème de Hasse-Arf,
rappelons que si v ≥ −1 est un réel, alors on a :

G(v)
p = G(i)

p ,

où i est le plus petit entier supérieur à v (i− 1 < v ≤ i).
Pour ce même indice, on notera donc :

K(v) := K(i),

et donc :
H(v)
p := H(i)

p .

Ainsi, adoptant ces nouvelles notations, le corollaire 3.3 devient :

Corollaire 3.4. Pour tous réels v ≥ −1, l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt as1 induit les
isomorphismes de groupes topologiques :

(i) G(−1)
p

'−→ H
(−1)
p

(ii) G(v)
p

'−→ H
(v)
p si −1 < v ≤ 0

(iii) G(v)
p

'−→ H
(v−1)
p si v > 0.
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3.3 Le groupe d’inertie des extensions d’Artin-Schreier-Witt

Ce paragraphe tente de généraliser l’étude précédente à toutes les extensions d’Artin-Schreier-
Witt sur K. On y parvient partiellement en donnant une description précise du groupe d’inertie
de toutes les extensions abéliennes maximales d’exposant pn sur K pour n ≥ 1.

Plus précisément, pour tout entier n ≥ 1, notonsKpn l’extension abélienne maximale d’exposant
pn sur K et Gpn son groupe de Galois. Nous allons calculer le groupe d’intertie de Gpn en montrant
que l’application d’Artin-Schreier-Witt asn induit un isomorphisme de groupes topologiques :

G
(0)
pn

'−→ {ϕ ∈ Hpn : ϕ(Wn(OK)/℘(Wn(OK))) = 0}.

C’est le théorème 3.4. Par passage à la limite projective, le corollaire 3.5 en déduit le groupe
d’inertie de la pro-p extension abélienne maximale Kp∞ de K à travers l’isomorphisme de groupes
topologiques :

G
(0)
p∞

'−→ {ϕ ∈ Hp∞ : ϕ(W (OK)/℘(W (OK)) = 0},

induit par as∞ à son tour.

Cette généralisation nécessite d’abord quelques précisions sur les vecteurs de Witt à coefficients
dans l’anneau OK des entiers de K, pour lesquels nous développons quelques propriétés de base
dans le sous-paragraphe 1.

3.3.1 Somme dans Wn(OK)

Le présent sous-paragraphe regroupe quelques résultats préliminaires sur la somme dans l’an-
neau de Witt Wn(OK). Rappelons que dans le paragraphe 1.1 du chapitre 1, en notant RQ l’an-
neau de polynômes Q[X0, X1, ..., Y0, ...], nous avons défini la somme de deux vecteurs de Witt
(X0, ..., Xn−1) et (Y0, ..., Yn−1) dans Wn(RQ) comme le vecteur (Z0, ..., Zn−1) donné par ses com-
posantes fantômes :

∀i, 0 ≤ i ≤ n− 1, Z(i) = X(i) + Y (i),

De plus, d’après la proposition 1.2 du chapitre 1, il existe des polynômes Si de Z[X0, ..., Xi, Y0, ..., Yi]
tels que chaque i-ème composante du vecteur somme s’écrit :

Zi = Si(X0, ..., Xi, Y0, ..., Yi).

Cette relation nous permet de montrer récursivement sur l’indice i la formule :

Zi = Xi + Yi + 1
pi ((Xpi

0 + Y pi

0 − S0(X0, Y0)
pi

) + ...

... + pi−1(Xp
i−1 + Y p

i−1 − Si−1(X0, ..., Xi−1, Y0, ..., Yi−1)
p).

Pour tout entier i ≥ 1, cela nous conduit à introduire naturellement le polynôme suivant dans
Z[X0, ..., Xi−1, Y0, ..., Yi−1] :

Ci(X0, ..., Xi−1, Y0, ..., Yi−1) := Si(X0, ..., Xi, Y0, ..., Yi)− (Xi + Yi),

et pour i = 0 :
C0 = 0 ∈ Z.

Clairement, les polynômes Ci ont tous des coefficients entiers et satisfont ;

Zi = Xi + Yi + Ci(X0, ..., Xi−1, Y0, ..., Yi−1).

Maintenant fixons deux vecteurs de Witt (x0, ..., xn−1) et (y0, ..., yn−1) dans Wn(K). D’après la
définition 1.3 du chapitre 1, leur vecteur somme (z0, ..., zn) est défini directement par les relations :

zi = Si(x0, ..., xi, y0, ..., yi),

c’est-à-dire :
zi = xi + yi + Ci(x0, ..., xi−1, y0, ..., yi−1),
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pour tout i ≥ 0.
C’est pourquoi, dans ce qui suit, nous nous intéresserons aux valeurs Ci(x0, ..., xi−1, y0, ..., yi−1)
lorsque les vecteurs de Witt (x0, ..., xn−1) et (y0, ..., yn−1) sont tous deux dans Wn(OK). Plus
précisément, nous allons montrer trois lemmes utiles pour la suite :

Lemme 3.3. Soient (x0, ..., xn−1) et (y0, ..., yn−1) deux vecteurs de Witt dans Wn(OK). Si de plus
toutes les composantes yi sont dans pK alors on a :

Ci(x0, ..., xi−1, y0, ..., yi−1) ∈ pK ,

pour tout i, 0 ≤ i ≤ n− 1.

Lemme 3.4. Soit (z0, ..., zn−1) un vecteur de Witt dans Wn(OK). Si toutes ses composantes zi
sont dans pK alors (z0, ..., zn−1) appartient à ℘(Wn(OK)).

Lemme 3.5. Soit (x0, ..., xn−1)un vecteur de Witt dans Wn(OK) et soit π0, ..., πn−1 n éléments
de pK . On a :

(x0 + π0, ..., xn−1 + πn−1)− (x0, ..., xn−1) ∈ ℘(Wn(OK)).

Avant de montrer ces lemmes, rappelons simplement que l’idéal maximal pK de OK est inclus
dans ℘(K) par le corollaire 3.1. En fait, le lemme 3.4 est une généralisation de ce corollaire.

Remarque 14. Les preuves que nous proposons sont essentiellement des manipulations sur les vec-
teurs de Witt et sur l’addition dans l’anneau de Witt. Le lecteur peut passer outre ces démonstrations
sauf s’il désire se familiariser avec les outils de Witt.

Remarque 15. Le lemme 3.4 peut également se montrer par un argument topologique à partir du
corollaire 1.2 du chapitre 1. En effet, munissant OK de la topologie induite de le topologie usuelle
de K pour sa valuation, l’anneau W (OK) est muni de la topologie p-adique correspondant à la
convergence composante par composante induite du produit

∏
OK . Alors, si z = (z0, ..., zn−1) est

un vecteur de Wn(OK) dont toutes ses composantes sont dans pK , la somme
∑∞
h=0 z

ph

converge
composante par composante, donc converge dans Wn(OK) vers un vecteur Z. Clairement, on a
alors : z = ℘(−Z), i.e. z ∈ ℘(Wn(OK)).

Preuve : [Lemme 3.3]
Pour i = 0 l’assertion est triviale, concentrons-nous alors sur le cas i ≥ 1.
Montrons par itération sur i ≥ 1 que chaque polynôme Ci de Z[X0, ..., Xi−1, Y0, ..., Yi−1] satisfait :

Ci(X0, ..., Xi−1, 0, ..., 0) = 0.

En effet, pour i = 1 nous avons formellement :

C1(X0, Y0) =
1
p
((Xp

0 + Y p0 − (X0 + Y0)p)

=
p−1∑
l=1

1
p

(
p

l

)
xl0y

p−l
0 .

Donc C1(X0, Y0) se factorise par Y0, ce qui signifie C1(X0, 0) = 0.
Soit i ≥ 1 un entier. Supposons que l’on ait dans l’anneau Z[X0, ..., Xj−1, Y0, ..., Yj−1] et pour tout
j ∈ {1, ..., i− 1} :

Cj(X0, ..., Xj−1, 0, ..., 0) = 0.

On écrit :
Ri(X0, ..., Xi−1, Y0, ..., Yi−1) = piCi(X0, ..., Xi−1, Y0, ..., Yi−1),
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c’est-à-dire, Ri est combinaison linéaire de termes du type :

Γj(X0, ..., Xj , Y0, ..., Yj) = pj(Xpi−j

j + Y pi−j

j − (Xj + Yj + Cj(X0, ..., Xj−1, Y0, ..., Yj−1))
pi−j

= −pj(
Ppi−j−1

l=1

`
pi−j

l

´
xl

jy
pi−j−l
j +

Ppi−j−1
l=1

`
pi−j

l

´
(Xj + Yj)

lCpi−j−l
j + Cpi−j

j ).

pour tout j de {0, ..., i− 1} avec C0 = 0.
Par récurrence, on a donc pour chaque entier j, j ≤ 0 ≤ i− 1 :

Γj(X0, ..., Xj , 0, ..., 0) = 0,

d’où, en sommant :
Ri(X0, ..., Xi−1, 0, ..., 0) = 0.

Maintenant, Ci = 1
piRi et Ci tout comme Ri sont des polynômes de Z[X0, ..., Xi−1, Y0, ..., Yi−1].

En particulier, tous les coefficients deRi sont divisibles par pi. Toujours dans Z[X0, ..., Xi−1, Y0, ..., Yi−1],
nous avons donc :

Ci(X0, ..., Xi−1, 0, ..., 0) = 0,

ce qui montre notre affirmation.

Il en résulte que chaque polynôme Ci est dans l’idéal de Z[X0, ..., Xi−1, Y0, ..., Yi−1] engendré par
les éléments Y0, ..., Yi−1 :

Ci ∈< Y0, ..., Yi−1 > .Z[X0, ..., Xi−1, Y0, ..., Yi−1].

Or, si l’on évalue Ci en x0, ..., xi−1, y0, ..., yi−1 lorsque ces variables appartiennent à OK et si
de plus y0, ..., yi−1 sont dans pK , la valeur :

ci = Ci(x0, ..., xi−1, y0, ..., yi−1)

est dans l’idéal de OK engendré par y0, ..., yi−1. Ainsi, tous les coefficients ci sont dans pK , d’où la
preuve du lemme 3.3. �

Preuve : [Lemma 3.4]
Il s’agit de montrer l’existence d’un vecteur de Witt (w0, ..., wn−1) dans Wn(OK) tel que :

℘(w0, ..., wn−1) = (z0, ..., zn−1),

ce qui signifie :
wpi − wi = zi + Ck(w0, ..., wi−1, z0, ..., zi−1)

pour tout entier i, 0 ≤ i ≤ n− 1.
L’idée est alors de construire un tel vecteur composante par composante, de façon récursive.
Pour i = 0, l’équation :

W p −W = z0,

admet une solution w0 dans K puisque z0 est dans pK ⊂ ℘(K). De plus, si l’on considère les
valuations, on voit que w0 est en fait dans OK .

Or, pour un entier i fixé, 0 ≤ i ≤ n− 1, supposons qu’il existe des composantes w0, ..., wi dans OK
telles que pour tout j, 1 ≤ j ≤ i :

wpj − wj = zj + Ci(w0, ..., wj−1, z0, ..., zj−1).

Considérons alors l’équation :

W p −W = zi+1 + Ci+1(w0, ..., wi, z0, ..., zi).

Puisque w0, ..., wi sont tous dans OK et z0, ..., zi dans pK , Ci+1(w0, ..., wi, z0, ..., zi) est dans pK
par le lemme 3.3. Mais zi+1 est dans pK aussi et donc le terme de droite appartient à pK .
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Ainsi, l’équation admet dans K une solution wi+1 qui appartient à OK . On peut donc construire
récursivement un vecteur de Witt (w0, ..., wn−1) dans Wn(OK) tel que

℘(w0, ..., wn−1) = (z0, ..., zn−1).

D’où le preuve du lemme 3.4. �

Preuve : [Lemma 3.5]
Notons (z0, ..., zn−1) le vecteur de Witt :

(z0, ..., zn−1) := (x0 + π0, ..., xn−1 + πn−1)− (x0, ..., xn−1).

Ce vecteur est dans l’anneau Wn(OK) en tant que somme. Montrons qu’en fait toutes ses compo-
santes sont dans pK , nous conclurons alors par le lemme 3.4.
Nous raisonnons par récurrence encore, à partir de la relation :

zi = πi − Ci(x0, ..., xi−1, z0, ..., zi−1),

pour tout entier i, 0 ≤ i ≤ n− 1.
Pour i = 0, z0 = π0 et donc z0 est dans pK .
Pour un entier i ≥ 0, supposons que z0, ..., zi est dans pK . Par le lemme 3.3, Ci+1(x0, ..., xi, z0, ..., zi)
est aussi dans pK . Il en est de même pour zi+1 en tant que somme.
Ainsi, par récurrence sur i, toutes les composantes zi de (z0, ..., zn−1) sont dans pK . Appliquant le
lemme 3.4, on en déduit que le vecteur de Witt (z0, ..., zn−1) appartient à ℘(Wn(OK)). �

3.3.2 Groupe d’inertie de Gpn

Nous avons maintenant tous les outils en main pour calculer le groupe d’inertie de chaque
extension abélienne maximale d’exposant pn sur K, notée Kpn .
Fixons un entier n ≥ 1. On note Gpn le groupe de Galois de l’extension Kpn/K et Hpn le groupe
Hom(Wn(K)/℘(Wn(K)),Z/pnZ). Rappelons que la théorie d’Artin-Schreier-Witt établit un iso-
morphisme de groupes topolgiques entre ces deux groupes, noté asn. En outre, d’après la propo-
sition 3.3, l’extension résiduelle de Kpn/K est l’extension κpn abélienne maximale d’exposant pn

sur κ, son groupe de Galois satisfait donc :

Gal(κpn/κ) '−→ h̄pn ,

où h̄pn désigne le groupe Hom(Wn(κ)/℘(Wn(κ)),Z/pnZ).

Le lemme 3.5 nous permet alors de définir un homomorphisme de groupes :

φn : Hpn −→ h̄pn ,

en posant :

φn(ϕ) := {(x̄0, ..., x̄n−1) + ℘(Wn(κ)) 7→ ϕ((x0, ..., xn−1) + ℘(Wn(K)))},

où pour tout i, xi appartient à OK et satisfait xi = x̄i mod pK .
En effet, montrons d’abord que cette application est bien définie. Soit (x0, ..., xn−1) et (y0, ..., yn−1)
deux vecteurs de Wn(K) tels que pour chaque indice i les composantes xi et yi sont respectivement
des représentants de x̄i modulo pK :

xi = yi = x̄i mod pK .

En particulier, (y0, ..., yn−1) s’écrit (x0+π0, ..., xn−1+πn−1) pour des éléments πi de pK . Ainsi, par le
lemme 3.5, la différence (y0, ..., yn−1)−(x0, ..., xn−1) est dans ℘(Wn(OK)) et donc φn(ϕ(x̄0, ..., x̄n−1))
ne dépend pas du choix des représentants x̄0, ..., x̄n−1 in OK .
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Ensuite, l’application φn est clairement un morphisme de groupes. De plus, son noyau est donné
par le sous-groupe :

Kn := {ϕ ∈ Hpn : ϕ((Wn(OK) + ℘(Wn(K)))/℘(Wn(K)),Z/pnZ) = 0}.

D’où une suite exacte :

0 → Kn → Hpn → Hom(Wn(κ)/℘(Wn(κ,Z/pnZ).

Or d’après la théorie de la ramification on a aussi :

0 → G
(0)
pn → Gpn

εn→ Gal(κpn/κ) → 0,

où l’application εn est définie comme suit :

εn(σ) := x̄ 7→ ¯σ(x),

pour un certain représentant x de x̄ modulo pL, où L désigne l’extension finie non ramifiée de K
correspondant à la sous-extension séparable l̄ = κ(℘−1(x̄)) de κpn/κ par la proposition 3.1.
L’isomorphisme asn d’Artin-Schreier-Witt rend alors le diagramme suivant commuttaif :

Gpn
εn //

asn

��

Gal(κpn/κ)

āsn

��
Hpn

φn // h̄pn

où āsn est l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt de l’extensionκpn/κ).
D’où le diagramme commutatif :

0 // G(0)
pn

//

asn

���
�
�

Gpn
εn //

asn

��

Gal(κpn/κ) //

āsn

��

0

0 // Kn // Hpn
φn // h̄pn

où les deux lignes verticales de droite sont des isomorphismes. On en déduit un isomorphisme de
groupes topologiques entre G(0)

pn et Kn.

Voici enfin le résultat principal de ce paragraphe :

Théorème 3.4. Soit K un corps local de caractéristique p > 0 et de corps résiduel parfait. Soit
n ≥ 1 un entier. Le groupe d’inertie de l’extension abélienne maximale d’exposant pn sur K est
donné par l’isomorphisme de groupes topologiques suivant :

G
(0)
pn

'−→ {ϕ ∈ Hpn ; ϕ(Wn(OK)/℘(Wn(OK))) = 0},

induit par l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt σ 7→ asn(σ).

Nous montrons d’abord un résultat préliminaire :

Lemme 3.6. On a :
℘(Wn(OK)) = ℘(Wn(K)) ∩Wn(OK).

Preuve : La première inclusion est triviale puisque ℘ est un morphisme de groupes sur Wn(OK).
Réciproquement, soit (z0, ..., zn−1) un vecteur dans ℘(Wn(K) ∩Wn(OK). Toutes ses composantes
zi sont dans OK et il existe un vecteur (w0, ..., wn−1) de Wn(K) tel que :

℘(w0, ..., wn−1) = (z0, ..., zn−1).
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D’après le sous-paragraphe 3.3.1, cette relation est équivalente au système

{wpk − wk = zk + Ck(z0, ..., zk−1, w0, ..., wk−1)}k,

lorsque k parcourt {0, ..., n− 1} et où C0 = 0.
Si k = 0, la relation wp0−w0 = z0 implique que w0 est dans OK aussi en considérant les valuations.
Pour un entier k fixé, 0 ≤ k ≤ n − 1, supposons que toutes les composantes w0, ..., wk sont dans
OK . Alors le terme de droite :

zi+1 + Ci+1(z0, ..., zi, w0, ..., wi)

est aussi dans OK puisque Ci+1 est un polynôme à coefficients entiers. Pour les mêmes raisons,
wi+1 est dans OK .
On montre ainsi par récurrence sur i que chaque wi est dans OK . Donc (z0, ..., zn−1) est dans
℘(Wn(OK)), ce qui prouve le lemme 3.6. �

D’où la preuve du théorème 3.4 :

Preuve : Nous avons déjà montré l’existence d’un isomorphisme entre G(0)
pn et le noyau Kn de φn.

Il reste à montrer l’isomorphisme :

Kn
'−→ {ϕ ∈ Hpn ; ϕ(Wn(OK)/℘(Wn(OK))) = 0},

ce qui revient à montrer :

(Wn(OK) + ℘(Wn(K)))/℘(Wn(K)) '−→Wn(OK)/℘(Wn(OK)).

Or ce dernier isomorphisme est une conséquence directe de l’égalité :

℘(Wn(OK)) = ℘(Wn(K) ∩Wn(OK),

donnée par le lemme 3.6.
Par composition, nous obtenons un isomorphisme :

G
(0)
pn

'−→ {ϕ ∈ Hpn ; ϕ(Wn(OK)/℘(Wn(OK))) = 0}

qui est clairement induit par l’iosmorphisme d’Artin-Schreier-Witt. En particulier cet isomorphisme
est continu pour les topologies induites.

Or les groupes G(0)
pn et {ϕ ∈ Hpn ; ϕ(Wn(OK)/℘(Wn(OK))) = 0} sont compacts, c’est donc un

homéomorphisme. Ceci termine la preuve du théorème 3.4. �

Notation 5. Pour tout entier n ≥ 1 nous noterons :

H
(0)
pn := {ϕ ∈ Hpn : ϕ(Wn(OK))/℘(Wn(OK))) = 0}.

Le théorème 3.4 donne donc l’isomorphisme de groupes topologiques :

G
(0)
pn

'−→ H
(0)
pn

induit par asn.

3.3.3 Groupe d’inertie de Gp∞

En passant à la limite projective dans 3.4 on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 3.5. Le groupe d’inertie G(0)
p∞ de la pro-p extension abélienne maximale Kp∞ de K est

donné par l’isomorphisme de groupes topologiques :

G
(0)
p∞

'−→ {ϕ ∈ Hp∞ ; ϕ(W (OK)/℘(W (OK))) = 0},

induit par l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt as∞.
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Rappelons que Hp∞ désigne le groupe Hom(W (K)/℘(W (K)),W (Fp)) qui est muni de la topologie
induite du produit

∏
W (Fp) où W (Fp) ' Zp a la topologie p-adique. D’après le théorème 2.4 du

chapitre 2, l’application d’Artin-Schreier-Witt as∞ établit un isomorphisme de groupes topolo-
giques du groupe Gp∞ de la pro-p extension abélienne maximale de K sur Hp∞ .

Voici la preuve du corollaire 3.5 :

Preuve : Pour chaque couple d’entiers n ≥ m nous noterons πnm la surjection naturelle :

Hpn −→ Hpm

ϕ 7→ ϕ mod V mWn(Fp).

On obtient ainsi un système projectif {Hpn , πnm}n dont la limite projective estHp∞ (cf. théorème 2.4
du chapitre 2).
D’autre part, un argument semblable à la preuve du lemme 2.1 conduit pour tout n à l’identifica-
tion :

H
(0)
pn = {ϕ ∈ Hpn : ϕ(W (OK)/℘(W (OK))) = 0},

qui reste compatible avec les isomorphismes du théorème 3.4.
On introduit alors dans Hp∞ le sous-groupe :

H
(0)
p∞ := {ϕ ∈ Hp∞ : ϕ(W (OK)/℘(W (OK))) = 0}.

C’est un sous-groupe fermé de Hp∞ , donc compact. De plus, si πn désigne la projection :

πn : Hp∞ −→ Hpn

ϕ 7→ ϕ mod pnW (Fp)

qui est compatible avec le système projectif {Hpn , πnm}n, on a :

H
(0)
p∞ = lim

←−
πn(H

(0)
p∞),

d’après l’assertion a) de ([53], cor. 1.1.8).
Or, pour chaque n ≥ 1, on a aussi par définition :

πn(H
(0)
p∞) ⊂ H

(0)
pn ,

d’où l’inclusion :
H

(0)
p∞ ⊂ lim

←−
H

(0)
pn .

Réciproquement, si ϕ est un morphisme de Hp∞ , on a :

ϕ ∈ lim
←−

H
(0)
pn =⇒ ϕ(W (OK)/℘(W (OK))) ∈ ∩nV nW (Fp)

=⇒ ϕ(W (OK)/℘(W (OK))) = 0 dans W (Fp)
=⇒ ϕ ∈ H(0)

p∞ ,

d’où l’égalité :
H

(0)
p∞ = lim

←−
H

(0)
pn .

D’autre part, la théorie de la ramification permet d’écrire la limite projective :

G
(0)
p∞ = lim

←−
G

(0)
pn

prise par rapport aux restrictions rnm comme applications de transition.
Or, pour n ≥ m, le diagramme suivant commute :

G
(0)
n

asn|G(0)
n //

rnm

����

H
(0)
pn

πnm

����
G

(0)
m

asm|G(0)
m // H(0)

m
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où les lignes horizontales sont des isomorphismes par le théorème 3.4.

Ainsi, puisque tous les groupes G(0)
pn et H(0)

pn sont compacts, on en déduit un isomorphisme de
groupes topologiques :

lim
←−

G
(0)
pn

'−→ lim
←−

H
(0)
pn ,

c’est-à-dire :
G

(0)
p∞

'−→ H
(0)
p∞ .

De plus, par construction, cet isomorphisme est induit par l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt
as∞, ce qui montre le corollaire 3.5. �
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Chapitre 4

Le symbole d’Artin-Schreier-Witt

Soit K un corps local de caractéristique p. Dans le chapitre 3 précédent, il s’agissait de
décrire les groupes de ramification pour les extensions d’Artin-Schreier-Witt du corps K quand
son corps résiduel est parfait. L’interaction entre la théorie d’Artin-Schreier-Witt et la théorie de
la ramification nous a permis de décrire explicitement tous les groupes de ramification pour les
extensions abéliennes d’exposant p ainsi que le groupe d’inertie de toutes les extensions abéliennes
maximales d’exposant pn sur K.

L’objet du présent chapitre est d’utiliser la théorie usuelle du corps de classes local pour
compléter cette étude, i.e. donner tous les groupes de ramification de toutes les extensions maxi-
males d’Artin-Schreier-Witt sur K lorsque le corps résiduel de ce dernier est fini. Soit Ksep une
clôture séparable de K, une conséquence importante du théorème d’existence est la correspondance
bijective entre la filtration des groupes de ramification de l’extension abélienne maximale de K et
la filtration (U (u)

K = 1 + puK)u≥0 du groupe des unités de K. Cette correspondance va nous per-
mettre d’expliciter les groupes de ramification de chaque extension abélienne maximale d’exposant
pn sur K.

Bien que la stratégie développée ici est plus directe, les outils algébriques utilisés font appel à
une théorie bien plus profonde. En outre, pour être valide, cela impose de se placer dans le cadre
usuel de la théorie du corps de classes local qui est plus restrictif : dorénavant le corps résiduel de
K est supposé fini.

Tout ce chapitre s’articule autour du symbole local d’Artin-Schreier : c’est notre baguette ma-
gique. Il s’agit d’un accouplement non dégénéré K/℘(K)×K∗/K∗p → Z/pZ qui fait correspondre
la filtration du groupe des unités de K∗ avec la filtration H(v)

p du dual de K/℘(K) définie dans le
chapitre 3. Par le théorème d’existence, on retrouve ainsi les groupes de ramification de l’extension
abélienne maximale d’exposant p sur K tels qu’ils ont été décrits dans le chapitre précédent.

Afin d’étendre ce procédé aux extensions abéliennes d’exposant pn sur K pour tout n ≥ 1, la
principale tâche consistera donc à généraliser le symbole d’Artin-Schreier aux vecteurs de Witt de
longueur n et à en donner une formulation explicite qui généralise la formule de Schmid.

Le résultat principal de ce chapitre est le théorème 4.4 : il donne la description complète des
groupes de ramification des extensions abéliennes maximales d’exposant pn sur K pour tout entier
n ≥ 1. Cette description est donnée à travers l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt asn défini dans
le chapitre 2. On l’obtient en particulier en manipulant les vecteurs de Witt sous une forme réduite
qui permet de simplifier considérablement les calculs.

Pour montrer ce théorème, le résultat clef est la proposition 4.34. On retrouve ainsi de façon
naturelle un résultat de Brylinski [16] mais avec des arguments plus explicites et sans les outils
de Kato. Comme conséquence du théorème 4.4, on retrouve aussi - et de façon plus détaillée - le
calcul donné dans [57] du conducteur d’Artin pour une extension cyclique de degré pn sur K.

Par passage à la limite projective, on obtient enfin la filtration complète des groupes de ra-
mification de la pro-p extension abélienne maximale de K : c’est le corollaire 4.6 qui clôt cette
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étude.

Le présent chapitre s’organise comme suit. Les deux premiers paragraphes préparent l’étude en
introduisant les définitions et propriétés de base qui seront largement utilisées dans la suite. Plus
précisément, le paragraphe 4.1 est consacré au théorème d’existence de la théorie du corps de classe
local et introduit le symbole local d’Artin-Schreier. Ensuite, le paragraphe 4.2 rappelle quelques
résultats essentiels de la dualité de Pontryagin pour les groupes abéliens localement compacts.

A partir du théorème d’existence et surtout du symbole local d’Artin-Schreier, le paragraphe 4.3
permet alors de vérifier les résultats obtenus dans le chapitre 3 pour l’extension abélienne maximale
d’exposant p sur K lorsque le corps résiduel est fini. Ces outils de la théorie du corps de classes local
se généralisent aux extensions abéliennes d’exposant pn sur K : après avoir défini un accouplement
non-dégénéré Wn(K)/℘(Wn(K) × K∗/K∗p

n

→ Wn(Fp) qui étend le symbole d’Artin-Schreier,
le paragraphe 4.4 décrit enfin les groupes de ramification pour toutes les extensions maximales
d’Artin-Schreier-Witt sur K.

Insistons ! Dans tout ce chapitre, le corps résiduel κ de K est supposé fini : c’est le cadre de la
théorie usuelle du corps de classes local.

4.1 Quelques résultats de théorie du corps de classes local

Ce paragraphe rappelle les grandes lignes du théorème d’existence pour un corps local K de
corps résiduel fini. Lorsque K est de caractéristique p > 0, cela nous mène à considérer un accou-
plement particulier : le symbole local d’Artin-Schreier.

Le cadre usuel de la théorie du corps de classes local est celui d’un corps local de corps résiduel
fini. Dans ce paragraphe seulement, nous ne ferons aucune hypothèse sur la caractéristique du corps
K considéré, excepté lors de l’introduction du symbole local d’Artin-Schreier.

Dans toute la suite, on se fixe une clôture séparable Ksep de K dans Kalg. Nous noterons GK
le groupe de Galois de l’extension Ksep/K et GabK son groupe de Galois abélianisé, c’est-à-dire le
groupe de Galois de l’extension abélienne maximale de K dans Ksep.

Le sous-paragraphe 4.1.1 rappelle d’abord la loi de réciprocité pour une extension finie de K
puis introduit le théorème d’existence développé dans le sous-paragraphe 4.1.2. Ce théorème est
central dans la théorie usuelle du corps de classes local : il affirme que les sous-groupes fermés
d’indice fini de K∗ sont précisément les groupes de normess sur K donnant ainsi un isomorphisme
de groupes topologiques entre la complétion de K∗ pour ses sous-groupes fermés d’indice fini et le
groupe Gab

K . En d’autres termes, si H est un sous-groupe fermé d’indice fini de K∗, alors il existe
une unique extension abélienne finie L/K telle que NL/K(L∗) = H.
Le point clef dans la preuve du théorème d’existence est de montrer la trivialité du groupe des
normes universelles DK de K∗, c’est-à-dire de l’intersection de ses groupes du normes. Lorsque le
corps K est de caractéristique p, cela nous conduit à introduire dans le sous-paragraphe 4.1.3 le
symbole d’Artin-Schreier dont une formulation explicite est donnée par la formule de Schmid et
utilisée pour prouver le théorème d’existence selon la démonstration proposée par Serre dans [60].
Conséquence du théorème d’existence : il induit un isomorphisme entre la filtration des groupes
de ramification de GabK et la filtration des sous-groupes (1 + puK) du groupe des unités de K. Cette
propriété est notre point de départ pour l’étude des groupes de ramification des extensions d’Artin-
Schreier-Witt dans le cadre de la théorie usuelle du corps de classes local, c’est pourquoi nous la
détaillons dans le sous-paragraphe 4.1.4.

Le symbole local d’Artin-Schreier est donc initialement introduit comme outil pour démontrer
le théorème d’existence. Très vite, il jouera un rôle crucial dans la recherche des groupes de rami-
fication pour toutes les pro-p extensions abéliennes de K.

Pour plus de détails sur le théorème d’existence, le lecteur se rapportera aux chapitres XI et
XIV de [60] ainsi qu’au chapitre V de [66].
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4.1.1 La loi de réciprocité

Loi de réciprocité pour une extension finie de K. Soit L une extension finie sur K de groupe
de Galois G(L/K) et de degré m. Le groupe de cohomologie H2(L/K) := H2(G(L/K), L∗) est na-
turellement isomorphe à Z/nZ, il admet donc un générateur canonique appelé classe fondamentale
de L/K et noté aL/K .
Selon un théorème de Tate (cf. e.g. [66], Chap.V, §2), le cup-produit par la classe fondamentale
induit un isomorphisme entre groupes cohomologiques de Tate :

Ĥ−2(L/K) '−→ Ĥ0(L/K)
x 7→ aL/K ∪ x

qui donne lieu à l’isomorphisme (cf. [60], Chap. XI, §3) - appelé isomorphisme de Nakayama :

ΘL/K : G(L/K)ab '−→ K∗/NL/KL
∗.

On appelle loi de réciprocité de la théorie du corps de classe local l’isomorphisme réciproque :

ωL/K : K∗/NL/KL∗
'−→ G(L/K).

L’homomorphisme composé :

K∗ � K∗/NL/KL
∗ '−→ G(L/K)

est parfois appelé application de reste normique.
Si b ∈ K∗, son image est notée par le symbole :

b 7→ (b, L/K)

appelé symbole d’Artin ou encore symbole de reste normique de b dans L/K.

Remarque 16. La terminologie ”reste normique” s’explique par la propriété suivante :

(b, L/K) = 1 ⇐⇒ b ∈ NL/KL∗,

NL/K désignant la norme de l’extension L/K.

La loi de réciprocité entrâıne :

Proposition 4.1. Si L/K est une extension finie, alors (K∗ : NL/KL∗) est fini.

Cet indice est appelé indice normique de l’extension L/K. Il divise [L : K] et lui est égal si et
seulement l’extension L/K est abélienne.

Topologie de la norme sur K∗. On dit qu’un sous-groupe de K∗ est un groupe de normes s’il
s’écrit NL/KL∗ pour une extension abélienne finie L/K. Par la théorie de Galois, tout sous-groupe
de K∗ qui contient un groupe de normes est encore un groupe de normes.

Proposition 4.2. La correspondance L↔ NL/KL
∗ est une bijection de l’ensemble des extensions

abéliennes finies de K dans l’ensemble des groupes de normes de K∗ qui renverse l’inclusion et
satisfait les relations :

NL.M/K(L.M)∗ = NL/KL
∗ ∩NM/KM

∗ et NL∩M/K(L ∩M)∗ = NL/KL
∗.NM/KM

∗,

pour toutes extensions abéliennes finies M et L de K.

Rappelons que K∗ est muni de la topologie induite de la topologie usuelle de K donnée par sa
valuation. Maintenant, la proposition 4.2 nous permet de définir une nouvelle topologie sur K∗ en
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considérant l’ensemble des groupes de normes de K∗ comme une base de voisinages de 1 : c’est la
topologie de la norme.
Alors, si l’on passe à la limite projective sur toutes les extensions abéliennes finies de K, la loi de
réciprocité fournit un isomorphisme de groupes topologiques :

K̂∗
'→ GabK ,

où K̂∗ est le complété de K∗ pour la topologie de la norme :

K̂∗ := lim
←
{K∗/NL/KL∗ | L/K abélien , [L : K] <∞}.

La topologie des sous-groupes ouverts d’indice fini. On peut également munir K∗ de la
topologie de ses sous-groupes ouverts d’indice fini et considérer le complété de K∗ pour cette
topologie, noté K̃∗ :

K̃∗ := lim
←
{K∗/U | U ouvert , (K∗ : U) <∞}.

4.1.2 Le théorème d’existence

Le théorème d’existence affirme essentiellement que ces deux topologies sont équivalentes sur
K∗, d’où un isomorphisme continu :

K̃∗
'−→ GabK .

Ce théorème s’énonce ainsi :

Théorème 4.1 (Théorème d’existence). Soit K un corps local de corps résiduel fini. Les groupes
de normes sur K∗ sont précisément ses sous-groupes ouverts d’indice fini.
En particulier, la loi de réciprocité induit alors un isomorphisme, noté ωK , du complété de K∗

pour la topologie de ses sous-groupes ouverts d’indice fini dans le groupe de Galois de l’extension
abélienne maximale de K :

ωK : K̃∗ '−→ Gab
K .

Par la suite, l’isomorphisme ωK sera encore appelé loi de réciprocité.

Une preuve du théorème d’existence consiste à montrer successivement les trois étapes suivantes :
Etape 1. Pour chaque extension abélienne finie L/K, l’application norme NL/K : L∗ → K∗ est

continue et propre. L’image NL/KL∗ est donc un sous-groupe ouvert de K∗ d’indice fini.
Il en résulte que l’application identité K∗ → K∗ (le premier muni de la topologie usuelle, le second
de la topologie de la norme) est continue.

Etape 2. Supposons que K est de caractéristique p > 0 ou bien que K est de caractéristique 0
et contient les racines p-ièmes de l’unité. Pour chaque élément ζ ∈ K∗, si ζ est une norme dans
toute extension cyclique de degré p sur K, alors ζ ∈ K∗p.
Cette étape entraine en particulier que le groupe des normes universelles de K, c’est-à-dire DK =
∩L/KNL/KL∗, est égal à ∩nK∗n et donc trivial (cf. [66], Chap.V, §4, prop.57). Or DK est aussi le
noyau de l’homomorphisme canonique K∗ → K̂∗, K̂∗ étant le complété de K∗ pour la topologie
de la norme.

Etape 3. Tout sous-groupe ouvert d’indice fini de K∗ et contenant UK est un groupe de normes
pour une extension non-ramifiée de K.
Cette étape est une conséquence du fait que le symbole de reste normique (−, L/K) est calculable
explicitement dès que l’extension L/K est non ramifiée (cf. [60], Chap.XIII, §4, prop.18) :
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Lemme 4.1. Soit L/K une extension abélienne finie non ramifiée d’extension résiduelle l/κ. Soit
F le générateur canonique du groupe Gal(l/κ), i.e. son automorphisme de Frobenius. Alors, en
identifiant les groupes Gal(L/K) et Gal(l/κ), pour tout élément b ∈ K∗ on a : :

(b, L/K) = F vK(b).

En particulier, chaque unité b ∈ UK est une norme dans une extension non ramifiée de K.

En pratique, l’étape 2 est la plus difficile à montrer. Or c’est une étape décisive puisqu’elle
entrâıne que la topologie normique sur K∗ est séparée et que la loi de réciprocité induit une
injection continue de K∗ dans Gab

K , condition nécessaire à la validité du théorème d’existence.
Lorsque car K = p, l’étape 2 se montre par la profonde théorie de Lubin-Tate. On peut également
donner la très belle preuve de Serre ([60], Chap. XI, §5, and Chap. XIV , §6) qui s’articule autour
d’un accouplement particulier : le symbole d’Artin-Schreier. Nous nous proposons de développer
ce dernier argument.

4.1.3 Le symbole local d’Artin-Schreier

Fixons un nombre premier p et notons Gp le groupe de Galois de l’extension abélienne maximale
d’exposant p sur K. On a : Gp = GabK /(G

ab
K )p.

Le symbole local d’Artin-Schreier est un accouplement que Serre [60] introduit pour montrer l’étape
2 dans la preuve du théorème d’existence lorsque le corps K est de caractéristique p.
Quand le corps K est de caractéristique 0, cela conduit à un autre accouplement qui provient de la
théorie de Kummer et que l’on appelle le symbole de Hilbert. Nous expliquons d’abord brièvement
ce symbole puisque le mécanisme est le même que celui du symbole d’Artin-Schreier mais l’étude
en est plus facile.

Le symbole de Hilbert. Considérons rapidement le cas où K est de caractéristique 0, ce qui
signifie que K est une extension finie de Qp, i.e. un corps p-adique. Notons µp le groupe des racines
p-ièmes de l’unité.
Lorsque le corps K contient µp, la théorie de Kummer fournit un accouplement :

K∗ ×Gab
K → µp

(a, σ) 7→ σ(α)
α ,

où α est une racine p-ième de a dans Ksep. En particulier, cet accouplement induit une bijection
entre les sous-groupes de K∗ contenant K∗p et les extensions abéliennes de K d’exposant p.

Alors, en combinant la théorie de Kummer avec la loi de réciprocité, on obtient un nouvel accou-
plement :

K∗ ×K∗ → µp

(a, b) 7→ (b, L/K)(α)
α

,

où αp = a et L = K(α). Cela conduit au symbole :

(a, b) :=
(b, L/K)(α)

α

appelé le symbole de Hilbert de a et b.

Le symbole de Hilbert est une application bilinéaire qui satisfait :
(i)H . (a, b) = 1 ⇐⇒ b ∈ NL/KL∗, avec L = K(α) et αp = a.
(ii)H . Si (a, b) = 1 pour tout b ∈ K∗, alors a ∈ K∗p.

En outre : (b, a) = (a, b)−1. D’où la proposition suivante :

Proposition 4.3. Si un élément b ∈ K∗ est une norme dans toute extension cyclique de degré p
sur K, alors b ∈ K∗p.
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Ce résultat montre l’étape 2 en caractéristique 0. Il montre aussi que l’accouplement suivant est
non-dégénéré :

K∗/K∗p ×K∗/K∗p → µn

(a.K∗p, b.K∗p) 7→ (b, L/K)(α)
α

,

et cet accouplement est encore appelé symbole de Hilbert.

Lorsque K est de caractéristique p la preuve de l’étape 2 est plus difficile et conduit au symbole
d’Artin-Schreier.

Le symbole d’Artin-Schreier. Nous supposons maintenant que K est de caractéristique p.
En particulier, on identifie K avec le corps κ((t)) des séries formelles sur κ lorsque t est une
uniformisante de K (cf. [60], Chap.II, §4, thm 2).
Sur le groupe additif de K, on définit un homomorphisme de groupes ℘ par (cf. Chap.1) :

∀x ∈ K, ℘(x) := xp − x.

Rappelons que la théorie d’Artin-Schreier fournit un isomorphisme de groupes topologiques :

Gp → Hom(K/℘(K),Z/pZ),

donné par :
σ 7→ {ϕσ : a+ ℘(K) 7→ σ(α)− α},

où α ∈ Ksep est tel que ℘(α) = a et où ϕσ ne dépend pas du choix de α puisque deux telles racines
diffèrent d’un élément dans Z/pZ.

Alors, l’interaction entre la théorie d’Artin-Schreier et la loi de réciprocité donne l’accouplement :

K ×K∗ → Z/pZ
(a, b) 7→ (b, L/K)(α)− α,

avec ℘(α) = a et L = K(α).
Pour tout a ∈ K et pour tout b ∈ K∗, on définit le symbole d’Artin-Schreier de a et b en posant :

[a, b) := (b, L/K)(α)− α.

Le crochet est du à l’additivité du groupe K considéré dans l’accouplement précédent. C’est pour
cette raison que le symbole d’Artin-Schreier est aussi appelé symbole semi-additif de Hilbert.

Le symbole d’Artin-Schreier est une application bilinéaire qui satisfait :
(i)AS . [a, b) = 0 ⇐⇒ b ∈ NL/KL∗, L = K(α), ℘(α) = a.
(ii)AS . Si [a, b) = 0 pour tout b ∈ K∗, alors a ∈ ℘(K).

Il est à noter que (ii)AS est assez différente de la propriété (ii)H . Cette propriété ne nous permettra
pas de montrer l’étape 2 en caractéristique p aussi facilement qu’en caractéristique 0, il aurait été
préférable d’avoir K∗p à la place de ℘(K).
Une formulation plus explicite du symbole d’Artin-Schreier s’impose donc.

La formule de Schmid. Rappelons l’identification K = κ((t)), où t est une uniformisante de
K. Si f est un élément de K, fdt est une forme différentielle sur K. Le coefficient devant t−1 est
appelé le résidu de la forme fdt et sera noté Res(fdt) :

Res(fdt) = Rest=0(fdt).

La formule de Schmid est une formule du résidu qui permet de calculer explicitement le symbole
d’Artin-Schreier :
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Proposition 4.4 (Formule de Schmid). Soit K un corps local de caractéristique p et de corps
résiduel fini. Pour tout a ∈ K et tout b ∈ K∗, on a :

[a, b) = Trκ/Fp
(Res(a

db

b
)).

Cette formule, due à Schmid [56], s’appuie sur le résultat suivant :

Lemme 4.2. Pour tout a ∈ K et pour tout b ∈ K∗, notons c = Res(adbb ) ∈ κ. Alors on a :

[a, b) = [c, t).

Pour une preuve complète de la formule de Schmid, le lecteur se rapportera à ([60], Chap.XIV,§5).

A partir de la formule de Schmid, il est maintenant facile de montrer le résultat suivant :

Proposition 4.5. Soit K un corps local de caractéristique p et de corps résiduel fini. Si un élément
b ∈ K∗ est norme dans toute extension cyclique de degré p sur K, alors b ∈ K∗p.

Preuve : Par la propriété (i)AS , l’hypothèse revient à dire que [a, b) = 0 pour tout a ∈ K. Alors,
si b n’était pas une puissance p-ième dans K, la forme différentielle db/b ne serait pas identiquement
nulle. Pour chaque constante c ∈ κ, on pourrait donc choisir a ∈ K tel que adb/b = cdt/t , d’où
Res(adb/b) = c. Alors la formule de Schmid donnerait Trκ/Fp

(c) = 0, ce qui contredit la surjectivité
de la trace κ→ Z/pZ. �

La proposition 4.5 complète la preuve de l’étape 2 du théorème d’existence. Elle montre également
le résultat suivant qui sera crucial pour la suite :

Proposition 4.6. Le symbole d’Artin-Schreier induit un accouplement non dégénéré :

K/℘(K)×K∗/K∗p → Z/pZ
(a+ ℘(K), b.K∗p) 7→ (b, L/K)(α)− α,

où ℘(α) = a, α ∈ Ksep et L = K(α).

Preuve : Le noyau de gauche est trivial par la propriété (ii)AS , le noyau de droite aussi d’après
la proposition 4.5 et la propriété (i)AS . �

Dans tout ce qui suit, le symbole d’Artin-Schreier fera référence à ce dernier accouplement défini
sur K/℘(K)×K∗/K∗p.

4.1.4 Unités et groupes de ramification

Dans ce sous-paragraphe, nous expliquons pourquoi le théorème d’existence induit une cor-
respondance bijective entre la filtration (1 + puK)u du groupe des unités de K et la filtration des
groupes de ramification de Gab

K . Cette conséquence essentielle du théorème d’existence nécessite
d’abord de préciser quelques résultats sur la topologie du groupe UK des unités de K.

Topologie sur UK . Rappelons que le corps K est muni d’une valuation discrète vK pour laquelle
il complet et que son corps résiduel κ est fini. Nous notons toujours OK l’anneau de valuation de K
et pK son idéal maximal. D’après ([31], Chap.II), K est un corps localement compact et non discret.
Pour tous les entiers u ≥ 0, les puissances u-ièmes puK avec p0

K = OK sont des sous-groupes ouverts
et fermés de K et forment une base de voisinage de 0 dans K comme dans OK . Ainsi, puisque
K est complet on en déduit un isomorphisme de groupes topologiques (cf. e.g. [48], Chap.II, §4,
prop.4.5) :

OK
'−→ lim
←−

OK/p
u
K .
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Or, étant donnée une uniformisante t de OK fixée, la correspondance atu 7→ a mod pK induit un
isomorphisme puK/p

u+1
K ' OK/pK = κ pour tout entier u ≥ 0. Les anneaux OK/puK sont donc finis

et OK est profini, donc compact. Il en résulte que K est localement compact, totalement discontinu
et non discret pour la topolgie induite de sa valuation (voir aussi [31], Chap.II).
Maintenant, le groupe des unités UK est fermé dans OK , il est alors séparé et compact, donc
complet. De plus, les sous-groupes U (u)

K := 1 + puK , u ≥ 1, sont ouverts et fermés et ils forment
une base de voisinages de 1 dans UK . D’après ([60], Chap.IV, §2, prop.6), le quotient UK/U

(1)
K

est isomorphe au groupe κ∗ et chaque quotient U (u)
K /U

(u+1)
K est isomorphe non canoniquement

au groupe additif de κ. Les groupes U (u)
K sont donc d’indice fini dans UK . Alors, d’après ([53],

Chap.III, §1 et §2), il en résulte un isomorphisme de groupes topologiques :

UK
'−→ lim
←−

UK/U
(u)
K ,

lorsque u → +∞ et donc UK est profini. Cela montre que K∗ est aussi localement compact,
totalement disconnexe et non discret pour la topologie induite de celle de K.
En particulier, la topologie sur UK induite de celle de K correspond à la topologie définie par ses
sous-groupes fermés d’indice fini et UK est compact pour cette topologie. Il est alors intéressant
de voir comment le théorème d’existence se comporte sur UK .

Le théorème d’existence sur UK . On a :

Proposition 4.7. Soit G(0)
K le groupe d’inertie de Gab

K . Le théorème d’existence fournit le dia-
gramme commutatif suivant :

0 // UK //

ωK |UK

��

K∗� _

ωK

��

vK // Z //
� _

i

��

0

0 // G(0)
K

// Gab
K

// Ẑ // 0

où la flèche de droite est l’inclusion canonique.
En particulier, la loi de réciprocité induit sur UK un isomorphisme de groupes topolgiques :

ωK |UK
: UK

'−→ G
(0)
K .

Preuve : La première ligne du diagramme est donnée par la valuation de K.
Montrons que la loi de réciprocité ωK envoie UK sur le groupe d’inertie de Gab

K . Une conséquence
du lemme 4.1 est que si L/K est une extension abélienne finie de groupe de Galois G, la loi de
réciprocité envoie UK sur le groupe d’inertie G(0) de G (cf. [60], Chap. XIII, §4). En passant à la
limite projective sur toutes les extensions abéliennes finies de K, la loi de réciprocité induit donc
une surjection UK � G

(0)
K puisque UK est compact.

Il reste alors à montrer la commutativité du diagramme pour la colonne de droite. Cela résulte de
l’identification de Ẑ avec Gab

K /G
(0)
K qui est le groupe de Galois de la sous-extension maximale non

ramifiée de Kab sur K. En effet, cette identification est due à la finitude du corps résiduel κ qui
entraine que toute extension de degré fini sur κ est cyclique.

L’isomorphisme UK
'−→ G

(0)
K résulte alors de la commutativité du diagramme puisque les deux

flèches de droite sont des applications injectives. Cet isomorphisme est de plus bicontinu car ωK
est continu et parce que UK est compact. En d’autres termes, la loi de réciprocité ωK identifie UK
avec G(0)

K , ce qui montre la proposition. �

En poussant l’étude plus loin, on obtient un résultat analogue pour les groupes de ramification
supérieurs :
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Corollaire 4.1. Pour tout entier u ≥ 0, le théorème d’existence induit un isomorphisme de groupes
topologiques :

ωKU(u)
K

: U (u)
K

'−→ G
(u)
K ,

où U (u)
K = 1 + puK et où G(u)

K est le groupe de ramification d’indice u de Gab
K .

Preuve : Voir ([60], Chap. XV, §2) puis passer à la limite projective. �

Retour à notre problème initial, i.e. à la recherche des groupes de ramification dans les pro-
p extensions abéliennes de K lorsque K est de caractéristique p. Le théorème d’existence nous
permet d’identifier K∗/K∗p avec le groupe Gp de l’extension abélienne maximale d’exposant p sur
K (cf. proposition 4.16). Il s’agit donc de développer des arguments de dualité afin de mettre en
correspondance la filtration des groupes de ramification de Gp avec une certaine filtration du groupe
Hom(K/℘(K),Z/pZ) via le symbole d’Artin-Schreier. C’est le rôle de la dualité de Pontryagin qui
fait l’objet du paragraphe suivant.

4.2 Quelques rappels sur la dualité de Pontryagin

Ce paragraphe rappelle les propriétés de base de la dualité de Pontryagin pour les groupes
abéliens localement compacts (sous-paragraphes 1 et 2) avant de les traduire dans les catégories par-
ticulières des groupes abéliens profinis et des groupes abéliens discrets de torsion (sous-paragraphe
3) afin d’adapter cette dualité au cadre de la théorie d’Artin-Schreier-Witt.

4.2.1 Groupes abéliens localement compacts

Définition. Soit G un groupe topologique abélien d’élément unité 1.

Définition 4.1. Le groupe topologique G est dit localement compact s’il est séparé et si 1 possède
un voisinage compact.

Exemple 4.1. Tout groupe discret est localement compact.

Sous-groupes et groupes quotients. On a :

Proposition 4.8. Soit G un groupe localement compact. Tout sous-groupe H de G est localement
compact si et seulement s’il est fermé dans G.

Preuve : Si H est fermé dans G, alors H ∩ V est un voisinage compact de 1 dans H pour tout
voisinage compact V de 1 dans G.
La réciproque est le corollaire 2 de ([15], Chap.III, §.3.3). �

La propriété suivante caractérise les groupes quotients d’un groupe localement compact :

Proposition 4.9. Soit G un groupe localement compact et soit H un sous-groupe de G. Si H est
fermé dans G, alors le quotient G/H est aussi localement compact pour la topologie quotient.

Preuve : D’après la proposition 18 de ([15], Chap.III, §2.6), le groupe quotient G/H est séparé.
De plus il est facile de montrer que son élément unité admet un voisinage compact puisque la
projection canonique G � G/H est continue et ouverte. �

La topologie compacte-ouverte. Soient G et H deux groupes abéliens localement compacts. Le
groupe Hom(G,H) des homomorphismes continus de G dans H est muni d’une topologie naturelle,
la topologie compacte-ouverte, dont une base est donnée par la collection des sous-ensembles :

B(C,U) = {f ∈ Hom(G,H) : f(C) ⊂ U}

lorsque K parcourt les sous-ensembles compacts de G et U les sous-ensembles ouverts de H.
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4.2.2 Dualité de Pontryagin

La dualité de Pontryagin est un outil essentiel lorsque l’on travaille avec les groupes abéliens
localement compacts. Selon un célèbre théorème dû à Pontryagin et van Kampen, cette dualité
induit un isomorphisme entre chaque groupe abélien localement compact et son bidual. Autre
résultat que nous présenterons dans ce sous-paragraphe : la dualité de Pontryagin établit une
correspondance entre la catégorie des groupes abéliens compacts et celle des groupes abéliens
discrets.

Dans tout ce qui suit, le tore R/Z est considéré comme un groupe topologique pour la topologie
quotient provenant du groupe additif R.

Le groupe dual de Pontryagin. Soit G un groupe abélien localement compact.

Définition 4.2. On appelle dual de Pontryagin G∧ du groupe G le groupe :

G∧ = Hom(G,R/Z)

de tous les homomorphismes continus de G dans R/Z, muni de la topologie compacte-ouverte.

Proposition 4.10. Le dual G∧ est un groupe abélien localement compact pour la topologie compacte-
ouverte.

Exemple 4.2. (Z)∧ = Hom(Z,R/Z) = R/Z,
et (R/Z)∧ = Hom(R/Z,R,Z) = Z.

La proposition qui suit est une correspondance entre les catégories des groupes compacts abéliens
et celle des groupes abéliens discrets :

Proposition 4.11. Si G est compact (resp. discret) alors G∧ est discret (resp. compact).

Preuve : Soit π : R � R/Z la projection canonique. L’unique sous-groupe de R/Z contenant
l’ouvert U = π(− 1

3 ; + 1
3 ) est le groupe trivial {0}. Alors, si G est compact, l’ouvert B(G,U) de G∧

consiste uniquement en l’application nulle : G∧ est donc discret.
Réciproquement, si G est discret les sous-ensembles compacts de G sont précisément ses sous-
ensembles finis. Alors, la topologie compacte-ouverte cöıncide sur G∧ avec la topologie issue du
produit

∏
G R/Z. Or G∧ est fermé dans

∏
G R/Z, puisque

∏
G R/Z − G∧ est ouvert et R/Z est

séparé (cf. [53], prop. 2.9.1). D’où la compacité de G∧ par le théorème de Tychonov. �

Remarque 17. La dualité de Pontryagin établit aussi une correspondance entre les sous-catégories
des groupes abéliens profinis et des groupes abéliens discrets de torsion. Voir également le sous-
paragraphe 3.

Le bidual de Pontryagin. De même, on peut considérer le bidual G∧∧ d’un groupe abélien
localement compact G :

G∧∧ = Hom(G∧, R/Z) = Hom(Hom(G,R/Z),R/Z).

On a un homomorphisme canonique de G dans G∧∧ donné par :

αG : G → G∧∧

g 7→ (χ 7→ χ(g)).

Le théorème de Pontryagin - van Kampen affirme que αG est un isomorphisme :

Théorème 4.2 (Pontryagin - van Kampen). Soit G un groupe abélien localement compact. L’homo-
morphisme canonique αG de G dans son bidual G∧∧ est un isomorphisme de groupes topologiques.
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Une preuve de ce théorème est donnée dans ([53], 2.9) pour les cas particuliers où G est un
groupe abélien profini ou un groupe abélien discret et de torsion. Quant à la preuve originale, [49]
fait référence au théorème 5.3 du livre de Pontryagin (Topological groups, Gordon and Brach, New
York, London, Paris 1966). Une liste de preuves complètes est également disponible dans ([53],
2.9). Cependant, plus loin dans la remarque 19, nous ébaucherons une esquisse de preuve pour le
théorème 4.2.

Applications transposées. Soient G et H deux groupes abéliens localement compacts. Soit
ϕ : G→ H un homomorphisme continu.

Définition 4.3. L’application transposée de ϕ est l’homomorphisme continu défini par :

ϕ∧ H∧ → G∧

χ′ 7→ (g 7→ χ′(ϕ(g))).

Proposition 4.12. Soit G un groupe abélien localement compact et soit H un sous-groupe ouvert
de G. Alors l’homomorphisme transposé i∧ : G∧ → H∧ de l’injection canonique i : H ↪→ G est
surjectif.

Démonstration. Par construction, l’homomorphisme i∧ est continu. Il s’agit donc de montrer sa
surjectivité. Soit χ′ un caractère de H∧. Selon ([35], Chap.XX, §4), le groupe R/Z est injectif dans
la catégorie des groupes abéliens puisqu’il est divisible. Alors, χ′ s’étend en un homomorphisme χ
de G dans R/Z tel que χ′ = χ ◦ i. De plus, puisque H est ouvert dans G, l’injection i est ouverte
et donc χ est continu. En résumé, χ est un caractère de G∧ et vérifie i∧(χ) = χ′. Ceci montre la
surjectivité de i∧.

Remarque 18. En fait, i∧ induit un isomorphisme de groupes topologiques de G∧/H⊥ sur H∧,
où l’on note H⊥ le sous-groupe orthogonal de H dans G i.e. l’ensemble des caractères χ de G∧

qui annulent H. On peut montrer que si H est compact (resp. ouvert) alors H⊥ est ouvert (resp.
compact).

Remarque 19. Nous présentons ici une idée générale pour montrer le théorème 4.2.
On a en effet un résultat analogue à la proposition 4.12 pour les projections :

Proposition 4.13. Soit G un groupe abélien localement compact et soit H un sous-groupe fermé
de G. Alors, l’application transposée π∧ de la projection canoniqueπ : G→ G/H induit un isomor-
phisme de groupes topologiques de (G/H)∧ sur H⊥.

Les propositions 4.12 et 4.13 montrent que la dualité de Pontryagin est compatible avec les exten-
sions de groupes, plus précisément :

Proposition 4.14. Soit G un groupe abélien localement compact et soit H un sous-groupe compact
et ouvert de G. Si H et G/H sont tous deux isomorphes à leur bidual de Pontryagin comme groupes
topologiques, alors G l’est aussi.

De même, signalons que la dualité de Pontryagin est compatible avec les limites projectives
et inductives. Par exemple, si (Gi, ϕij)i est un système projectif de groupes abéliens localement
compacts tel que les morphismes de transition ϕij sont tous stricts, surjectifs et de noyau compact
et si la limite projective G = lim

←−
Gi est un groupe abélien localement compact, alors le système

(G∧i , ϕ
⊥
ij)i est projectif aussi et l’on a un isomorphisme de groupes topologiques :

G∧
'−→ lim
←−

G∧i .

Si de plus chaque groupe Gi est isomorphe à son bidual, il en est de même pour G.
Sous d’autres conditions, on a un résultat analogue pour les limites inductives.
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Ces compatibilités fournissent une preuve pour le théorème 4.2. L’idée est de considérer des groupes
élémentaires qui sont des groupes localement compacts de la forme Rp × (R/Z)q × Zr × F où F
est un groupe abélien fini. Il s’agit alors de montrer que tout groupe abélien localement compact
s’écrit à l’aide de limites inductives et projectives de groupes élémentaires et que chaque groupe
élémentaire satisfait le théorème de Pontryagin - van Kampen.

4.2.3 La dualité Hom(−, Q/Z)

Plus que la dualité sur R/Z, il est courant en algèbre de manipuler la dualité Hom(−,Q/Z) qui
associe à chaque groupe topologique le groupe d’homomorphismes continus Hom(G,Q/Z) lorsque
Q/Z est muni de la topologie discrète.
Le dualité de Pontryagin usuelle et la dualité Hom(−,Q/Z) ne cöıncident pas toujours. Par exemple
Hom(Z,R/Z) = R/Z alors que Hom(Z,Q/Z) = Q/Z.
Cependant, ces dualités cöıncident sur certaines catégories de groupes abéliens localement com-
pacts, c’est le cas en particulier pour les sous-catégories des groupes abéliens profinis mais aussi
des groupes abéliens discrets de torsion, ce qui sera d’un grand intérêt pour notre étude.

Proposition 4.15. Lorsque le groupe G est soit abélien profini soit abélien discret de torsion, on
a un isomorphisme de groupes topologiques :

Hom(G,R/Z) '−→ Hom(G,Q/Z)

pour la topologie compacte-ouverte.

Preuve : Nous renvoyons encore à ([53], thm 2.9.6). �

Un fait essentiel est que tout ce qui a été formulé plus haut pour la dualité de Pontryagin peut
s’énoncer de façon analogue pour la dualité Hom(−,Q/Z) sur les catégories des groupes abéliens
profinis et des groupes abéliens discrets de torsion, les preuves étant de plus fort similaires. En
particulier, cela conduit au résultat suivant :

Théorème 4.3. La dualité Hom(−,Q/Z) établit une équivalence de catégories entre les groupes
abéliens profinis et les groupes abéliens discrets de torsion. Plus précisément, le groupe dual d’un
groupe abélien profini (resp. discret et de torsion) est un groupe abélien discret de torsion (resp.
profini).
De plus, lorsque le groupe abélien G est soit profini soit discret de torsion, l’homomorphisme
canonique :

G −→ Hom(Hom(G,Q/Z),Q/Z)

est un isomorphisme de groupes topologiques.

Pour plus de détails, le lecteur pourra se reporter à ([53], thm 2.9.3) par exemple.

4.3 Symbole d’Artin-Schreier et extensions abéliennes maxi-
males d’exposant p

Soit K un corps local de caractéristique p et de corps résiduel κ fini. Soit Gp le groupe de
Galois de l’extension abélienne maximale d’exposant p sur K. D’après le chapitre 2, l’isomorphisme
d’Artin-Schreier-Witt est un isomorphisme de groupes topologiques :

as1 : Gp
'−→ Hp,

où Hp est le groupe Hom(K/℘(K),Z/pZ) (cf. théorème 2.3).
Le corollaire 3.3 du chapitre 3 complète ce résultat en explicitant une bijection entre la filtration
des sous-groupes de ramification de Gp et la filtration (H(u)

p )u de Hp donnée par :

H(u)
p = {ϕ ∈ Hp : ϕ(K(u)) = 0}
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où K(u) = (p−uK + ℘(K))/℘(K), pour tout entier u ≥ −1.

Le but de ce paragraphe est de développer une méthode plus directe issue de la théorie du corps
de classes local pour retrouver cette correspondance. Néanmoins les outils seront plus élaborés
donc plus difficiles à manipuler puisque cela nécessite à la fois les théories profondes du théorème
d’existence et de la dualité de Pontryagin.
Soulignons aussi que les hypothèses sont maintenant plus restrictives : alors que le corps résiduel κ
du corps K était auparavant parfait, la théorie usuelle du corps de classes local impose maintenant
de supposer κ fini.

Le sous-paragraphe 4.3.1 est un panorama des propriétés topologiques pour les objets uti-
lisés précisant ainsi le cadre de l’étude. Le sous-paragraphe 4.3.2 concerne uniquement l’isomor-
phisme d’Artin-Schreier-Witt Gp

'→ Hp en montrant comment le symbole d’Artin-Schreier et la
dualité de Pontryagin permettent de le retrouver. Ces méthodes sont généralisées dans le sous-
paragraphe 4.3.3 et redonnent la description explicite des sous-groupes de ramification de Gp.
Nous avons pris soin de détailler ces méthodes afin de passer plus facilement dans le paragraphe
qui suit aux extensions abéliennes maximales d’exposant pn pour n ≥ 2.

4.3.1 Panorama

Ce sous-paragraphe détaille notre cadre de travail pour le rendre compatible avec la dualité de
Pontryagin, ceci afin de justifier l’utilisation élégante du symbole local d’Artin-Schreier.

Le corps K est toujours muni de sa topologie usuelle, donnée par sa valuation discrète, pour
laquelle il est complet. D’après le sous-paragraphe 4.1.4, cette topologie induit une topologie sur
le groupe abélien K∗ qui le rend localement compact.

Première conséquence du théorème d’existence pour l’extension abélienne maximale d’exposant
p sur K : la loi de réciprocité applique (K∗)p sur Gp. Plus précisément :

Proposition 4.16. Le théorème d’existence induit un isomorphisme de groupes topologiques, en-
ocre noté ωK :

ωK : K∗/(K∗)p '−→ Gp,

où K∗/(K∗)p est muni de la topologie quotient.

Preuve : C’est une conséquence du diagramme commutatif de la proposition 4.7 :

0 // UK //

ωK |UK

��

K∗� _

ωK |K∗

��

vK // Z //
� _

i

��

0

0 // G(0)
K

// Gab
K

// Ẑ // 0

où la flèche de gauche est un isomorphisme. La suite exacte de la première ligne est clairement
scindée puisque tout élément de K s’écrit de façon unique ε.tv avec ε ∈ UK et n ∈ Z dès que l’on
s’est fixé une uniformisante t de K.
Etudions la seconde ligne. Puisque Gab

K est un groupe profini, il a la structure d’un Ẑ-module.
Alors, comme Ẑ est libre sur lui-même donc projectif, la suite 0 → G

(0)
K → Gab

K → Ẑ → 0 est
scindée aussi.
D’où la commutativité du diagramme :

0 // UK/U
p
K

//

ωK

��

K∗/K∗p

ωK

��

// Z/pZ //

��

0

0 // G(0)
p

// Gp // Ẑ/pẐ // 0
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en appliquant le produit tensoriel ⊗Z/pZ. Maintenant, Z/pZ et Ẑ/pnẐ sont canoniquement iso-
morphes. Les deux flèches de droite et de gauche sont donc des isomorphismes de groupes de
topologiques et ωK induit bien un isomorphisme de K∗/K∗p dans Gp. �

En particulier, K∗/K∗p est alors un groupe abélien profini.

De plus, le groupe K/℘(K) est abélien discret pour la topologie quotient et de torsion. En effet,
l’idéal pK est un voisinage ouvert de 0 dans K et d’après la proposition 3.1 du chapitre 3, pK ⊂
℘(K). Alors, modulo ℘(K), {0} est ouvert dans K/℘(K). Enfin, puisque K est de caractéristique
p, le quotient K/℘(K) est clairement annulé par p, donc de torsion.

Ainsi la dualité de Pontryagin cöıncide avec la dualité Hom(−,Q/Z) sur les groupes K/℘(K)
et K∗/K∗p d’après la proposition 4.15. Or ces deux groupes sont tous deux annulés par p et
donc la dualité Hom(−,Q/Z) cöıncide avec la dualité Hom(−,Z/pZ) puisque 1

pQ/Z et Z/pZ sont
canoniquement isomorphes. Dans la suite, on se restreindra à l’étude de la dualité Hom(−,Z/pZ)
sur K/℘(K) et K∗/K∗p pour laquelle le théorème 4.3 reste valide.

4.3.2 L’isomorphisme Gp
'→ Hp

Nous vérifions d’abord que le symbole d’Artin-Schreier induit un isomorphisme de groupes topo-
logiques Gp

'→ Hp qui cöıncide avec l’isomorphisme as1 d’Artin-Schreier du chapitre 2. Rappelons
que cet isomorphisme est donné par :

as1 : σ 7→ ϕσ = {a+ ℘(K) 7→ σ(α)− α}

avec α ∈ Ksep tel que ℘(α) = a.

On a :

Proposition 4.17. Le symbole d’Artin-Schreier établit un isomorphisme de groupes topologiques :

ψp : K∗/K∗p '−→ Hom(K/℘(K),Z/pZ)

donné par (b.K∗p) 7→ {(a+ ℘(K)) 7→ [a, b)}.

Preuve : D’après la proposition 4.6, le symbole d’Artin-Schreier est un accouplement non
dégénéré, cela signifie qu’il induit des homomorphismes injectifs :

f : K∗/K∗p ↪→ Hom(K/℘(K),Z/pZ)
b.K∗p 7→ {fb : a+ ℘(K) 7→ [a, b)}

et :
g : K/℘(K) ↪→ Hom(K∗/K∗p,Z/pZ)

a+ ℘(K) 7→ {ga : b.K∗p 7→ [a, b)}.

Or K/℘(K) est discret, l’injection g est donc continue. Ainsi, selon la proposition 4.12, son mor-
phisme transposé fournit une surjection continue :

g∧ : Hom(Hom(K∗/K∗p,Z/pZ),Z/pZ) � Hom(K/℘(K),Z/pZ)
χ 7→ {a+ ℘(K) 7→ χ ◦ g(a+ ℘(K))}.

Maintenant, par le théorème 4.3, les groupes K∗/K∗p et Hom(Hom(K∗/K∗p,Z/pZ),Z/pZ) sont
canoniquement isomorphes comme groupes topologiques via la correspondance b 7→ (χ 7→ χ(b)).
Par composition, on obtient un morphisme surjectif continu :

K∗/K∗p � Hom(K/℘(K),Z/pZ)
b.K∗p 7→ {a+ ℘(K) 7→ [a, b)}
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et ce dernier est identiquement égal à l’application f définie ci-dessus. Ainsi, f est un isomorphisme
continu. Comme K∗/K∗p et Hom(K/℘(K),Z/pZ) sont profinis donc compacts, f est même un
isomorphisme de groupes topologiques. Désormais nous noterons ψp l’isomorphisme f . �

En combinant la proposition 4.17 avec le théorème d’existence, on obtient :

Corollaire 4.2. Par composition avec l’isomorphisme réciproque de la loi de réciprocité, ψp induit
un isomorphisme de groupes topologiques :

Gp
'−→ Hom(K/℘(K),Z/pZ)

qui cöıncide avec l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt as1. En d’autres termes :

as1 = ψp ◦ ω−1
K .

Preuve : D’après la proposition 4.16 l’application composée ω−1
K ◦ ψp est un isomorphisme de

groupes topologiques :
Gp

'−→ Hom(K/℘(K),Z/pZ)

donné par : σ 7→ {a + ℘(K) 7→ [a, b)}, où b = ω−1
K (σ) ∈ K∗. Cet isomorphisme est précisément

l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt puisque [a, b) = ωK(b)(α) − α = σ(α) − α avec ℘(α) = a.
�

En d’autres termes, le symbole local d’Artin-Schreier est simplement la traduction directe de
l’accouplement d’Artin-Schreier dans le langage du théorème d’existence.

Cela étant fait, il s’agit maintenant de considérer la filtration des groupes de ramification de
Gp et voir comment elle correspond à la filtration des H(v)

p du groupe Hp par le symbole d’Artin-
Schreier.

4.3.3 Groupes de ramification dans l’extension abélienne maximale d’ex-
posant p

Dans ce sous-paragraphe, on applique le mécanisme de dualité précédent aux sous-groupes
U

(u)
K K∗p/K∗p de K∗/K∗p, pour tous u ≥ 0. On sait en effet par le théorème d’existence et la pro-

position 4.16 que ces groupes forment une filtration décroissante de K∗/K∗p et qu’ils correspondent
bijectivement aux groupes G(u)

p de Gp.

Conservant les notations du chapitre 3, nous noterons pour tout u ≥ −1 :

K(u) = (p−uK + ℘(K))/℘(K),

avec p0
K = OK et p−1

K = K. Pour u ≥ 0, les groupes K(u) forment une filtration croissante de
K/℘(K). Rappelons aussi que pour tout entier u ≥ 1, l’isomorphisme d’Artin-Schreier as1 induit
un isomorphisme de groupes topologiques :

G(u)
p

'−→ {ϕ ∈ Hp : ϕ(K(u−1)) = 0},

d’après le chapitre 3. Il s’agit pour nous de retrouver ces correspondances à partir du théorème
d’existence cette fois. L’intérêt de cette méthode est qu’elle se généralisera plus facilement aux
extensions d’exposant pn sur K dès que n ≥ 2.

Sauts. Nous vérifions d’abord qu’aucun saut n’est divisible par p. On dit qu’en entier t ≥ 0 est
un saut pour la filtration {U (n)

K K∗p/K∗p}u si :

U
(t)
K K∗p/K∗p 6= U

(t+1)
K K∗p/K∗p.

Ainsi définis et grâce au théorème d’existence, les sauts pour la filtration des U (n)
K K∗p/K∗p cor-

respondent précisément aux sauts de la filtration des groupes de ramification de Gp.
Comme κ est parfait, on a le résultat suivant :
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Proposition 4.18. Aucun saut n’est divisible par p dans la filtration {U (u)
K K∗p/K∗p}u.

Preuve : Soit u ≥ 0 un entier positif. Supposons que u est divisible par p et écrivons u = lp. Soit
b ∈ K∗ tel que son image modulo K∗p appartienne à U (u)

K .K∗p/K∗p. On a :

b = (1 + βtlp + h.o.t.)× εp,

avec β ∈ κ et ε ∈ K∗, où l’abbréviation h.o.t. (higher other terms en anglais) regroupe des termes
de plus haut degré dans la série formelle.
Or puisque κ est parfait, il existe γ ∈ κ tel que β = γp. Il vient alors :

b = (1 + γtl)p(1 + β′tlp+1 + h.o.t.)εp,

avec β′ ∈ κ. Ainsi, modulo K∗p, l’image de b est dans U (u+1)
K K∗p/K∗p et donc U (u)

K .K∗p/K∗p =
U

(u+1)
K K∗p/K∗p. �

Cette proposition entrâıne qu’aucun saut dans la filtration des groupes de ramification de Gp n’est
divisible par p. On retrouve en particulier G(0)

p = G
(1)
p .

De même, on dit qu’un entier t ≥ −1 est un saut pour la filtration {K(u)}u de K/℘(K) si
K(u) 6= K(u−1), d’où l’existence d’un décalage d’une unité entre la définition des sauts pour les
U

(u)
K K∗p/K∗p et celle pour les K(u).

Proposition 4.19. Si u ≥ 1 est divisible par p, alors K(u) = K(u−1). Cela signifie qu’aucun saut
strictement positif n’est divisible par p dans la filtration des K(u).

Preuve : Clairement, K(u−1) ⊂ K(u). Réciproquement, soit a ∈ K tel que ā ∈ K(u) où l’on
désigne par une barre la classe modulo ℘(K). On a donc a = auT

−u+
∑
i≥−u+1 aiT

i, avec au ∈ κ∗
et ai ∈ κ. Or, u = lp pour l ≥ 1 et au est de la forme γp, avec γ ∈ κ, car κ est parfait. On en
déduit :

a = γT−l +
∑

i≥−(u−1)

aiT
i + ℘(γT−l),

d’où ā ∈ K(u−1) aussi et donc K(u) = K(u−1), ce qu’il fallait démontrer. �

Cela nous conduit à considérer les groupes quotients U (u)
K .K∗p/K∗p quand u ≥ 1 est premier à

p. Il s’agit alors de montrer que ces groupes correspondent bijectivement aux orthogonaux pour le
symbole d’Artin-Schreier des groupes K(v), v ≥ 0.

Calcul du symbole local d’Artin-Schreier. Pour déterminer l’orthogonal de chaque groupe,
nous allons utiliser la formule explicite de Schmid (cf. proposition 4.4). A ce titre, calculons :

Lemme 4.3. Soient i et j deux entiers positifs tels que 0 ≤ i ≤ j.
Soit a ∈ K dont l’image modulo ℘(K) est dans K(i)\K(i−1). On écrit : a = a−iT

−i + h.o.t. avec
a−i ∈ κ∗.
Soit b ∈ K∗ dont l’image modulo K∗p est dans (U (j)

K K∗p/K∗p)\(U (j+1)
K K∗p/K∗p). On écrit :

b = 1 + bjT
j + h.o.t. avec bj ∈ κ∗.

En particulier, j n’est pas divisible par p. Alors on a :

Res(a
db

b
) =

{
a−ibjj if j = i

0 if j > i.

Ici, l’abbréviation h.o.t est toujours utilisée pour désigner des termes de degré strictement plus
grand que −i resp. j.
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Preuve : En effet, puisque j n’est pas divisible par p, on obtient :

a
db

b
= (a−iT−i + h.o.t.)

jbjT
j−1 + h.o.t.

1 + bjT j + h.o.t.
,

d’où adbb = a−ibjjT
j−i−1 + h.o.t.. Alors le coefficient devant T−1 est soit a−ibjj si j = i soit 0 si

j > i, comme désiré. �

Groupes de ramification supérieurs dans Gp. Pour chaque entier positif u ≥ 0, notons :

S(u)
p := {b.K∗p ∈ K∗/K∗p : [a, b) = 0, ∀a ∈ p−uK }.

C’est un sous-groupe K∗/K∗p. Autrement dit, S(u)
p est le groupe orthogonal de K(u) = (p−uK +

℘(K))/℘(K) dans K∗/K∗p pour le symbole d’Artin-Schreier. En particulier, pour u = 0, c’est
l’orthogonal de OK/℘(OK). Clairement, les groupes S(u)

p forment une filtration décroissante de
K∗/K∗p.

Le lemme 4.3 entrâıne le résultat suivant :

Proposition 4.20. Pour tout entier u ≥ 1, on a :

S(u−1)
p = (U (u)

K K∗p)/K∗p,

par le symbole d’Artin-Schreier.

Preuve : La formule de Schmid donne [a, b) = TrFq/Fp
(Res(adbb )) pour tout a ∈ K et pour tout

b ∈ K∗, si κ = Fq où q désigne une puissance de p.

Soit b ∈ K∗, notons b̄ son image moduloK∗p. D’abord, par le lemme 4.3, si b̄ est dans U (u)
K K∗p/K∗p,

alors [a, b) = 0 pour tout a ∈ K tel que a+℘(K) ∈ K(i) dès que u > i. D’où U (u)
K K∗p/K∗p ⊂ S(u−1)

p .

Prouvons l’autre inclusion. Soit b ∈ K∗ tel que b̄ n’appartient pas à U
(u)
K K∗p/K∗p et montrons

qu’alors b̄ n’appartient pas à S(u−1)
p non plus.

Pour un tel élément b, soit j ≥ 0 le plus grand indice tel que b̄ soit dans U (j)
K K∗p/K∗p. En

particulier, j ≤ u − 1 et j est premier à p d’après la proposition 4.18. De plus, on peut écrire
b = 1 + bjT

j +h.o.t. avec bj ∈ κ∗. Alors, puisque l’application Trbj
: α ∈ κ 7→ TrFq/Fp

(αbj) ∈ Z/pZ
n’est pas identiquement nulle, il existe α ∈ κ = Fq tel que Tr(αbj) 6= 0.
Comme p ne divise pas j, on a aussi α = jγ avec γ ∈ κ tel que γ 6= 0. Chaque élément a du type
a = γT j + h.o.t. est donc modulo ℘(K) dans K(j), doù [a, b) 6= 0 par la formule de Schmid. En
particulier, puisque j ≤ u− 1, un tel a appartient à K(u−1) et alors b̄ n’appartient pas à S(u−1)

p .

Ainsi, S(u−1)
p = (U (u)

K K∗p)/K∗p pour tout entier u ≥ 1 qui n’est pas divisible par p. Maintenant
cette égalité est encore vraie pour tous les entiers u ≥ 1 grâce aux propositions 4.18 et 4.19. �

Corollaire 4.3. La loi de réciprocité induit les isomorphismes de groupes topologiques :

G(u)
p

'−→ {ϕ ∈ Hp : ϕ(K(u−1)) = 0}, pour tout u > 0

et :
G(0)
p

'−→ {ϕ ∈ Hp : ϕ(K(0)) = 0}, pour u = 0.

Ces isomorphismes cöıncident avec l’isomorphisme d’Artin-Schreier as1 restreint à G(u)
p .

Preuve : On sait que chaque G(u)
p est isomorphe à UuKK

∗p/K∗p par le théorème d’existence. Alors,
d’après la proposition 4.20, pour u ≥ 1 ce corollaire est essentiellement le fait que l’orthogonal
S(u−1)
p du groupe K(u−1) pour le symbole d’Artin-Schreier est isomorphe en tant que groupe

topologique à l’annulateur deK(u−1) dans Hom(K/℘(K),Z/pZ) : ceci est donné par l’isomorphisme
ψp de la proposition 4.17. Le reste est une conséquence du corollaire 4.2.

Pour u = 0, l’isomorphisme résulte de l’égalité G(0)
p = G

(1)
p . �
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4.4 Groupes de ramification dans les extensions maximales
d’Artin-Schreier-Witt d’exposant pn

Nous considérons toujours un corps local K de caractéristique p et de corps résiduel fini. Ce
paragraphe a pour but de généraliser les méthodes précédentes à toutes les extensions abéliennes
maximales d’exposant pn sur K, pour n ≥ 1.

Plus précisément, fixons un entier n ≥ 1. Soit Gpn le groupe de Galois de l’extension abélienne
maximale d’exposant pn sur K. Comme pour le cas n = 1, l’interaction entre la théorie d’Artin-
Schreier-Witt et la théorie du corps de classes local fournit un symbole local surWn(K)/℘(Wn(K))×
K∗/K∗p

n

. Il s’agit de préciser ce symbole et d’en donner une formulation explicite qui généralise
la formule de Schmid de la proposition 4.4. Bien entendu, l’idée est d’utiliser les vecteurs de Witt
et donc en particulier de voir le symbole d’Artin-Schreier comme un accouplement à valeurs dans
W1(Fp) et non plus dans Z/pZ.

Notre but est d’exhiber une correspondance 1− 1 explicite entre les groupes de ramification de
Gpn et une certaine filtration du groupe d’homomorphismes continus :

Hpn = Hom(Wn(K)/℘(Wn(K)),Wn(Fp)).

Cette correspondance sera induite par l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt asn du chapitre 2 :

asn : Gpn
'−→ Hpn = Hom(Wn(K)/℘(Wn(K)),Wn(Fp))

σ 7→ ϕσ : {a+ ℘(Wn(K)) 7→ σ(α)− α}

avec α ∈Wn(Ksep) tel que ℘(α) = a.

Pour tout entier u ∈ Z, posons :

W (u)
n (K) := (p

−b u

pn−1 c
K , p

−b u

pn−2 c
K , · · · , p−uK ).

Les ensembles W (u)
n (K) forment une suite croissante de sous-groupes de Wn(K) avec W

(0)
n =

Wn(OK) et W (−1)
n = (pK , ..., pK).

Nous allons considérer ces sous-groupes modulo ℘(Wn(K)). Leurs images forment une filtration
croissante du groupe quotient Wn(K)/℘(Wn(K)). De plus, d’après le lemme 3.4 du chapitre 3, on
a W (u)

n ⊂ ℘(Wn(K)) pour tout u ≤ −1, de sorte que dans la suite nous considérerons uniquement
les groupes W (u)

n (K) pour u ≥ −1.
Maintenant pour tout entier v ≥ −1, posons :

H
(v)
pn := {ϕ ∈ Hpn : ϕ(W (v)

n (K) + ℘(Wn(K))/℘(Wn(K))) = 0}.

Clairement, les groupes H(v)
pn forment une filtration décroissante de Hpn lorsque v ≥ −1 :

Hpn = H
(−1)
pn ⊃ H

(0)
pn ⊃ H

(1)
pn ⊃ · · · ⊃ H

(v)
pn · · · .

Ce paragraphe s’articule autour de la preuve du résultat suivant :

Théorème 4.4. Pour tout entier u ≥ 0, l’interaction entre la loi de réciprocité et la théorie
d’Artin-Schreier-Witt induit les isomorphismes de groupes topologiques :

G
(u)
pn

'−→ H
(u−1)
pn , si u > 0 et G

(0)
pn

'−→ H
(0)
pn , si u = 0,

qui cöıncident avec l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt asn restreint aux G(u)
pn .

Ces isomorphismes sont obtenus à travers le symbole d’Artin-Schreier-Witt, généralisation du
symbole d’Artin-Schreier aux vecteurs de Witt de longueur n.
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4.4.1 Le symbole d’Artin-Schreier-Witt

La théorie d’Artin-Schreier-Witt du chapitre 2 fournit un accouplement :

Wn(K)×Gpn → Wn(Fp)
(a, σ) 7→ σ(α)− α,

avec α ∈Wn(Ksep) tel que ℘(α) = a. Rappelons que l’action du groupe de Galois Gpn sur Wn(K)
est définie composante par composante :

σ(α) = (σ(α0), σ(α1), ..., σ(αn−1)).

D’autre part, le théorème d’existence induit un homéomorphisme de K∗/K∗p
n

dans Gpn :

Proposition 4.21. Pour tout entier n ≥ 1, le théorème d’existence induit un isomorphisme de
groupes topologiques que nous noterons encore ωK :

ωK : K∗/K∗p
n '−→ Gpn .

Preuve : C’est une généralisation de la proposition 4.16. Comme les deux lignes du diagramme de
la proposition 4.7 sont des suites exactes scindées, on obtient un nouveau diagramme commutatif
en prenant le produit tensoriel avec Z/pnZ :

0 // UK/UnK //

ωK

��

K∗/K∗p
n

ωK

��

// Z/pnZ //

��

0

0 // G(0)
pn

// Gpn // Ẑ/pnẐ // 0

Puisque Ẑ/pnẐ est canoniquement isomorphe à Z/pnZ, les flèches de gauche et de droite sont
des isomorphismes, la loi de réciprocité ωK induit donc un isomorphisme de groupes topologiques :
K∗/K∗p

n '−→ Gpn , ce qu’il fallait démontrer. �

Ainsi, par le théorème d’existence, l’accouplement d’Artin-Schreier-Witt précédent donne lieu à
l’accouplement suivant :

Wn(K)/℘(Wn(K))×K∗/K∗p
n

→ Wn(Fp)
(a+ ℘(Wn(K)), b.K∗p

n

) 7→ [a, b) := (b, L/K)(α)− α,

avec ℘(α) = a et L = K(α).
Cet accouplement est appelé symbole d’Artin-Schreier-Witt. Il satisfait les propriétés suivantes :

Proposition 4.22. (i) Le symbole d’Artin-Schreier-Witt est bilinéaire.
(ii) Pour tout a ∈ K, [a, b) = 0 si et seulement si b est norme dans l’extension K(α0, ..., αn−1)/K
où ℘(α0, ..., αn−1) = a.
(iii) Pour tout a ∈ K et pour tout b ∈ K∗, [V a, b) = V [a, b) où V est l’opérateur shift.
(iv) [a, b) = 0 si et seulement si b est norme dans l’extension K(α0, ..., αn−1)/K, où α = (α0, ..., αn−1)
est tel que ℘(α) = a .

Preuve : Les assertions (i) et (ii) résultent directement de la définition de l’accouplement d’Artin-
Schreier-Witt.
Quant à la propriété (iii), on a : V [a, b) = V (ωK(α) − α) et [V a, b) = ωK(α′) − α′ avec ℘(α) =
a et ℘(α′) = V a. Or, on a aussi V a = V ℘(α) = ℘(V (α)) puisque V et ℘ commutent par la
proposition 1.16 du chapitre 2, ainsi α′ et V α diffèrent d’un élément de Wn(Fp). D’où [V a, b) =
ωK(b)(V α)− V α = V (ωK(b)(α)− α) puisque l’action de ωK(b) sur un vecteur de Witt est définie
composante par composante.
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Enfin, (iv) est essentiellement due à la relation [a, b) = (b, L/K)(α) − α, c’est-à-dire [a, b) = 0 si
et seulement si (b, L/K) = 1 dans Gal(K(α)/K), i.e. si et seulement si b est norme dans K(α)
d’après la loi de réciprocité sur les extensions finies. �

Montrons maintenant que le symbole d’Artin-Schreier-Witt est un accouplement non-dégénéré.
Cette propriété essentielle est une conséquence du théorème d’existence :

Proposition 4.23. Le symbole d’Artin-Schreier-Witt est non-dégénéré.

Preuve : Soit a ∈ Wn(K) tel que ωK(b)(α) − α = 0 pour tout b ∈ K∗ si ℘(α) = a. D’après le
théorème d’existence, ωK(K∗) est dense dans GK . Donc GK fixe l’extensionK(α), d’où α ∈Wn(K)
i.e. a ∈ ℘(Wn(K)).
Maintenant, soit b ∈ K∗. Si ωK(b)(α) − α = 0 pour tout a ∈ Wn(K) avec ℘(α) = a, alors
ωK(b) fixe toutes les extensions cycliques de degré divisant pn sur K, ωK(b) fixe donc toutes les
extensions abéliennes finies d’exposant pn sur K et, en prenant la réunion, fixe l’extension abélienne
maximale d’exposant pn sur K. Ainsi, ωK(b) est l’identité dans Gpn , ce qui signifie que b ∈ K∗p

n

par la proposition 4.21. La réciproque est évidente.
On vient donc de montrer que les noyaux à gauche et à droite pour le symbole d’Artin-Schreier-Witt
sont triviaux et donc que cet accouplement est non dégénéré. �

Si a ∈Wn(K) et b ∈ K∗, nous noterons [a, b) l’image de leurs représentants modulo ℘(Wn(K))
et modulo K∗p

n

respectivement par le symbole d’Artin-Schreier-Witt.

Pour clore ce sous-paragraphe, nous vérifions que le symbole d’Artin-Schreier-Witt fournit un
isomorphisme de Gpn sur Hpn qui cöıncide avec l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt asn.

Théorème 4.5. Le symbole d’Artin-Schreier-Witt induit un isomorphisme de groupes topolo-
giques :

ψpn : K∗/K∗p
n '−→ Hom(Wn(K)/℘(Wn(K)),Wn(Fp))

donné par (b.K∗p
n

) 7→ {(a+ ℘(Wn(K))) 7→ [a, b)}.
En particulier, par le théorème d’existence, on en déduit un isomorphisme de groupes topologiques :

ψpn ◦ ω−1
K : Gpn

'−→ Hom(Wn(K)/℘(Wn(K)),Wn(Fp))

qui correspond identiquement à l’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt asn.

Preuve : Rappelons que Wn(K) est muni de la topologie p-adique, i.e. la topologie de la conver-
gence composante par composante et qui est induite par la topologie du produit Kn lorsque K a la
topologie usuelle provenant de sa valuation. En particulier, (pK , ..., pK) est un voisinage ouvert de 0
dansWn(K) pour cette topologie. Or, d’après le lemme 3.4 du chapitre 3, (pK , ..., pK) ⊂ ℘(Wn(K)).
Donc Wn(K)/℘(Wn(K)) est discret pour la topologie quotient.
D’autre part, puisque V F = FV est la multiplication par p sur Wn(K) d’après la proposition 1.16
du chapitre 2, il vient : pn = V nFn = 0 sur Wn(K). Le groupe abélien Wn(K)/℘(Wn(K)) est donc
discret de pn-torsion.
Par la proposition 4.21, on a aussi que le groupe K∗/K∗p

n

est abélien profini et d’exposant pn.
Alors, sur ces groupes, la dualité de Pontryagin cöıncide avec la dualité Hom(−,Z/pnZ) et donc
avec la dualité Hom(−,Wn(Fp)) puisque Z/pnZ et Wn(Fp) sont canoniquement isomorphes. Ainsi
la preuve du théorème 4.5 est essentiellement la même que celles de la proposition 4.17 et du
corollaire 4.2 lorsque l’on remplace Z/pZ par Wn(Fp). �

4.4.2 La formule de Schmid-Witt

Dans ce sous-paragraphe, nous allons développer une formulation explicite du symbole d’Artin-
Schreier-Witt qui généralise la formule de Schmid aux vecteurs de Witt de longueur n. Nous
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l’appellerons la formule de Schmid-Witt. Comme pour le cas d’exposant p, cette formulation sera
très utile pour le calcul des groupes de ramification de Gpn en correspondance avec la filtration des
H

(v)
pn du groupe Hom(Wn(K)/℘(Wn(K))/Wn(Fp)).

L’idée est de considérer la formule de Schmid initiale comme une relation donnée par les compo-
santes fantômes d’un certain vecteur de Witt. Pour a ∈Wn(K) et b ∈ K∗, il s’agit précisément de
passer temporairement en caractéristique 0 en relevant a et b en des éléments A et B deWn(R((T )))
et R((T ))∗ respectivement, où R est un anneau de valuation discrète complet de caractéristique
0 et de même corps résiduel que K. Or, l’anneau R = W (Fq) satisfait ces propriétés (cf. [60],
Chap. II, §6, Thm.7). On définit donc un accouplement explicite Wn(R((T )))×R((T ))∗ à valeurs
dans Wn(R) : étant donnés deux éléments A et B cet accouplement retourne un vecteur (A,B)
de Wn(R) donné par ses composantes fantômes que l’on exprime comme les résidus d’éléments de
R((T )), généralisant ainsi la formule de Schmid. C’est le ”Residuenvektor” de [76].

Cet accouplement est tel qu’en revenant sur Wn(K)×K∗, nous obtenons un accouplement que
nous appellerons symbole de Schmid-Witt et qui correspond en fait au symbole d’Artin-Schreier-
Witt. Ce sera la proposition 4.6. Plus loin, la proposition 4.30 fournira une autre formulation pour
la formule de Schmid-Witt qui évite la réduction dans Wn(K)×K∗.

Enfin, notons que, puisque X0 = X(0), l’application gA qui à un vecteur de Witt associe ses
composantes fantômes est bijective de W1(A) = A sur A quelque soit la caractéristique de l’anneau
A considéré. C’est pourquoi, suivant notre raisonnement, la formule initiale de Schmid pour n = 1
n’utilise aucun relèvement.

Le présent sous-paragraphe est l’écriture détaillée de tout ce procédé.

Le symbole de Schmid-Witt. D’après ([60], Chap.II,§4), le corps K est isomorphe au corps
des séries formelles κ((T )) via l’identification πK 7→ T après avoir choisi une uniformisante πK de
K. Si κ = Fq pour une puissance q de p, on identifiera donc K avec le corps Fq((T )).

Soit a ∈ Wn(Fq((T ))), écrivons a = (ai)i avec ai =
∑
v≥vi

ai,vT
i ∈ Fq((T )) et ai,vi

6= 0. De
même, soit b ∈ Fq((T ))∗, écrivons b = bmT

m + h.o.t. avec bm ∈ F∗q (l’abbreviation h.o.t. désignant
toujours des termes de degré strictement plus grand).
Nous relevons a en un élément A de Wn(W (Fq((T )))) et b en un élément B de W (Fq)((T ))∗ comme
suit :

A = (Ai)n−1
i=0 ∈Wn(W (Fq)((T ))),

tel que, pour tout i ≥ 0 :

Ai =
∑
v≥vi

Ai,vT
i, with Ai,v ∈W (Fq), (Ai,v)0 = ai,v

et :
B =

∑
l≥m

BlT
l ∈W (Fq)((T ))∗,

avec (Bl)0 = bl pour tous l ≥ m.

En particulier, si l’on munit W (Fq)((T )) de la valuation polynômiale usuelle, alors chaque Ai est
de valuation vK(ai) et B de valuation vK(b).

Par l’identification K = Fq((T )), on définit alors un accouplement Wn(K)×K∗ →Wn(Fp) qui
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est donné par la colonne de gauche dans le diagramme commutatif suivant :

Wn(Fq((T)))

×

Wn(W (Fq)((T )))
Wn(T0)

oooo
ΓW (Fq)((T )) //

×

W (Fq)((T ))n

×

Fq((T))∗

��

W (Fq)((T ))∗
T0

oooo ”d log ” //

��

W (Fq)((T ))∗

��
Wn(Fq)

TrFq/Fp
����

Wn(W (Fq))
Wn(t0)

oooo
ΓW (Fq) // W (Fq)n

Wn(Fp)

où les flèches sont définies comme suit :

a = (ai)n−1
i=0

×

A = (Ai)n−1
i=0

�oo

×

� // (A(i))n−1
i=0

×

b = bmt
m + h.o.t._

��

B = Bmt
m + h.o.t.�oo � //
_

��

dB
B_

��
(a, b)

_

��

(A,B)�
Wn(t0)

oo � // (Res(dBB A(i)))i

TrFq/Fp
(a, b)

Ici, la trace sur Wn(Fq) est définie par :

∀x ∈Wn(Fq), TrFq/Fp
(x) :=

d−1∑
i=0

F i.x,

pour l’addition de Witt et où d est l’exposant dans q = pd.

Remarquons que le vecteur (A,B) donné par ses composantes fantômes appartient a priori
à l’anneau Wn(W (Fq)[ 1p ]) puisque p n’est pas inversible dans W (Fq), i.e. gWn(W (Fq)) n’est pas
surjective. Mais d’après la proposition ”Satz 4” de [76], chaque composante de (A,B) est un
polynôme à coefficients entiers en les indéterminées B−1

m , Bl et Ai,v, pour tous les indices l ≥ m,
i ≥ 0 et v ≥ vi. De plus, B−1

m est dans W (Fq) puisque sa première composante bm est une unité de
Fq (cf. corollaire 1.3 du chapitre 1). Le vecteur (A,B) appartient donc bien à l’anneau Wn(W (Fq))
et le diagramme est bien défini.
Cela entrâıne aussi :

Proposition 4.24. Le vecteur de Witt (a, b), ainsi défini, ne dépend pas du choix des relèvements
A et B.

Preuve : D’après ce qui précède, chaque composante du vecteur (a, b) est un polynôme à co-
efficients entiers évalué en b−1

m , bl et ai,v puisque la première composante de la somme (resp. le
produit) de deux vecteurs de Witt est la somme (resp. le produit) de leurs premières composantes
(cf. chapitre 1). �

L’accouplement précédent Wn(K)×K∗ →Wn(Fp), avec K = Fq((T )), est donc bien défini. Nous
l’appellerons symbole de Schmid-Witt.

Ce symbole satisfait les propriétés suivantes :
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Proposition 4.25. (i) Le symbole de Schmid-Witt est un accouplement bilinéaire.
(ii) Pour tout a ∈Wn(K) et pour tout b ∈ K∗ : (V a, b) = V (a, b).

Preuve : La propriété (i) provient du fait que la somme dans l’anneau de Witt correspond à la
somme des composantes fantômes (cf. chapitre 1).
La propriété (ii) résulte des formules (V x)(0) = 0 et (V x)(i) = xi−1 pour tout vecteur de Witt x
sur un anneau R et pour tout i ≥ 1. �

La formule de Schmid-Witt. Généralisant la proposition 4.4, le théorème suivant montre que
le symbole de Schmid-Witt est identique au symbole d’Artin-Schreier-Witt :

Théorème 4.6 (SchmidWitt). Si a ∈Wn(K) et b ∈ K∗, on a :

[a, b) = TrFq/Fp
((a, b)).

La preuve de cette formule utilise la proposition suivante que nous montrerons plus loin :

Proposition 4.26. Soit a ∈Wn(K) et soit b ∈ K∗. Si c = (a, b) ∈Wn(Fq), alors :

[a, b) = [c, T ),

où [−,−) : Wn(K)×K∗ →Wn(Fp) est le symbole d’Artin-Schreier-Witt.

Montrons alors le théorème 4.6 :

Preuve : La proposition 4.26 nous permet de prendre b = T et supposer a constant, i.e. a ∈
Wn(Fq) où Fq = κ. Alors le théorème 4.6 revient à dire :

[a, T ) = TrFq/Fp
(a),

puisque (a, T ) = a lorsque a est une constante.
Soit donc α ∈ Wn(κsep) une racine de l’équation ℘(α) = a et soit κ′/κ l’extension cyclique cor-
respondante de degré pk ≤ pn. Posons K ′ := κ′((T )) : c’est une extension non ramifiée de K.
Alors, par le lemme 4.1 on obtient (T,K ′/K) = Fq, où Fq désigne le générateur canonique de
Gal(K ′/K) ' Gal(κ′/κ) défini par x 7→ xq. Ecrivant q = pd et puisque Fq commute avec ℘ il
vient :

[a, T ) = Fqα− α
= (αq0, ..., α

q
n−1)− (α0, ..., αn−1)

= (αp
d

0 , ...)− (αp
d−1

0 , ...) + (αp
d−1

0 , ...) + ...+ (αp0, ...)− (α0, ...)
= ℘(αp

d−1

0 , ...) + ...+ ℘(α0, ...)
= ℘(F d−1

q (α)) + ℘(F d−2
q (α)) + ...+ ℘(α)

= F d−1
q (a) + ...+ Fq(a) + a

= TrFq/Fp
(a)

car l’extension Fq/Fp est cyclique d’ordre l. Ceci montre le théorème 4.6. �

Preuve de la proposition 4.26. La proposition 4.26 est une conséquence du lemme suivant dû
à Teichmüller :

Lemme 4.4. Soit a0 ∈ K∗ et soit a = {a0} un vecteur de Witt de longueur n tel que a0 =∑
v>0 a0,vT

−v, i.e. a0 est une combinaison linéaire de puissances strictement négatives de T . Alors
[a, T ) = 0.

Preuve : Voir [72]. �

D’où la preuve de la proposition 4.26 :
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Preuve : Supposons d’abord que b = T et écrivons a0 =
∑
v∈Z a0,vT

v de telle sorte que :

a = {a0,0}+ {
∑
v>0

a0,vT
v}+

∑
v>0

{a0,−vT
−v}+ Ωa

pour un certain vecteur de Witt Ωa dans Wn(K). Notons que comme la première composante d’un
vecteur somme est la somme des premières composantes, on a (Ωa)0 = 0. On écrira alors Ωa = V ω
où ω = (ω0, ω1, ...) est un vecteur sur K.
Par bilinéarité du symbole d’Artin-Schreier-Witt, on obtient :

[a, T ) = [{a0,0}, T ) + [{
∑
v>0

a0,vT
v}, T ) +

∑
v>0

[{a0,−vT
−v}, T ) + Ωa.

D’une part, puisque {a0,0} est dans Wn(Fq), le symbole de Schmid-Witt vaut ({a0,0}, T ) = {a0,0}.
En effet, soit A un relèvement du vecteur {a0,0} pour le symbole de Schmid-Witt, alors A est
un vecteur de Wn(W (Fq)) tel que toutes ses composantes fantomes A(i) sont constantes. D’où
Res(dBB A(i)) = A(i) pour tout i et donc (A, T ) = A, ce qui implique ({a0,0}, T ) = {a0,0}. On a
alors [({a0,0}, T ), T ) = [{a0,0}, T ).
D’autre part, le vecteur a>0 = {

∑
v>0 a0,vT

v} appartient clairement à l’ensemble (pK , ..., pK).
Par le lemme 3.4 du chapitre 3, a>0 est donc dans ℘(Wn(K)). Alors [a>0, T ) = 0 d’après la
proposition 4.23. En outre, si A est un relèvement de a>0 pour le symbole de Schmid-Witt, toutes
ses composantes sont de valuation strictement positives et ses composantes fantomes A(i) aussi.
D’où Res(dTT A

(i)) = 0 pour tout i et donc (a>0, T ) = 0. Alors [(a>0, T ), T ) = [a>0, T ) encore.
D’après le lemme 4.4, chaque vecteur {a0,−vT

−v}, v > 0, est tel que [{a0,−vT
−v}, T ) = 0. Notons

a<0 le vecteur {a0,−vT
−v}. Pour calculer le symbole de Schmid-Witt (a<0, T ) on relève a<0 en

un vecteur A de la forme {A0,−vT
−v} avec A0,−v ∈ W (Fq) de telle sorte que les composantes

fantômes A(i) sont combinaisons linéaires de puissances strictement négatives de T et satisfont
donc Res(dTT A

(i)) = 0. D’où (a<0, T ) = 0 et [(a<0, T ), T ) = [(a<0, T ).
Alors, par bilinéarité des symboles d’Artin-Schreier-Witt et de Schmid-Witt, il vient :

[(a, T ), T )− [a, T ) = [(Ωa, T ), T )− [Ωa, T ).

Puisque Ωa = V ω pour ω ∈Wn(K), en itérant le procédé on construit successivement des vecteurs
de Witt Ωia du type V iωi, avec ωi ∈Wn(K), tels que :

∀i ≥ 0, [(a, T ), T )− [a, T ) = [(Ωia, T ), T )− [Ωia, T ).

En particulier, pour i = n on obtient Ωna = V nωn = 0 et donc [(a, T ), T ) − [a, T ) = 0, ce qu’il
fallait démontrer.

Pour finir, soit b ∈ K∗ quelconque. On écrit b = εTm, où ε est une unité de K et m > 0. En
particulier, T ′ := bT 1−m est une uniformisante de K. Alors par bilinéarité du symbole d’Artin-
Schreier-Witt on obtient :

[a, b) = [a, T ′Tm−1) = (m− 1)[a, T ) + [a, T ′) = (m− 1)[(a, T ), T ) + [(a, T ′), T ′)

et on conlut par bilinéarité du symbole de Schmid-Witt grâce à ce qui précède. On a en effet :

[(a, b), T ) = (m− 1)[(a, T ), T ) + [(a, T ′), T )
= (m− 1)[(a, T ), T ) + [(a, T ′), T ′)− [(a, T ′), bT−m),

où bT−m est une unité de K. Or (a, T ′) est dans Wn(Fq) donc dans Wn(OK) et d’après le
théorème 3.4 du chapitre 3 cela signifie que l’extension d’Artin-Schreier-Witt correspondante est
non ramifiée. D’où [(a, T ′), bT−m) = 0 par le lemme 4.1 et donc [(a, b), T ) = [a, b). Ceci termine la
preuve de la proposition 4.26. �

Notons que le lemme 4.4 de Teichmüller est en fait valide lorsque le corps résiduel de K est
parfait alors que la formule de Schmid-Witt n’est vraie que pour un corps résiduel fini, telle que
nous l’avons montrée. Cette formule implique en particulier que dans le cadre de la théorie du corps
de classe local, le symbole de Scmid-Witt est également non-dégénéré.
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4.4.3 La forme réduite d’un vecteur de Witt

On propose ici de réduire les vecteurs de Witt sous une forme qui rend le calcul du symbole de
Schmid-Witt plus facile.

Vecteurs de Witt réduits. Nous allons montrer que chaque vecteur de Witt de longueur n sur
K est congruent modulo ℘(Wn(K)) à un vecteur de Witt dont les composantes sont appropriées
au calcul du symbole d’Artin-Schreier-Witt. Cette réduction est déjà mentionnée dans le papier de
Schmid [57] :

Proposition 4.27. Soit a = (a0, ..., an−1) un vecteur de Witt dans Wn(K). Alors a est congruent
modulo ℘(Wn(K)) à un vecteur a′ = (a′0, ..., a

′
n−1) tel que, pour chaque indice i, soit a′i est dans

OK soit sa valuation vK(a′i) est strictement négative et non divisible par p.
On dit que le vecteur a′ est réduit et on l’appelle forme réduite de a.

Preuve : Nous montrons cette proposition successivement. Elle est vraie pour n = 1 par la
remarque ?? du chapitre 3. Supposons avoir déjà réduit a sous la forme (a′0, ..., a

′
s, αs+1, ..., αn−1)

où chaque αi, pour 0 ≤ i ≤ s, est soit dans OK , soit de valuation négative première à p. Considérons
la composante αs+1. Supposons vK(αs+1) < 0 et vK(αs+1) = −pl pour un certain entier l ≥ 1. Alors
puisque κ est parfait, on peut écrire αs+1 = uT−l + ℘(uT−l) avec u ∈ κ. En itérant si nécessaire,
on construit a′s+1 et hs+1 dans K tels que αs+1 = a′s+1 + ℘(hs+1) et vK(a′s+1) > vK(αs+1)
avec soit vK(a′s+1) ≥ 0 soit p 6 |vK(a′s+1). On a donc réduit a au vecteur a − V s+1℘({hs+1}) =
a− ℘(V s+1{hs+1}) puisque V et ℘ commutent (cf. proposition 1.16 du chapitre I). On obtient la
forme a = (a′0, ..., a

′
s, a
′
s+1, βs+2, ...) mod ℘(Wn(K)) où les s + 2 premières composantes satisfont

les conditions de la proposition. On itère le procédé aux autres composantes. �

Remarque 20. Dans sa thèse (Université d’Amsterdam, 2001), V. Shabat pousse la réduction
plus loin (cf. [62], Chap.8, §2). En effet, il montre que tout vecteur a ∈ Wn(K) admet modulo
℘(Wn(K) un représentant de la forme :

(a0, ..., as−1, as, ..., ar−1, ar, ..., an−1)

où a0 = ... = as−1 = 0, as, ..., ar−1 sont dans OK , as 6∈ ℘(K), ar est de valuation strictement
négative première à p et ar+1, ..., an−1 sont soit dans OK soit de valuation première à p. En
particulier, si a est un tel vecteur réduit, il est facile de voir que a définit sur K une extension
cyclique de degré exactement pn−s par la théorie d’Artin-Schreier-Witt.

La fonction Mn. On introduit alors la fonction suivante :

Définition 4.4. Pour a = (a0, ..., an−1) ∈Wn(K), on définit :

Mn(a) := max
i
{−pn−1−ivK(ai)}.

Comme vK(0) = +∞, la valeur de Mn(a) est soit un entier soit +∞. Mais si a est un vecteur non
nul, alors Mn(a) est toujours un entier.

Remarque 21. Si n = 1, M1(a0) = −vK(a0). De plus, pour n ≥ 2, on a la relation de récurrence :

Mn(a0, ..., an−1) = max{pMn−1(a0, ..., an−2),−vK(an−1)},

d’où une autre définition, récursive cette fois, de Mn(a).

On définit ainsi une fonction Mn : Wn(K) → Z ∪+∞ qui satisfait les propriétés suivantes :

Proposition 4.28. Soient x et y des vecteurs de Witt dans Wn(K). On a :

1. Soit u ≥ 0. Si x ∈W (u)
n \W (u−1)

n , alors Mn(x) = u.
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2. Si x est réduit et si Mn(x) ≥ 1, alors Mn(x) = −pn−j−1vK(xj) pour un unique indice j de
{0, ..., n− 1}.

3. Mn(x+ y) ≤ max{Mn(x),Mn(y)}.
4. Si c ∈Wn(Fp), alors Mn(cx) ≤Mn(x).

5. Si c ∈Wn(Fp) est une unité, alors Mn(cx) = Mn(x). En particulier : Mn(−x) = Mn(x).

6. Si Mn(x) 6= Mn(y), on a l’égalité Mn(x+ y) = max(Mn(x),Mn(y)).

7. Soit Mn(℘(x)) ≤ 0, soit p divise Mn(℘(x)).

Preuve :

1. On note x = (x0, ..., xn−1). Si x ∈ W
(u)
n , alors pour tout i on a : −vK(xi) ≤ b u

pn−1−i c, d’où
−pn−1−ivK(xi) ≤ u. En prenant le maximum, il vient : Mn(x) ≤ u.

Maintenant, x n’appartient pas à W
(u−1)
n , cela signifie qu’il existe xi tel que vK(xi) <

−b u−1
pn−1−i c, i.e. −pn−1−ivK(xi) > u− 1. Donc Mn(x) ≥ u et Mn(x) = u.

En particulier, Mn(x) = 0 si et seulement si l’extension cyclique K(α0, ..., αn−1)/K est non-
ramifiée, où ℘(α0, ..., αn−1) = a.

2. Conséquence du point (1). Si u ≥ 1, alors Mn(x) > 0, i.e. Mn(x) = −pn−1−jvK(xj) pour un
certain indice j tel que vK(aj) < 0. Alors, si x est réduit et si Mn(x) = −pn−1−lvK(xl) =
−pn−1−jvK(xj) avec l 6= j, le nombre p devrait diviser soit vK(xj) soit vK(al), ce qui contredit
la définition des vecteurs réduits.

3. Rappelons (chapitre 1) que la i-ème composante du vecteur somme x + y est donnée par
un polynôme Si(x0, ..., xi, y0, ..., yi) à coefficients entiers. Il est en fait facile de voir que
Si(x0, ..., xi, y0, ..., yi) est homogène de poids pi, i.e. le polynôme Si est combinaison linéaire
de monômes :

xv00 y
w0
0 ...xvi

i y
wi
i

avec :
i∑

k=0

pk(vk + wk) = pi.

Ecrivons M := max{Mn(x),Mn(y)}. Pour chaque indice i, on obtient :

vK(xi) ≥
−M
pn−1−i and vK(yi) ≥

−M
pn−1−i ,

d’où :

vK((x+ y)i) ≥
i∑

k=0

(vk + wk)
−M
pn−1−k =

−M
pn−1

pi.

Alors, pour tout i ≥ 0, il vient :

−pn−1−ivK((x+ y)i) ≤M.

En prenant le maximum on a donc :

Mn(x+ y) ≤M,

ce qu’il fallait démontrer.

4. Ecrivons cx =
∑n−1
i=0 V

i({ci})x. Il s’agit de montrer la formule Mn((V i{ci})x) ≤Mn(x) pour
tout i. Or, d’après la proposition 1.16 du chapitre 1, on a V i{ci} = pi{ai}, où chaque ai
est tel que ap

i

i = ci. Par la proposition 1.10 du même chapitre, Mn({ai}x) = Mn(x), d’où
Mn(pi{ai}x) ≤Mn(x).

5. C’est une conséquence du point (4). Si c est une unité, alors Mn(x) ≥Mn(cx) ≥Mn(c2x)... ≥
Mn(x) et donc Mn(cx) = Mn(x).

99



6. Supposons par exemple Mn(x) > Mn(y). On a :

Mn(x) = Mn((x+ y)− y) ≤ max{Mn(x+ y),Mn(y)}

puisque Mn(y) = Mn(−y). D’où Mn(x) = Mn(x+ y) par le point (3).

7. On aMn(℘(a)) = Mn(Fa−a) ≤ max(Mn(Fa),Mn(a)) et la propriété résulte alors de l’égalité
Mn(Fa) = pMn(a).

�

Remarque 22. Si l’on pose mn = −Mn, la fonction mn satisait la relation :

∀x, y ∈Wn(K), mn(x+ y) ≤ min{mn(x),mn(y}.

C’est la fonction que V. Shabat utilise à la place de Mn. Il montre en particulier que mn se comporte
comme la valuation vK de K.

Ceci entrâıne :

Proposition 4.29. Soient x et h deux vecteurs de l’anneau Wn(K). Si x est un vecteur réduit,
alors soit Mn(x) ≤ 0, soit Mn(x) ≤Mn(x+ ℘(h)).

Preuve : Supposons Mn(x) > 0 et soit j ≤ 0 l’unique indice tel que Mn(x) = −pn−1−jvK(xj).
Alors, d’après la construction récursive de Mn(x) on obtient :

Mn(x) = pn−1−jMj+1(x0, ..., xj),

et Mn(℘(h)) = maxi≥j+1{pn−1−jMj+1℘(h0, ..., hj),−pn−1−ivK(℘(h)i)}.
Si Mn(x) > Mn(x + ℘(h)), d’après le point (6) de la proposition 4.28, on a Mn(℘(h)) = Mn(x).
Or, Mj+1(x0, ..., xj) n’est pas divisible par p, d’où Mn(℘(h)) = pn−1−jMj+1(℘(h0, ..., hj)), i.e.
Mj+1(x0, ..., xj) = Mj+1(℘(h0, ..., hj)), ce qui contredit le point (7). �

Remarque 23. Tous ces énoncés sur les vecteurs de Witt réduits utilisent essentiellement le fait
que κ soit parfait. Ils restent donc valides dans le cadre plus général où K est un corps local de
corps résiduel parfait.

4.4.4 Calcul du symbole de Schmid-Witt

Toujours dans l’idée de simplifier les calculs du symbole d’Artin-Schreier-Witt par la formule de
Schmid-Witt, nous présentons dans ce sous-paragraphe une construction équivalente du symbole
de Schmid-Witt correspondant à l’idée que la (n − 1)-ième composante fantôme d’un vecteur de
Witt contiendrait toute l’information de ce vecteur.

Une définiton équivalente pour le symbole de Schmid-Witt. Montrons d’abord le lemme
suivant :

Lemme 4.5. Soit Y = (Y0, Y1, ...) un vecteur de W (Fq). Alors, pour tout entier k ≥ 1, il existe
Zk ∈W (Fq) tel que :

Y p
k

= {Y p
k

0 }+ pk+1Zk.

Preuve : D’après la proposition 1.9 du chapitre 1, on a la formule Y =
∑
i≥0 V

i{Yi} où {Yi} =

(Yi, 0, ..., 0). D’autre part, comme Fq est parfait, il existe Wi ∈ Fq tel que Yi = W pi

i pour tout i,
i.e. {Yi} = F i{Wi}. Alors, puisque V F = FV = p, on a :

Y = {Y0}+ p
∑
i≥1

pi−1{Wi}.
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Or, par récurrence sur k, si a et b sont dans un anneau commutatif A, il est facile de montrer la
relation (a+ pb)p

k

= ap
k

+ pk+1c pour un certain élément c ∈ A. D’où Y p
k

= {Y0}p
k

+ pk+1Z. On
conclut avec la proposition 1.10 du chapitre 1 selon laquelle {Y0}p

k

= {Y p
k

0 }. �

Le lemme 4.5 entrâıne l’identité suivante qui concerne le symbole de Schmid-Witt :

Proposition 4.30. Soit a ∈ Wn(K) et soit b ∈ K∗. Si A et B sont des relèvements de a et b
respectivement pour le symbole de Schmid-Witt, on a la formule :

TrFq/Fp
(a, b) = tn(TrFq/Fp

Res(
dB

B
A(n−1))),

où tn : W (Fp) � Wn(Fp) est le morphisme de troncation.

Preuve : Notons X = (Xi)i avec Xi ∈ W (Fq) le vecteur de Witt (A,B) et notons x = (xi)i le
vecteur (a, b). Rappelons les relations (Xi)0 = xi pour tous i. Il s’agit de montrer la formule :

TrFq/Fp
x = tn(TrFq/Fp

X(n−1)),

où TrFq/Fp
=

∑d−1
i=0 F

i avec q = pd.
Or, d’après le lemme 4.5, il existe des vecteurs Zi ∈Wn(Fq) tels que :

TrFq/Fp
X(n−1) = TrFq/Fp

n−1∑
i=0

piXpn−1−i

i

=
n−1∑
i=0

piTrFq/Fp
(Xpn−1−i

i )

=
n−1∑
i=0

piTrFq/Fp
({(Xi)

pn−1−i

0 }+ pn−iZi)

Puisque F est l’application identité sur Wn(Fp), on a pi = V i sur Wn(Fp). D’où, par linéarité de
la trace :

TrFq/Fp
X(n−1) =

n−1∑
i=0

V iTrFq/Fp
({(Xi)

pn−1−i

0 }) + V n
n−1∑
i=0

TrFq/Fp
(Zi)

=
n−1∑
i=0

V iTrFq/Fp
({(Xi)

pn−1−i

0 }) mod V nW (Fq).

Alors, par la relation TrFq/Fp
({wpk}) = TrFq/Fp

({w}) pour tout w ∈ Fq et pour tout entier k ≥ 1
et puisque la trace commute avec l’opérateur V , on en déduit :

TrFq/Fp
X(n−1) = TrFq/Fp

n−1∑
i=0

V i{(Xi)0} mod V nW (Fq),

ce qui signifie que tn(TrFq/Fp
X(n−1)) = TrFq/Fp

x, ce qu’il fallait démontrer. �

Remarque 24. Ainsi, nous obtenons sur le corps K une formule analogue à la proposition Satz
18 de [76] qui concerne les vecteurs de Witt de longueur n sur un corps p-adique.

Remarque 25. Le diagramme suivant est commutatif et complète celui du symbole de Schmid-Witt
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donné dans le sous-paragraphe 4.4.2 :

Wn(Fq((T)))

×

Wn(W (Fq)((T )))
Wn(T0)

oooo γ //

×

W (Fq)((T ))n

×

Fq((T))∗

��

W (Fq)((T ))∗
T0

oooo //

��

W (Fq)((T ))∗

��
Wn(Fq)

TrFq/Fp
����

Wn(W (Fq))

Wn(TrFq/Fp )

��

Wn(t0)
oooo γ // W (Fq)n

TrFq/Fp

��
Wn(Fp) Wn(W(Fp))

Wn(t0)
oooo γ // W(Fp)n

γn

��
W(Fp)

tn

llllYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

où l’application γn envoie la séquence des composantes fantômes sur la (n − 1)-ième composante
fantôme.

Calculs. Généralisant le lemme 4.3 et grâce aux deux simplifications précédentes, nous obtenons
finalement le calcul suivant :

Proposition 4.31. Soient 0 ≤ m ≤ u deux entiers positifs.

Soit a ∈ W
(m)
n (K)\W (m−1)

n (K) un vecteur de Witt réduit. On écrit a = (a0, ..., an−1) avec ai =∑
v≥vi

ai,vT
v et ai,vi

∈ κ∗ pour tout i ≥ 0.

Soit b ∈ K∗ dont l’image modulo K∗p
n

est dans U (u)
K K∗p

n

/K∗p
n

mais pas dans U (u−1)
K K∗p

n

/K∗p
n

.
On écrit b = 1 + buT

u + h.o.t. avec bu ∈ κ∗.
Alors :

TrFq/Fp
(a, b) =

{
(0, ..., 0,TrFq/Fp

((−vj)buap
n−1−j

j,vj
)) si u = m

0 si u > m

où j est l’unique indice tel que Mn(a) = −pn−1−jvj = m, avec vj = vK(aj).

Preuve : Soient A ∈Wn(W (Fp)((T ))) et B ∈W (Fp)((T ))∗ deux relèvements pour le symbole de
Schmid-Witt de a et b respectivement. En particulier, ils sont de la forme :

A = (A0, ..., An−1) t.q. ∀i, Ai =
∑
i≥vi

Ai,vT
v ∈W (Fq)((T )) et (Ai,v)0 = ai,v,

et :
B = 1 +BuT

u + h.o.t. t.q. Bu ∈W (Fq) et (Bu)0 = bu.

Alors, d’après la proposition 4.30, on a :

TrFq/Fp
(a, b) = tn(TrFq/Fp

(Res(
dB

B
A(n−1))).

Soit v la valuation usuelle sur W (Fq)((T )). Puisque W (Fq)((T )) est de caractéristique 0, la (n−1)-
ième composante fantôme de A est A(n−1) =

∑
i≥vn−1

piAp
n−1−i

i . Comme a est réduit, il vient :

v(A(n−1)) = min
i
{pn−1−ivi} = pn−1−jvj = −Mn(a) = −m

où vi = vK(ai) = v(Ai).
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Par un calcul analogue à celui du lemme 4.3, on obtient alors :

dB

B
A(n−1) = uBup

jAp
n−1−j

j,vj
Tu−m−1 + h.o.t..

Donc, si u > m, Res(dBB A(n−1)) = 0 d’où TrFq/Fp
(a, b) = 0.

Mais si u = m, i.e. u = −pn−1−jvj , on a alors :

Res(
dB

B
A(n−1)) = (−vj)pn−1BuA

pn−1−j

j,vj
,

avec vj premier à p. D’où, en prenant la trace de Fq sur Fp :

TrFq/Fp
(Res(

dB

B
A(n−1))) = pn−1TrFq/Fp

((−vj)BuAp
n−1−j

j,vj
)

par linéarité. Or pn−1 = V n−1 sur Wn(Fp), on en déduit :

TrFq/Fp
(Res(dBB A(n−1))) = V n−1(TrFq/Fp

((−vj)BuAp
n−1−j

j,vj
))

= V n−1(TrFq/Fp
((−vj)buap

n−1−j

j,vj
), ∗, ∗...),

car TrFq/Fp
(x0, x1, ...) = (TrFq/Fp

(x0), ...) et (x0, x1, ...)p
k

= (xp
k

0 , ...).
Alors :

TrFq/Fp
(a, b) = (0, ..., 0,TrFq/Fp

((−vj)buap
n−1−j

j,vj
),

ce qui montre la proposition. �

4.4.5 Groupes de ramification de Gpn

Le calcul du symbole d’Artin-Schreier-Witt pour les vecteurs de longueur n nous permet fi-
nalement grâce à la formule de Schmid-Witt d’expliciter une correspondnace bi-univoque entre la
filtration des groupes de ramification du groupe Gpn de l’extension abélienne maximale d’exposant
pn sur K et la filtration des H(v)

pn du groupe Hpn = Hom(Wn(K)/℘(Wn(K),Wn(Fp)) donnée par :

∀u ≥ −1, H(v)
pn := {ϕ ∈ Hpn : ϕ(W (v)

n (K) + ℘(Wn(K))/℘(Wn(K))) = 0}.

En particulier, H(−1)
pn = Hpn et :

H
(0)
pn = {ϕ ∈ Hpn , ϕ(Wn(OK)/℘(Wn(OK)) = 0)}.

Sauts de la filtration {H(u)
pn }u. On dit qu’un entier t ≥ −1 est un saut pour la filtration des

H
(v)
pn si :

H
(t)
pn 6= H

(t−1)
pn .

Notons encore l’existence d’un décalage d’une unité entre la définition d’un saut pour la filtration
des H(v)

pn et celle pour les groupes de ramification de Gpn .
Le résultat suivant généralise le proposition 4.19 :

Proposition 4.32. Soit u ≥ 1. Si pn divise u, alors :

W (u)
n (K) = W (u−1)

n (K) mod ℘(Wn(K)).

En conséquence, aucun saut strictement positif dans la filtration des H(v)
pn n’est divisible par pn.
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Preuve : Ecrivons u = lpn avec l ≥ 1. Pour simplifier, notons également A(u) := (W (u)
n +

℘(Wn(K)))/℘(Wn(K)).
Supposons qu’il existe x ∈ Wn(K) tel que son image x̄ modulo ℘(Wn(K)) soit dans A(u)\A(u−1).
Par la proposition 4.27, il existe un vecteur réduit y ∈ Wn(K) tel que x̄ = ȳ, en particulier
ȳ ∈ A(u)\A(u−1).

Le vecteur y est donc dans W (u−1)
n (K), ce qui signifie qu’il existe i, 0 ≤ i ≤ n − 1, tel que

yi 6∈ p
−b u−1

pn−1−i c
K , i.e. :

vK(yi) < −lpi+1 + 1.

En particulier, vK(yi) < 0 et donc p ne divise pas vK(yi) puisque y est réduit. D’où :

vK(yi) < −lpi+1 =
u

pn−1−i .

Ainsi y n’appartient pas à W (u)
n (K). Or, puisque ȳ ∈ A(u), il existe z ∈ W

(u)
n (K) et h ∈ Wn(K)

tels que y = z + ℘(h), i.e. z = y + ℘(−h). Par la proposition 4.28, on a donc Mn(y) ≥ u + 1 et
Mn(z) ≤ u. Mais d’après la proposition 4.29, on a aussi Mn(z) ≥Mn(y), contradiction. �

Au passage, on a montré le résultat suivant qu’il est important de citer :

Corollaire 4.4. Soit u ≥ 1. Si y est un vecteur réduit tel que son image modulo ℘(Wn(K)) est
dans

(W (u)
n + ℘(Wn(K)))/℘(Wn(K))\(W (u−1)

n + ℘(Wn(K)))/℘(Wn(K)),

alors y appartient à W (u)
n (K)\W (u−1)

n (K).

Preuve : Ce corollaire a été démontré dans la proposition 4.32. �

Sauts dans la filtration {U (u)
K K∗p

n

/K∗p
n

}u. En généralisation de la proposition 4.18, on a :

Proposition 4.33. Aucun saut n’est divisible par pn dans la filtration {U (u)
K K∗p

n

/K∗p
n

}u de
UKK

∗pn

/K∗p
n

.
En particulier, par le théorème d’existence, aucun saut n’est divisible par pn dans la filtration des
groupes de ramification de Gpn .

Preuve : Puisque κ = Fq est parfait, on a κ ⊂ κp
n

. Cette proposition est donc une généralisation
directe de la proposition 4.18. �

Orthogonalité pour le symbole d’Artin-Schreier-Witt. Dans la lignée des notations du
sous-paragraphe 4.3.3 nous posons :

∀u ≥ 0, S(u)
pn := {b.K∗p

n

∈ K∗/K∗p
n

: [a, b) = 0, ∀a ∈W (u)
n }.

Ainsi défini, chaque groupe S(u)
pn est l’orthogonal du groupeW (u)

n (K) modulo ℘(Wn(K)) inK∗/K∗p

pour le symbole d’Artin-Schreier-Witt. En particulier, pour u = 0, S(0)
pn est l’orthogonal du groupe

(Wn(OK)/℘(Wn(OK))).

Tout comme les S(u)
p dans K∗/K∗p, les groupes S(u)

pn forment clairement une filtration décroissante
de K∗/K∗p

n

.

Le lemme 4.31 entrâıne le résultat clef suivant :

Proposition 4.34. Pour tout entier u ≥ 1, on a l’égalité :

S(u−1)
pn = (U (u)

K K∗p
n

)/K∗p
n

.
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Preuve : D’après la proposition 4.31 et le corollaire 4.4, il est facile de montrer l’inclusion
(U (u)

K K∗p
n

)/K∗p
n

⊂ S(u−1)
pn , lorsque u n’est pas divisible par pn.

Réciproquement, généralisant la preuve de la proposition 4.20, si b ∈ K∗ est tel que b̄ n’appartient
pas à (U (u)

K K∗p
n

)/K∗p
n

, montrons que b̄ n’est pas dans S(u−1)
pn non plus.

Soit donc j ≤ u − 1 le plus petit entier tel que b̄ ∈ U
(j)
K K∗p

n

)/K∗p
n

. En particulier, j n’est pas
divisible par pn d’après la proposition 4.33, d’où j = pkv avec 0 ≤ k ≤ n− 1 et v ≥ 1 premier à p.
D’autre part, on peut écrire : b = 1 + bjT

j + h.o.t. avec bj ∈ F∗q . Alors, puisque l’application trace
n’est pas nulle, il existe γ ∈ F∗q tel que trFq/Fp

(γvbj) 6= 0. Or γ = αp
n−1−j

avec α ∈ F∗q . Considérons
le vecteur a = (ai)i donné par aj = αT−v+h.o.t et ai = 0 pour tout i 6= j. Clairement, ce vecteur a
est réduit et appartient à W (v)

n donc à W (u−1)
n puisque v ≤ j ≤ u− 1. De plus, par le théorème 4.6

et la proposition 4.31, [a, b) 6= 0. Donc b̄ n’appartient pas à S(u−1)
pn .

D’où finalement l’égalité S(u−1)
pn = U

(u)
K K∗p

n

)/K∗p
n

pour tout entier u ≥ 1 non divisible par pn.
On conclut pour tous les entiers u ≥ 1 avec les propositions 4.32 et 4.33. �

Preuve du théorème 4.4. Pour u ≥ 1, le théorème 4.4 est une conséquence directe de la
proposition 4.34 et du théorème 4.5, de la même façon que nous avions montré la proposition 4.3
à partir de la proposition 4.20.

Pour u = 0, c’est essentiellement l’égalité G(0)
pn = G

(1)
pn . Ceci termine la preuve du théorème 4.4.

4.4.6 Conséquences

Nous fermons ce chapitre avec deux corollaires du théorème 4.4.

Conducteur d’Artin pour une extension cyclique de degré pn sur K. Une première
conséquence du théorème 4.4 concerne le conducteur d’Artin des extensions cycliques de degré pn

sur le corps K :

Corollaire 4.5. Soit a un vecteur de Witt de longueur n dans W (u)
n (K)\W (u−1)

n (K). Notons Ka

l’extension cyclique de degré pk ≤ pn sur K définie par :

Ka = K(α0, ..., αn−1)

où α = (α0, ..., αn−1) ∈Wn(Ksep) est tel que ℘(α) = a.
Alors, le conducteur d’Artin de l’extension Ka/K est pu+1

K . En particulier, si u = 0, l’extension
Ka/K est non ramifiée.

Comme l’extensionKa/K est cyclique, rappelons que d’après la proposition 5 de ([60], Chap.VI,§2),
le conducteur d’Artin de Ka/K est précisément l’idéal pfK où f est le plus petit indice pour lequel
le groupe de ramification Gal(Ka/K)(f) est trivial. Avec les hypothèses du corollaire 4.5, cet indice
est donc u.

Preuve : Supposons u ≥ 1. Puisque a est réduit, son image modulo ℘(Wn(K)) est dans W (u)
n

mod ℘(Wn(K)) mais pas dans W (u−1)
n mod ℘(Wn(K)). Ainsi, d’après le théorème 4.4, Ka est fixé

par G(u+1)
pn mais pas par G(u)

pn . Puisque le groupe de Galois de Ka/K est quotient de Gpn , on en
déduit par le théorème de Herbrand (cf. proposition 3.4 du chapitre 3) que u est le plus petit indice
pour lequel Gal(Ka/K)(u) est trivial. �

Exemple 4.3. Par exemple, si a ∈Wn(K) est le vecteur de Witt (T−1, 0, ..., 0) alors Mn(a) = pn−1

et Ka/K est cyclique de degré pn car T−1 6∈ ℘(K). Si G désigne le groupe de Galois de Ka/K on
a donc :

G(pn−1) 6= 1 mais G(pn−1+1) = 1.
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On retrouve ainsi le théorème 1 de [16] mais avec une preuve différente utilisant des arguments
plus explicites sans les outils de Kato. En même temps on précise la proposition de la partie 3 [57] en
détaillant chaque étape de la preuve et en particulier la formule de Schmid-Witt pour les vecteurs
de Witt. Bien plus, nous donnons un résultat plus général qui correspond à la limite projective
de ceux de Schmid et Brylinski dans le sens où nous avons obtenu directement les groupes de
ramification pour toutes les extensions abéliennes maximales d’exposant pn sur K.
Nous renvoyons également à [23] pour un calcul explicite de ce conducteur et nous remercions M.
Matignon de nous avoir indiqué cette référence.

Groupes de ramification de Gp∞ . Notons Hp∞ le groupe Hom(W (K)/℘(W (K)),W (Fp)). Le
chapitre 2 donne un isomorphisme de groupes topologiques :

as∞ : Gp∞
'−→ Hp∞

défini par σ 7→ ϕσ = {a+ ℘(W (K)) 7→ σ(α)− α} avec α ∈W (Ksep) tel que ℘(α) = a.

En prenant la limite projective sur tous les G(u)
pn pour n ≥ 1 et u ≥ −1, on obtient finalement :

Corollaire 4.6. Pour tout n ≥ 1 et pour tout u ≥ −1, posons :

H
(u,n)
p∞ := {ϕ ∈ Hp∞ , ϕ((p

−b u

pn−1 c
K , ..., p−uK , ∗, ...) mod ℘(W (K)) ⊂ V nW (Fp)}.

L’isomorphisme d’Artin-Schreier-Witt as∞ induit les isomorphismes de groupes topologiques :

G
(0)
p∞

'−→
⋂
n≥1

H
(0,n)
p∞ et G

(u)
p∞

'−→
⋂
n≥1

H
(u−1,n)
p∞ ,∀u ≥ 1.

En particulier, pour u = 0, G(0)
p∞ est isomorphe au groupe {ϕ ∈ Hp∞ : ϕ(W (OK)/℘(OK)) = 0}.

Nous retrouvons ainsi le corollaire 3.5 du chapitre 3.
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Troisième partie

Structure galoisienne

107



108



Chapitre 5

Anneaux d’entiers dans les
extensions d’Artin-Schreier

5.1 Introduction

Soit K un corps local de caractéristique p et de corps résiduel parfait. Notons vK sa valuation
discrète, OK son anneau de valuation et pK l’idéal maximal de OK . Soit L/K une extension cyclique
de degré p et soit G son groupe de Galois. Par la théorie d’Artin-Schreier, il existe a ∈ K tel que
cette extension soit donnée par l’équation :

Xp −X = a.

En particulier, L = K(α) avec α ∈ Ksep satisfaisant αp − α = a.

L’objet du présent chapitre est l’étude de la structure de module galoisien de l’anneau OL des
entiers de L. D’après ([60], Chap.II, §2, prop. 3), OL est un OK-module libre de rang fini. D’autre
part, l’action naturelle de G sur L induit une action sur OL qui munit OL d’une structure de module
finiment engendré sur l’algèbre de groupe OK [G]. Notre premier but est alors de déterminer les
conditions pour que OL soit libre sur OK [G].

Lorsque l’extension L/K est non ramifiée, nous avons le résultat suivant :

Proposition 5.1. Si l’extension L/K est non ramifiée, l’anneau OL est un OK [G]-module libre
de rang 1.

Preuve : Soit πK une uniformisante de K. Puisque l’extension L/K est non ramifiée, πK est aussi
une uniformisante de OL. Alors OL/πKOL = l et l est une extension de κ de groupe canoniquement
isomorphe à G. Par le théorème de la base normale (Bourbaki, Alg., Chap.V, §10, no. 8), on en
déduit que OL/πKOL est libre de rang 1 comme κ[G]-module :

∃β ∈ OL : OL/πKOL = κ[G].β̄,

où β̄ désigne la classe de β modulo πKOL.
Par le lemme de Nakayama, β engendre donc OL comme OK [G]-module. Pour conclure que OL est
un OK [G]-module libre de rang 1 il reste à montrer que β est sans torsion sur OK [G], c’est-à-dire que
les éléments β, σ(β),..., σp−1(β) sont linéairement indépendants sur OK . Soit donc

∑
i aiσ

i(β) = 0
une combinaison linéaire à coefficients dans OK . Modulo πK elle devient

∑
i āiσ

i = 0 dans κ[G]
puisque β̄ est linéairement indépendant sur κ[G]. Alors tous les āi sont nuls modulo πK , i.e. tous
les ai sont divisibles par πK dans OK . En divisant par πK et en itérant, s’il existe un coefficient ai
non nul on obtient par intégralité de l’anneau OL une combinaison linéaire

∑
i biσ

i(β) = 0 dont un
coefficient bj est non nul et non divisible par πK , mais ceci est impossible d’après ce qui précède.

�
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Néanmoins lorsque l’extension L/K est totalement ramifiée, l’anneau OL n’est plus libre en tant
que OK [G]-module (cf. proposition 5.5 plus loin). Cette situation nous conduit alors à considérer
dans K[G] le sous-anneau suivant :

A = A(L/K) = {λ ∈ K[G] : λ.OL ⊂ OL},

pour l’action de K[G] sur OL induite par celle sur L. En d’autres termes, l’anneau A est l’ensemble
des éléments de K[G] qui induisent un endomorphisme sur OL. C’est un OK-ordre de K[G] que
l’on appelle couramment ordre associé à l’extension L/K mais anneau multiplicateur de OL serait
tout aussi approprié. De plus, l’anneau OL a clairement une structure de A-module pour laquelle
il est finiment engendré puisque OK [G] ⊂ A.

En fait, l’anneau A est le seul OK-ordre de K[G] sur lequel OL peut être éventuellement libre.
C’est pourquoi nous nous placerons maintenant dans le cas totalement ramifié et considérerons
exclusivement la question suivante : sous quelles conditions l’anneau OL est-il un A-module libre ?

Voilà précisé l’objet du présent chapitre, notre but étant de donner une condition nécessaire et
suffisante pour que l’anneau OL des entiers de L soit libre sur l’ordre associé et lorsque c’est le cas
de construire une base explicite. Aiba [3] a déjà proposé un tel critère. Il s’agira alors d’améliorer
son résultat, d’une part en le rendant plus explicite et d’autre part en donnant un nouveau critère,
purement algébrique, qui est relié à l’embedding dimension de l’anneau A. Nous manipulerons à la
fois des arguments combinatoires et algébriques avec en filigrane une étude approfondie de l’ordre
A associé à l’extension L/K.

Les notations utilisées seront les suivantes. Tout au long du chapitre, l’extension L/K sera
supposée totalement ramifiée. D’après le chapitre 3, on peut poser vK(a) = −m, où m est un entier
strictement positif qui n’est pas divisible par p. On écrira donc :

m = pt+ s,

avec t et s deux entiers positifs déterminés de façon unique par la condition 1 ≤ s ≤ p− 1.
Nous noterons également σ l’automorphisme du groupe G défini par : σ(α) = α + 1. C’est un
générateur de G, une base du K-espace vectoriel K[G] est alors 1, σ, ....σp.
Maintenant, pour simplifier, nous considérerons davantage l’automorphisme σ − 1 car il satisfait
(σ − 1)(α) = 1. Clairement, les puissances de σ − 1 forment toujours une K-base de K[G] :

K[G] = K ⊕K.(σ − 1)⊕ · · · ⊕K.(σ − 1)p−1.

En particulier, on obtient un isomorphisme canonique par l’identification σ 7→ X + 1 :

K[G] '−→ K[X]/Xp.

Si {x} désigne la partie fractionnaire d’un réel x, i.e. {x} = x− bxc, où bxc est l’unique entier
tel que bxc ≤ x < bxc − 1, Aiba [3] donne le critère suivant :

Théorème 5.1 (Aiba, 2003). Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. OL est un A-module libre.

2. Il n’existe pas d’entiers u et v avec p− 1 > u > v > 1 tels que :{
s

p

}
>

{
us

p

}
>

{
vs

p

}
.

De plus, si l’anneau OL est libre sur A, il est nécessairement de rang 1 et dans ce cas Aiba donne
explicitement un générateur.
En fait, la condition (2) initiale de Aiba contenait une erreur que Lettl signale dans un papier à
venir ([37]) et nous tenons à remercier B. Angles pour nous avoir communiqué cette référence. De
plus, Lettl montre que cette condition est équivalente à :
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3. s divise p− 1
N.Byott aussi a noté cette équivalence dans le Mathematical Review on the Web de l’article de Aiba
pré-cité. Avec d’autres arguments, nous retrouverons cette dernière condition à partir de l’étude
qui suit. Soulignons également que Bertrandias et Ferton [12] ont donné le même critère pour la
problème analogue en caractéristique 0.

Les arguments développés dans le papier de Aiba nous ont menés à introduire une suite {εi}i
de {0, 1} entièrement définie par p et par l’entier s, résidu dans la division euclidienne de vK(a)
par p. L’étude de cette suite ré-explique la base de OL sur OK que Aiba considère. En outre,
ses nombreuses propriétés combinatoires fournissent une OK-base plus naturelle pour l’ordre A,
conduisant ainsi à notre version suivante du théorème de Aiba :

Théorème 5.2. Soit K un corps de caractéristique p, complet pour une valuation discrète et de
corps résiduel parfait. Soit L/K une extension totalement ramifiée de degré p : elle est donnée par
un polynôme Xp −X = a avec a ∈ K de valuation −m < 0 qui n’est pas divisible par p. On écrit
m = pt+ s pour 1 ≤ s ≤ p− 1. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) OL est libre en tant que module sur l’ordre A associé à L/K.
(ii) la suite (εi)

p−1
i=1 est de type (10...0)s

(iii) s divise p− 1
(iv) l’embedding dimension de A est inférieure ou égale à 3.

L’intérêt principal du théorème 5.2 est qu’il fournit une preuve du critère (iii) différente de celle
de Aiba et Lettl, le rendant plus explicite. Mais surtout, il donne une nouvelle condition, purement
algébrique elle, liée à ce que Matsumura appelle l’embedding dimension de A. Une propriété essen-
tielle de l’ordre A est d’être un anneau local noethérien de corps résiduel canoniquement isomorphe
au corps résiduel de K que nous noterons κ. Alors, si mA est l’idéal maximal de A, l’embedding
dimension de A n’est autre que la dimension du κ-espace vectoriel mA/m

2
A.

Afin de montrer le théorème 5.2, nous commençons ce chapitre avec l’étude de l’anneau OL
comme OK-module. Ensuite, le paragraphe 5.3 enquête sur les propriétés algébriques qui concernent
l’ordre A associé à L/K. Les paragraphes 5.4, 5.5 et 5.6 montrent les équivalences de la propriété
(i) avec les critères (ii), (iii) et (iv) respectivement. En particulier, dans le paragraphe 5.4 nous
introduirons la suite combinatoire {εi}i qui fournit une OK-base naturelle pour l’ordre A. Quant au
paragraphe 5.6, il contient d’abord quelques rappels sur la dimension d’un anneau local noethérien
avant d’expliquer l’embedding dimension de A et de la ré-écrire dans un langage purement combi-
natoire pour enfin montrer la condition (iv) directement à partir des conditions (ii) et (iii).

Signalons que ce chapitre fera très probablement l’objet d’un article, en cours de rédaction.
En particulier, il s’agit de pousser l’étude encore plus loin en donnant une relation explicite entre
l’embedding dimension de A et le nombre minimal de générateurs de OL en tant que A-module.
Egalement, il fournit un algorithme qui permet de calculer directement ce dernier paramètre,
donnant ainsi une étude complète de la structure galoisienne de l’anneau OL.
Il se posera alors naturellement la question des extensions L/K de degré pn pour n ≥ 2.

5.2 Structure de OL comme OK-module

Ce paragraphe propose une étude détaillée de la base sur OK de l’anneau OL que Aiba utilise
dans [3]. Le lecteur pourra survoler rapidement le sous-paragraphe 5.2.1 qui concerne essentielle-
ment la recherche d’une OK-base formée par les puissances d’un élément de OL, mais qui est sans
intérêt pour la suite.

5.2.1 A la recherche d’un générateur

D’après la proposition 3 de ([60], Chap.II, §2) et la proposition 12 de ([60], Chap.III, §7) et
puisque K est un corps local, l’anneau OL des entiers de L est un OK-module libre de rang
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p = [L : K]. Il existe x ∈ OL tel que {1, x, ..., xp−1} forme une OK-base pour OL. En d’autres
termes, OL est la OK-algèbre OK [x]. On peut alors s’intéresser à la recherche d’un tel élément x.

Rappelons que l’extension L est de la forme L = K(α), avec αp−α = a pour un élément a ∈ K.
Si vK(a) > 0, c’est-à-dire si a ∈ ℘(K), on sait (cf. Chap 3, prop. 3.1) que L/Kest triviale, d’où
OL = OK .
Si vK(a) = 0 et a 6∈ ℘(K), l’extension L/K est non ramifiée. Modulo pK , le polynôme Xp −X − a
devient X̄p− X̄− ā dans l’extension résiduelle l/κ de degré p . Par le lemme de Hensel et la théorie
d’Artin-Schreier, ā n’appartient pas à ℘(κ), le polynome X̄p− X̄ − ā est donc irréductible sur κ et
l = κ[ᾱ] puisque ᾱ est clairement une racine de ce polynome. Alors, d’après la proposition 16 de
([60], Chap.I, §6), on a : OL = OK [α].

Selon le théorème 3.2 du chapitre 3, le seul cas qui reste à traiter est lorsque vK(a) < 0
et p 6 |vK(a), i.e. lorsque l’extension L/K est totalement ramifiée. La proposition 18 de ([60],
Chap.I, §6) affirme alors que OL = OK [πL], si πL est une uniformisante de OL qu’il s’agit donc de
déterminer. Par le théorème de Bezout, il existe u et v tels que up+ vvK(a) = 1, l’élément πuKα

v

est donc de valuation 1 sur L, c’est ce que nous recherchions.
Ainsi, une OK-base pour OL est formée des puissances de πuKα

v. Cependant cette base n’est
pas canonique puisque chaque sous-OK-module engendré par les i premiers termes dépendent du
choix de cette uniformisante. De plus, ce module n’est pas en général un module sur OK [G], ce qui
complique l’étude de la structure galoisienne de OL.

5.2.2 La base de Aiba

Dans notre contexte, il est plus naturel de considérer sur OL la OK-base que Aiba introduit dans
[3]. Nous allons voir que cette base a l’avantage de prendre en compte l’action galoisienne puisque
chaque OK-module engendré par ses i premiers termes consécutifs est un sous-OK [G]-module de
OL. De plus, ces modules sont canoniques : ils correspondent aux sous OK-modules maximaux qui
sont annulés par les puissances i-ièmes du nilradical de OK [G]. Décrivons d’abord cette base et
justifions ses propriétés.

Dans toute la suite, nous noterons T une uniformisante de K au lieu de πK . Le théorème 2 de
([60], Chap.II, §4) nous permet d’identifier K avec le corps des séries formelles κ((T )).

La base de Aiba pour le OK-module OL est la famille :

{1, αT x1 , · · · , αp−1T xp−1},

où pour chaque indice i ∈ [1; p− 1] l’exposant xi est défini par la condition :

vL(αiT xi) ∈ {0, ..., p− 1}.

De façon équivalente, chaque xi est le plus petit entier positif tel que xip > mi pour m = −vK(a) =
−vL(α). En écrivant m = tp+ s avec 0 ≤ s ≤ p− 1, cela signifie : :

∀i ≥ 0, xi = it− b−si
p
c

où l’on a posé x0 := 0. Les valuations des éléments αiT xi , i = 0...p− 1, sont donc distinctes deux
à deux et parcourent l’ensemble {0, ..., p − 1}. Cela montre que la famille {αiT xi}i=0...p−1 forme
bien une OK-base pour OL selon le résultat général suivant :

Proposition 5.2. Soit L/K une extension galoisienne finie de corps locaux et soit l/κ son exten-
sion résiduelle. Notons f = [l : κ] le degré d’inertie de L/K et e son indice de ramification. Soient
ξ1, ..., ξf des représentants dans OL d’une base de l/κ et soient e éléments ω0, ..., ωe−1 de OL dont
les valuations sont disctinctes deux à deux dans {0, ..., e− 1}.
Alors, les produits ωjξi, pour i = 1...f et j = 0...e − 1, sont linéairement indépendants sur K et
forment une base de OL sur OK .
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Preuve : Le lecteur se reportera à la preuve de la proprosition 6.8 de ([48], Chap. II), ou encore
à celle du lemme 1.4 dans ([31], Chap.I). �

Observons maintenant que la suite des xi est croissante. On a en effet pour tout i :

t+
1
p
− 1 ≤ xi+1 − xi ≤ t+

1
p

+ 1,

d’où :
0 ≤ t ≤ xi+1 − xi ≤ t+ 1.

puisque les xi sont entiers. Cela entrâıne la proposition suivante :

Proposition 5.3. Pour tout entier i, 0 ≤ i ≤ p − 1, le sous OK-module de OL engendré par
1, · · · , αiT xi a la structure d’un OK [G]-module.
Nous noterons Ii ce sous-module :

∀i, 0 ≤ i ≤ p− 1, Ii = OK ⊕OK .αT
x1 ⊕ ...⊕OK .α

iT xi .

Preuve : Il s’agit de montrer chaque Ii est globalement invariant sous l’action de G. Cela est
clair pour i = 0 puisque I0 = OK . Pour i dans {1, ..., p− 1}, on a :

∀j ≤ i, σ.(αjT xj ) = T xjσ(α)j

= T xj (α+ 1)j

=
∑j
k=0

(
j
k

)
T xj−xkT xkαk.

Or, pour tout j ≤ i, σ.(αjT xj ) appartient à Ii puisque tous les T xj−xk sont dans OK , d’où la
proposition. �

En fait, la base de Aiba jouit d’une propriété plus forte : pour tout i, ses i premiers termes
consécutifs engendrent sur OL le noyau de l’endomorphisme (σ − 1)i−1. C’est pour cela que nous
disons que la base de Aiba est canonique. Or, par l’identification K[G] ' K[X]/Xp avec σ 7→
X + 1, il est facile de montrer que XK[G] est le nilradical de K[G] et donc que XOK [G] celui de
OK [G]. Ainsi, le noyau de (σ − 1)i−1 sur OL est précisément le sous-module maximal contenant
la puissance i-ième de XOK [G]. Si ker (σ − 1)i est le noyau de (σ − 1)i dans OL pour tout i, on a
plus précisément :

Proposition 5.4. Avec les notations de la proposition 5.3, pour tout indice i, 0 ≤ i ≤ p, on a :

ker (σ − 1)i = Ii−1,

où I−1 = 0 et Ip = OL.
En particulier, les sous-modules Ii, −1 ≤ i ≤ p, forment une filtration croissante de OL.

Preuve : On raisonne par récurrence sur i. Les cas i = 0 et i = p sont évidents. Soit donc
i ∈ {0, ..., p− 1} et supposons que ker (σ − 1)i = Ii−1. On a une suite exacte :

0 → ker (σ − 1)i ↪→ ker (σ − 1)i+1 (σ−1)i

→ OK .

En particulier, le quotient ker (σ − 1)i+1
/ ker (σ − 1)i n’a pas de torsion sur OK puisque OK est

sans torsion en tant que module sur lui-même.
Or, l’anneau OK est principal et ker (σ − 1)i+1

/ ker (σ − 1)i est de type fini puisque ker (σ − 1)i+1

l’est. Alors, d’après ([35], Chap.III, §7), ker (σ − 1)i+1
/ ker (σ − 1)i est libre sur OK . L’idée est

donc de compléter une OK-base de ker (σ − 1)i = Ii−1 en une OK-base de ker (σ − 1)i+1 à partir
d’éléments de ker (σ − 1)i+1 − ker (σ − 1)i.
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Pour tout j ≥ 0, soit Kj le noyau de (σ− 1)j dans le corps L considéré comme K-espace vectoriel,
de sorte que ker (σ − 1)j = Kj ∩OL. Il est bien connu que la suite :

0 ⊂ K = K1 ⊂ · · · ⊂ Kj ⊂ Kj+1 ⊂ · · · ⊂ Kp = L

est strictement croissante et que dimK Kj = j pour tout j, 0 ≤ j ≤ p, puisque σ − 1 est un
endomorphisme de L d’indice de nilpotence p. Alors par itération sur l’indice j et comme L = K[α],
on montre facilement :

∀j ∈ {1, ..., p}, Kj =
j−1⊕
l=0

K.αl

car (σ−1)j+1.αj = (σ−1)j(σ−1).αj = 0 puisque (σ−1).αj = ((α+1)j−αj) est dans
⊕

l≤j−1K.α
l.

Retour à l’indice i. On a un OK-morphisme injectif :

ker (σ − 1)i+1
/ ker (σ − 1)i ↪→ Ki+1/Ki,

et donc ker (σ − 1)i+1
/ ker (σ − 1)i est aussi un sous OK-module de Kαi. Or, ker (σ − 1)i+1 6=

ker (σ − 1)i comme αi est dans ker (σ − 1)i+1 mais pas dans ker (σ − 1)i.

Ainsi, ker (σ − 1)i+1
/ ker (σ − 1)iest un OK-module de rang 1 dont un générateur est αiT xi . Par

récurrence, ker (σ − 1)i+1 est un sous OK-module de OL engendré par 1, αT x1 ,..., αi−1T xi−1 et
αiT xi , ce qu’il fallait démontrer. �

5.3 L’ordre associé à L/K

5.3.1 Motivation

D’après la proposition 5.1, OL est un OK [G]-module libre dès que l’extension L/K est non
ramifiée. Ce n’est plus le cas quand l’extension est totalement ramifiée :

Proposition 5.5. Si L/K est totalement ramifiée, son anneau de valuation OL n’est pas libre sur
OK [G] en tant que module.

Preuve : Supposons par l’absurde que OL est libre sur OK [G]. Alors il est de rang 1 par tran-
sitivité du rang et parce que rankOK

OK [G] = card G = rankOK
OL. En particulier, on obtient un

isomorphisme de OK [G]-modules entre OL et OK [G]. L’idée est de montrer que cela conduit à une
contradiction en appliquant l’élément :

NG :=
∑
τ∈G

τ =
p−1∑
i=0

σi

de Z[G] appelé norme selon les notations de ([60], Chap. V III, §1)).
Pour tout G-module M , l’application NG induit un endomorphisme NG : M → M défini par
NG.m =

∑
i σ

i.m dont l’image appartient à MG. Cela s’applique en particulier à OL et OK [G].
Montrons alors que NG : OL → (OL)G n’est pas surjective alors que NG : OK [G] → (OK [G])G

l’est.
SurOL,NG est l’application trace usuelle à valeurs dans (OL)G = OK . Elle induit un κ-homomorphisme
sur les corps résiduels :

N̄G : OL/πL −→ OK/πK
x+ πL 7→ Tr(x) + πK .

Or, l’extension L/K est totalement ramifiée, donc OL/πL = OK/πK = κ et N̄G est précisément la
multiplication par [L : K] modulo πK . Puisque p divise [L : K], on en déduit que l’application N̄G
est nulle et que NG : OL → OK n’est pas surjective.
A l’inverse, montrons que NG induit un morphisme surjectif OK [G] � (OK [G])G. Soit x =∑
i aiσ

i ∈ OK [G]. C’est un élément fixé par G si et seulement σ.x = x, i.e. si et seulement si
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tous les ai sont égaux. Cette condition signifie que x est de la forme x = a
∑
i σ

i avec a ∈ OK ,
c’est-à-dire x = NG.(a.1). Donc (OK [G])G = NGOK [G] et NG : OK [G] → (OK [G])G est surjective,
ce qu’il fallait démontrer. �

Ceci nous conduit à l’étude de la structure de OL comme module sur un anneau plus grand que
OK [G].

5.3.2 Autour de la notion d’ordre

Ordres d’algèbres. Ce sous-paragraphe est un rappel sur les ordres dans les algèbres, le lecteur
se reportera au chapitre II de [51] pour plus de détails.

Reiner [51] définit un OK-ordre de laK-algèbreK[G] comme un sous-anneauO deK[G] tel que :
1. O est un sous OK-module de K[G] de type fini ;
2. on a l’égalité K.O = K[G], où :

K.O = {
∑

finite sum

xiλi ; xi ∈ K, λi ∈ O}.

La condition 2. signifie que O⊗OK
K = K[G], ou encore dimK O⊗OK

K = card G. Un sous-module
de K[G] qui satisfait à la fois les propriétés 1.) et 2.) est réseau de K[G] de rang maximal sur OK .
Clairement, OK [G] est un OK-ordre de K[G]. Il s’agit donc de trouver un OK-ordre plus grand sur
lequel OL pourrait éventuellement être libre en tant que module. Il n’y a en fait qu’un OK-ordre
possible dans K[G] (cf. proposition 5.8).

L’ordre associé à L/K. Considérons dans K[G] le sous-anneau A défini par :

A = A(L/K) = {λ ∈ K[G] : λ.OL ⊂ OL}.

De façon évidente, cet anneau contient OK [G].

Proposition 5.6. L’anneau A est un OK-module libre de rang fini et un OK-ordre de la K-algèbre
K[G]. On l’appelle ordre associé à l’extension L/K.

Preuve : Le fait que A soit un sous-anneau et même un sous OK-module de K[G] est évident.
De plus, A se plonge dans le groupe des OK-endomorphismes de OL qui est aussi l’OK-module des
matrices p×p à valeurs dans OK puisque p = card G. C’est donc un sous-module d’un OK-module
libre de type fini. Puisque OK est principal, on en déduit que A est aussi un OK-module libre de
type fini, d’où la condition 1.
Or, l’anneau OK [G] est clairement un OK-ordre de K[G], d’où l’égalité K.OK [G] = K[G]. Puisque
OK [G] ⊂ A ⊂ K[G] on a aussi K.A = K[G], qui est la condition 2. �

5.3.3 Structure de A(L/K) comme OK-module

Afin de préciser la structure de l’anneau OL comme module sur l’ordre associé à L/K, l’étude
de cet ordre comme OK-module s’impose d’abord.

Proposition 5.7. L’ordre A associé à L/K est un OK-module libre de rang p = card G, où G est
le groupe de Galois de l’extension.

Preuve : D’après la proposition 5.6, A est un OK-module libre de rang fini. Puisque le K-espace
vectoriel K[G] est de dimension card G et à cause de la relation K ⊗OK

A = K[G] on en déduit
rankOK

A = card G (cf. [35], Chap. XVI, §4). �

Corollaire 5.1. Si OL est un module libre sur l’ordre associé A, alors il est nécessairement de
rang 1.
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Preuve : Supposons que OL est libre sur A. Puisque OL est de type fini sur OK , il l’est aussi sur
A. De plus, en tant que A-module son rang satisfait :

rankA(OL) =
rankOK

(OL)
rankOK

(A)
= 1,

d’où le corollaire. �

Une autre conséquence est que l’ordre associé à l’extension L/K a la propriété d’être l’unique
OK-ordre de K[G] sur lequel OL est éventuellement libre comme module. C’est la proposition qui
suit et qui justifie notre étude :

Proposition 5.8. Soit L/K une extension de corps locaux. Si l’anneau OL est un module libre
sur un OK-ordre O de K[G], alors O = A.

Preuve : D’abord, puisque OL est un O-module, OL est globalement invariant sous l’action
de O induite par celle de K[G]. L’ordre O est donc inclus dans l’ordre associé A. De plus, par
l’application O-linéaire λ 7→ {x 7→ λ.x}, chaque élément de A est naturellement envoyé sur un
O-endomorphisme de OL, ce qui justifie l’écriture :

O ⊂ A ⊂ EndO(OL),

en considérant A comme O-module.
L’idée est alors de montrer l’égalité O = EndO(OL). Par un argument analogue au corollaire 5.1,
on montre que le module OL est nécessairement de rang 1 sur O dès qu’il est libre sur O, d’où
l’existence d’une élément b ∈ OL tel que :

OL = O.b.

Soit donc φ un O-endomorphisme de OL. Il envoie b sur un élément du type β.b avec β ∈ O. Or,
si x ∈ OL, on peut écrire x = λx.b, avec λx ∈ O. Il vient :

φ(x) = φ(λx.b) = λxβb = β.x,

par la linéarité de φ par rapport à O et parce que O est abélien.
Ainsi, le O-endomorphisme φ agit sur OL par multiplication par β, il est alors naturellement
identifié avec β dans O. On en déduit l’inclusion :

EndO(OL) ⊂ O,

et donc l’égalité :
O = A,

ce qu’il fallait démontrer. �

Remarque 26. Lorsque l’extension L/K est non ramifiée, ceci confirme la proposition 5.1 qui
affirme qu’alors OL est un OK [G]-module libre de rang 1. En effet, une conséquence est que l’en-
semble des OK [G]-endomorphismes de OL est un OK [G]-module libre de rang 1. Puisque A s’injecte
dans ce module et comme il contient déjà OK [G], on a A = OK [G] nécessairement.

5.3.4 Compléments sur les OK-ordres de K[G]

Nous développons ici des remarques supplémentaires sur les OK-ordres de K[G] pour des ex-
tensions arbitraires L/K de corps locaux et de degré p. Elles font suite au théorème 8.6 de ([51],
Chap.II, §8) selon lequel tout élément d’un OK-ordre est intégral sur OK . Nous renvoyons également
au bel article [42] pour d’autres compléments sur les ordres associés.

Dans toute la suite nous noterons Ocl
K la clôture inétgrale de OK dans K[G]. Les résultats qui

suivent ne dépendent pas de la ramification dans l’extension L/K.
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Lemme 5.1. Par l’identification X = σ − 1, la clôture intégrale de OK dans K[G] est :

Ocl
K = OK +XK[G].

Preuve : L’inclusion OK +XK[G] ⊂ Ocl
K est claire. Pour montrer l’autre inlcusion, considérons

un élement λ ∈ K[G] entier sur OK . De l’isomorphisme naturel K[G] ' K[X]/Xp, on peut écrire :

λ = a0 + a1X + ...+ ap−1X
p−1,

où tous les ai sont dans K. Il s’agit alors de montrer que a0 est en fait dans OK . Or, λ est intégral
sur OK , i.e. il existe un polynôme unitaire P à coefficients dans OK tel que P (λ) = 0 dans K[G].
En particulier, cela implique P (a0) = 0 mod X dans K[G] et donc P (a0) ∈ K ∩ XK[G]. Mais
considérant K[G] comme la somme directe K ⊕K.X ⊕ · · · ⊕K.Xp−1 avec X = σ − 1 et puisque
Xp = 0, on a K ∩XK[G] = 0. Donc P (a0) = 0 et a0 est entier sur OK . D’où a0 ∈ OK puisque OK
est intégralement clos dans K, ce qui montre le lemme. �

Nous appellerons OK-ordre maximal dans l’algèbre K[G], un OK-ordre qui n’est pas strictement
inclus dans aucun autre OK-ordre de K[G].

Proposition 5.9. Il n’existe pas de OK-ordre maximal dans K[G].

Preuve : Notons qu’il y a au plus un unique OK-ordre maximal dans K[G] puisque le produit de
deux ordres est encore un ordre : cela est dû à la commutativité du groupe G et donc de l’algèbre
K[G].
Supposons alors qu’il exsite dans K[G] un ordre sur OK maximal. D’après le théorème 8.6 de ([51],
Chap.II, §8), O est inclus dans Ocl

K . Réciproquement, tout λ ∈ Ocl
K est dans O. Le module OK [λ]

est clairement un OK-ordre dans K[λ]. Donc OK [λ].O est un OK-ordre de K[G] et est inclus dans
O par maximalité, d’où λ ∈ O. Cela signifie que si l’ordre O est maximal, alors nécessairement
O = Ocl

K .
Or, d’après le lemme 5.1, la clôture intégrale Ocl

K de OK n’est pas un OK-ordre : en effet, K[G]
n’est pas de type fini sur OK en tant que module, donc Ocl

K non plus.
Il n’existe donc pas d’ordre sur OK maximal dans l’algèbre K[G]. �

Remarque 27. Soulignons que cette propriété ne dépend que du groupe G, mais pas de l’extension
L/K. En particulier, quelle que soit la ramification dans L/K, la clôture intégrale de OK dans K[G]
est toujours Ocl

K = OK +XK[G], avec X = σ − 1. En fait, l’absence d’ordre maximal dans K[G]
est essentiellement due au fait que la K-algèbre K[G] n’est pas séparable.
Pour information : si R est un anneau noethérien intégralement clos et si K est son corps de
fraction, on peut montrer l’existence de R-ordres maximaux dans toute K-algèbre séparable (cf.
[51], §10).

5.3.5 Structure algébrique de A(L/K)

Nous fermons ce paragraphe avec une étude des propriétés algébriques de l’ordre associé à
l’extension L/K. Plus précisément :

Proposition 5.10. L’ordre A associé à l’extension L/K est un anneau local noethérien. De plus,
son anneau réduit Ared est OK .

On appelle anneau local tout anneau qui possède un unique idéal maximal. D’autre part, rappelons
qu’un anneau commutatif est dit noethérien si tous ses idéaux sont de type fini, ou, de façon
équivalente, si toute châıne croissante d’idéaux est finie.
Enfin, on définit l’anneau réduit de A l’anneau quotient Ared = A/nil(A), où nil(A) désigne le
nilradical de A, c’est-à-dire l’ensemble des éléments nilpotents de A. On rappelle que le nilradical
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d’un anneau est un idéal égal à l’intersection de tous les idéaux premiers de l’anneau (cf. [9], Chap.I,
prop.1.8).

Preuve : Le OK-module A est clairement noethérien puisqu’il est de type fini sur OK qui est
noethérien en tant qu’anneau de valuation discrète (cf. [60], Chap.I, §2).
Pour montrer que A est aussi un anneau local, il suffit de montrer que son anneau réduit est local.
En effet, supposons que Ared possède un unique idéal maximal. Si A avait deux idéaux maximaux
distincts, par exemple m1 et m2, ils contiendraient tous les deux nil(A) et donc correspondraient
dans Ared à deux idéaux distincts m′1 et m′2 via la correspondance bijective entre les idéaux de A
contenant nilA et les idéaux de Ared par la projection f : A � Ared. Or, puisque cette correspon-
dance est strictement croissante, si I′ est un idéal contenant m′1, alors f−1(I′) est un idéal de A
contenant m1 et par maximalité ils sont égaux. D’où m′1 = f ◦f−1(I′) = I′ et m′1 est maximal dans
Ared. De même, m′2 est maximal dans A et donc m′1 = m′2, contradiction. Ainsi l’anneau A est bien
local.
Il s’agit donc de montrer que l’anneau Ared est local. Nous allons plus précisément montrer que
Ared = OK . Les inclusions suivantes sont évidentes :

nil(OK [G]) ⊂ nil(A) ⊂ nil(K[G]).

En particulier, le OK-morphisme composé OK [G] ↪→ A � Ared - où la première application est
l’inclusion et la seconde est la surjection canonique - induit un OK-morphisme (OK [G])red → Ared

qui est en fait injectif puisque son noyau est exactement OK [G]∩nil(A) = nil(OK [G]). Un argument
similaire montre que l’on obtient canoniquement un OK-morphisme injectif Ared ↪→ (K[G])red, d’où
les inclusions :

OK [G]red ⊂ Ared ⊂ K[G]red.

Il est alors immédiat que le nilradical de l’algèbre K[G], identifiée à K[X]/Xp, est l’idéal engendré
par X et donc que l’anneau réduit de K[G] est K. De même, celui de OK [G] est OK . Il vient :

OK ⊂ Ared ⊂ K.

Pour conclure, Ared est un OK-module de type fini en tant que quotient de A. C’est donc un
OK-ordre de K puisque OK est un OK-ordre de K. Or, OKest maximal par la proposition 8.6 de
([51], §8). D’où Ared = OK , ce qu’il fallait démontrer. �

Par la suite, nous noterons mA l’unique idéal maximal de l’ordre A.

Corollaire 5.2. Le corps résiduel A/mA de A est canoniquement isomorphe à κ.

Preuve : Puisque le nilradical d’un anneau est l’intersection de ses idéaux premiers, il est inclus
dans chaque idéal maximal. Alors nil(A) ⊂ mA ⊂ A et on a un isomorphisme canonique d’anneaux :

A/m ' (A/nil(A))/(mA/nil(A)).

Or, d’après la proposition 5.10, l’anneau réduit Ared = A/nil(A) est OK . De plus, A/m est un
corps et donc OK/(mA/nil(A)) aussi. Ainsi, l’idéal (mA/nil(A)) est pK puisqu’il est maximal dans
OK . On a donc montré :

A/mA ' OK/pK = κ.

�

Remarque 28. L’ordre A n’est pas un anneau de valuation puisqu’il n’est pas intègre.

Nous pouvons maintenant montrer les équivalences des assertions du théorème 5.2.
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5.4 La suite {εi}i et la propriété (ii)

Nous montrons l’équivalence (i) ⇔ (ii) du théorème 5.2 dans le sous-paragraphe 5.4.3. Pour
cela, le sous-paragraphe 5.4.1 introduit d’abord une suite combinatoire de 0 et de 1 qui nous permet
de donner naturellement une OK-base pour l’ordre associé à L/K.

A partir de maintenant et pour toute la suite, nous modifions nos notations en posant :

X :=
σ − 1
T t

,

où l’entier t ≥ 0 a déjà été défini par la relation m = pt+ s avec 0 < s < p.
Ce nouvel élément X appartient toujours à l’ordre associé A via l’identification K[G] ' K[X]/Xp.
De plus, tous les résultats précédents restent valides.

5.4.1 Construction des εi’s

La suite ε. Nous condérons à nouveau la OK-base de Aiba pour OL que nous avons décrite dans
le sous-paragraphe 5.2.2. Rappelons qu’elle est donnée par :

{1, αT x1 , · · · , αp−1T xp−1},

avec :
∀i ≥ 0, xi = it− b−si

p
c.

Nous allons modifier nos notations afin de les améliorer. Nous écrivons chaque xi comme la somme :

xi = a1 + · · ·+ ai,

où chaque ai est un entier positif donné par :

ai = t+ εi,

pour un certain entier εi ∈ {0, 1}. Plus précisément, chaque εi est défini par :

εi = b−s(i− 1)
p

c − b−si
p
c

et il est alors facile de voir que chaque εi prend bien la valeur 0 ou 1 car 0 < s < p.
La définition est valable pour tout entier i ∈ Z. En outre, si l’on considère toute la suite {εi}i, on
voit qu’elle est p-cyclique, c’est-à-dire :

∀i ∈ Z, εi+p = εi,

et en particulier :
∀k ∈ Z, εkp = ε0 = εp = 0.

Notons aussi que :
ε1 = −b−s

p
c = 1,

puisque l’on a supposé s tel que 0 < s < p.
Avant d’aller plus loin, insistons sur une propriété cruciale pour la suite : la suite des εi est
équilibrée. On dit qu’une suite est équilibrée si deux blocs quelconques de même longueur ont un
poids qui diffèrent d’au plus 1. Ici, un bloc signifie une sous-suite finie de termes consécutifs, sa
longueur est le nombre de termes qu’il contient et son poids est défini comme la somme de ses
termes. Habituellement, si x est un bloc de longueur l, on note |x| son poids.

Remarque 29. Dans sa thèse (2001), Alex Heinis, étudiant de Tijdeman à l’université de Leiden,
explique que les suites équilibrées ont été initialement introduites par Morse et Hedlund mais que
ces derniers utilisaient davantage le nom de ”suite sturmiennes” en référence au mathématicien
suisse J.C.F. Sturm (1803− 1855).
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Proposition 5.11. La suite {εi}i est équilibrée.

Preuve : Cela résulte de la définition des εi. Soient x = {εi+1, ..., εi+l} et y = {εj+1, ..., εj+l} deux
blocs de longueur l ≥ 1. Leurs poids sont donnés par :

|x| = b−si
p
c − b−s(i+ l)

p
c

et de même :

|y| = b−sj
p
c − b−s(j + l)

p
c

Alors, à partir de la formule r − s− 1 < brc − bsc < r − s+ 1 pour tous réels r et s, la différence
entre les poids de x et y est :

−si
p

+
s(i+ l)

p
+
sj

p
− s(j + l)

p
− 2 < |x| − |y| < −si

p
+
s(i+ l)

p
+
sj

p
− s(j + l)

p
+ 2

d’où −2 < |x| − |y| < 2 et donc ||x| − |y|| ≤ 1, ce qui montre la proposition. �

Dorénavant, le terme suite ε fera référence à la sous-suite ε1, ..., εp−1 et nous nous restreignons à
l’étude de cette sous-suite uniquement.
Soulignons que la suite ε ne dépend que des entiers p et s. En outre :

Proposition 5.12. La suite ε (ε1, ..., εp−1) est de poids s.

Preuve : Par construction, la suite ε contient exactement s fois le terme 1, d’où son poids. �

Problème de points. Pour clore ce sous-paragraphe, nous donnons à travers deux exemples une
interprétation géométrique de la suite ε qui rend son calcul encore plus facile.

Exemple 5.1 (X−7 −X = T−4). Prenons p = 7 et m = 4 = s. Puisque m n’est pas divisible par
7, l’extension L considérée est totalement ramfiée sur le corps local K = F7((T )). Elle est donnée
par L = K(α), où α ∈ Ksep est tel que α7 − α = T−4.
D’après le sous-paragraphe 5.2.2, la OK-base de Aiba pour OL est du type :

1, αT x1 , α2T x2 ..., α6T x6 ,

où chaque xi est tel que 7xi soit le plus petit multiple de 7 qui est supérieur à 4i. Concrètement,
écrivons sur une ligne les multiples 4i pour i variant de 0 à 6, puis sur une seconde ligne située au-
dessous et lui correspondant les multiples 7k jusqu’à ce que l’on obtienne 4×6 = 28, typiquement :

0 4 8 12 16 20 24 28
0 7 14 21 28

On voit donc que 7× 1 est le plus petit multiple de 7 qui suit 4 et donc x1 = 1. Ensuite 14 = 7× 2
est le plus petit entier multiple de 7 qui suit immédiatement 8 = 4 × 2 et aussi 12 = 4 × 3, d’où
x2 = x3 = 2. De même on trouve : x4 = x5 = 3 and x6 = 4.
On vérifie alors que x0 = 0, i.e. ε1 = x1 − x0 = 1, et que x7 = x6, i.e. ε7 = x7 − x6 = 0, ce qui
confirme certaines propriétés des εi que nous avons mentionnées plus haut.
La base de Aiba pour OL est la suivante :

1, αT, α2T 2, α3T 2, α4T 3, α5T 3, α6T 4.

Bien entendu, on peut calculer directement les εi et en déduire les xi à partir de la formule :

xi = ε1 + · · ·+ εi
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puisque l’on a pris t = 0 ici.
On peut aussi utiliser la méthode suivante qui utilise nos deux lignes de multiples précédentes. On
a εi = 0 si et seulement si le plus petit multiple de 7 qui suite 4i est le même que celui qui suit
immédiatement 4(i− 1). Pour notre exemple, cela donne la suite ε suivante :

110101.

Il existe encore une autre méthode géométrique qui permet de calculer très facilement les εi. Il

s’agit en effet de tracer la droite y =
s

p
x =

4
7
x et de mettre une croix sur tous les points à coor-

données entières qui sont les plus proches de la droite sur son demi-plan supérieur. Ces point sont

précisément donnés par les coordonnées (i,−b−4i
7
c) pour i ∈ {0, ..., 7}. Nous joignons alors ces

points pour obtenir un polygone. Concrètement, cela donne :

6

-0

1

2

3

4

1 2 3 4 5 6 7 x

y

y = 4
7x

1

1

0
1

0
1

Chaque εi est la pente du segment qui lie les points (i,−b−4i
7
c) et (i− 1,−b−4(i− 1)

7
c) : il prend

bien les valeurs 0 ou 1. Ici, cela donne la suite :

110101

qui est la même que celle obtenue par la méthode précédente.

Exemple 5.2 (X−7−X = T−3). Prenons p = 7 et s = 3, en particulier s divise p−1. Une nouvelle
fois, nous calculons les xi en comprant les multiples de 3 et ceux de 7 sur les lignes suivantes :

0 3 6 9 12 15 18 21
0 7 14 21

La base de Aiba pour OL est donc ici :

1, αT, α2T, α3T 2, α4T 2, α5T 3, α6T 3.

On en déduit également la suite des εi’ pour i allant de 1 à 6 :

101010,

que l’on retrouve aussi à l’aide du graphe suivant :

6

-0

1

2

3

1 2 3 4 5 6 7 x

y

y = 3
7x

1

0
1

0
1

0
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On obtient ainsi une suite ε de la forme (10..0)s. Cet exemple satisfait les conditions (ii) et (iii)
du théorème 5.2.

5.4.2 Une OK-base pour l’ordre associé A(L/K)

Dans ce sous-paragraphe, la suite ε apparâıt naturellement dans la construction d’une OK-base
pour l’ordre associé A, base que l’on obtient en considérant les matrices des puissances de X dans
la base de OL donnée par Aiba .

La construction de la base de Aiba de OL sur OK est basée sur l’identification des algèbres K[G]

et K[X]/Xp, où maintenant X =
σ − 1
T t

. Puisque A est un OK-ordre dans K[G], une idée naturelle

est alors de chercher une OK-base pour A du type a0, a1X, ..., ap−1X
p−1, où les ai’ sont dans K.

Cela nous mène à introduire une autre suite combinatoire composée des minima de i termes
consécutifs dans la suite ε lorsque i varie de 0 à p− 1. Précisément, nous posons :

∀i, 0 ≤ i ≤ p− 1, mi := inf
j=1...p−i

{εj + · · ·+ εj+i−1},

avec m0 = 0.
Nous avons déjà observé que tout élement de A peut naturellement être identifié avec un OK-
endomorphisme de OL. En outre, chaque Xi, pour 0 ≤ i ≤ p − 1, est clairement dans A. En
effet, si l’on regarde l’action de X sur les éléments de base de Aiba pour OL, on obtient par la
proposition 5.3 :

∀j ≥ 1, (σ − 1)(αjT xj ) =
j−1∑
k=0

(
j

k

)
T xj−xkT xkαk

et donc :

X(αjT xj ) =
j−1∑
k=0

(
j

k

)
T xj−xk−tT xkαk,

avec xj − xk − t = (j − 1− k)t+ (b skp c − b
sj
p c) ≥ 0 pour tout k ≤ j − 1. Ainsi X.αjT xj appartient

bien à OL (et même à l’idéal Ij−1).
On calcule alors la matrice de chaque puissance Xi dans la base de Aiba. Pour i = 0, on a :

X =



0 T ε1 ? · · · ?

0 0 2T ε2 ?
...

...
. . . . . . . . . ?

0 (p− 1)T εp−1

0 · · · 0 0 0


où l’étoile ∗ désigne des éléments de OK .T infj{εj}.
Notons que cette matrice est triangulaire supérieure de diagonale nulle. Alors, en prenant les
puissances de X, nous obtenons toujours des matrices triangulaires supérieures avec De plus, en
plus de 0. Plus précisément, pour tout indice i = 0...p− 1, la matrice de Xi dans la base de Aiba
est du type :

Xi =



0 · · · 0 c
(i)
1 T ε1+...+εi ? · · · ?

...
. . . 0 c

(i)
2 T ε2+...+εi+1 ?

...
. . .

...
...

. . . . . . ?

0 · · · · · · · · · 0 c
(i)
p−iT

εp−i+...+εp−1

0 · · · · · · · · · 0 0
...

...
0 · · · · · · · · · · · · 0


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où les coefficients c(i)j sont des éléments non nuls de Fp. Dans le coin supérieur droit de la matrice, i.e.

au-dessus des termes c(i)j T εj+...+εj+i−1 , tous les coefficients sont dans OK .Tmi , ce que nous signifions
par des étoiles ?. En conséquence, on peut diviser chaque puissance Xi par Tmi et conserver une
matrice à coefficients dans OK . De plus, il semble que ce soit la plus grande puissance de T qui
vérifie ces propriétés. Plus précisément, on a le résultat suivant :

Proposition 5.13. Une OK-base de l’ordre A associé à l’extension L/K est donnée par la famille :{
Xi

Tmi

}
i=0...(p−1)

,

où X =
σ − 1
T t

.

Preuve : Notons A0 le OK-module engendré par la famille :{
Xi

Tmi

}
i=0...p−1

.

D’après ce qui précède, A0 est un sous- OK-module de A. De plus, il est clairement de rang p

puisque les Xi

Tmi
sont linéairement indépendants sur OK .

Il s’agit alors de montrer l’égalité A0 = A, ce que nous faisons progressivement. Notre preuve
est essentiellement basée sur l’observation que les quotients A0/TA0 et A/TA sont des κ-espaces
vectoriels de même dimension. On justifie d’abord l’existence d’un κ-morphisme φ : A0/TA0 →
End κ(OL/TOL) qui est injectif. On montre ensuite que l’on peut construire un κ-homomorphisme
A/TA → End κ(OL/TOL) qui commute avec φ par l’homomorphisme canonique f : A0/TA0 →
A/TA. Ceci entrâınera que f est injective et donc bijective, puis nous conclurons par le lemme de
Nakayama.
Maintenant, détaillons la preuve.
Le OK-morphisme A0 → End OK

(OL) donné par λ 7→ ϕλ : {x 7→ λ.x} induit une application
bilinéaire :

A0 × κ→ EndOK
(OL)⊗OK

κ

donnée par (λ, ε̄) 7→ ϕλ ⊗ ε̄. Par la propriété universelle du produit tensoriel, on obtient un mor-
phisme de OK-modules :

φ : A0 ⊗OK
κ −→ EndOK

(OL)⊗OK
κ

λ⊗ ε̄ 7→ ϕλ ⊗ ε̄.

De plus, d’après ([35], Chap. XVI, §4), les produits tensoriels A0⊗OK
κ et End OK

(OL)⊗OK
κ sont

aussi munis d’une structure d’espaces vectoriels sur κ pusique l’on peut les voir comme extensions
de OK dans κ par rapport à l’homomorphisme d’anneaux OK � κ. En particulier, φ est aussi un
morphisme de κ-espaces vectoriels.
Alors, d’après ([35], Chap. XVI, §2) et puisque l’idéal maximal pK de K est engendré par T ,
il existe un isomorphisme canonique de κ-espaces vectoriels A0/TA0 → A0 ⊗OK

κ tel que (λ +
TA0) 7→ λ⊗ 1̄, où 1̄ est la classe de 1 dans κ. De plus, on obtient aussi un isomorphisme canonique
EndOK

(OL)⊗OK
κ→ End(OL⊗OK

κ) et donc encore un κ-isomorphisme OL⊗OK
κ→ OL/TOL.

Ainsi, φ induit un κ -homomorphisme que nous noterons toujours φ :

φ : A0/TA0 −→ EndOK
(OL/TOL)

λ+ TA0 7→ φλ : {(x+ TOL) 7→ (λ.x+ TOL)}.

Nous montrons que ce morphisme φ est injectif. Soit donc λ dans A0. Ecrivons λ =
∑p−1
i=0 ωi

Xi

Tmi
, où

tous les ωi sont dans OK . Supposons que pour tout x ∈ OL, λ.x est dans TOL. Il s’agit de montrer
que ωi est divisible par T dans OK . Pour cela, nous allons utiliser les matrices des puissances Xi.
Faisons l’observation suivante. Si Vj est le j-ième terme dans la base de Aiba pour OL, alors Vj
correspond au vecteur colonne :

123



∀j, 0 ≤ j ≤ p− 1, Vj =



0
...
1
...
0


où 1 est sur la (j + 1)-ième ligne. Alors, en lui appliquant la matrice λ =

∑
i ωi

Xi

Tmi
, on obtient

ω0 = 0 mod T pour j = 0 ainsi que le sytème suivant pour tous les j ≥ 1 :

ω0 = 0 mod T
ω1T

εj−m1 = 0 mod T
(ω1 + ω2)T εj−1+εj−m2 = 0 mod T
...
(ω1 + ω2 + ...ωj)T ε1+...+εj−mj = 0 mod T.

En particulier, si j1 est tel que εj1 = m1 alors on a ω1 = 0 mod T à partir de la seconde équation.
Ensuite, il existe j2 ≥ 2 tel que m2 = εj2−1 + εj2 , d’où ω1 + ω2 = 0( mod T ) et donc ω2 = 0(
mod T ) aussi. On itère ce procédé en considérant à chaque étape un indice ji ≥ i tel que mi =
εj−i+1 + ... + εj . Par récurrence, on montre ainsi que pour tous les indices i, 0 ≤ i ≤ p − 1, on a
ωi = 0( mod T ). Cela signifie que λ est dans TA0 et donc que φ est injective.
Maintenant, de la même façon que nous avons défini φ, on considère l’homomorphisme de κ-espaces
vectoriels :

ψ : A/TA −→ EndOK
(OL/TOL)

λ+ TA 7→ ψλ : {x+ TOL 7→ λ.x+ TOL},

et l’on remarque qu’il rend le diagramme suivant commutatif :

ψ : A0/TA0
φ //

f

��

EndOK
(OL/TOL)

A/TA

ψ
44hhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

où f est l’homomorphisme canonique A0/TA0 → A/TA induit par l’injection A0 ↪→ A. En parti-
culier, puisque φ est injective, f l’est aussi. Or, les κ-espaces vectoriels A0/TA0 et A/TA sont de
même dimension : ils sont en effet κ-isomorphes aux espaces vectoriels A0 ⊗OK

κ qui eux-mêmes
sont isomorphes en d’eux car de même dimension par ([35], Chap. XV I, §4), précisément :

dimκ(A0 ⊗OK
κ) = rankOK

A0 = p = rankOK
A = dimκ(A⊗OK

κ).

Ainsi, f est l’isomorphisme A0/TA0
'→ A/TA et comme {A0 + TA}/TA ' A0/TA0 on obtient

l’identité de OK-modules :A = A0 + TA. Enfin, puisque A est de type fini sur OK , on a par le
lemme de Nakayama : A = A0 . Ceci termine la preuve. �

En résumé, on considère, sur l’ordre associé A, la base de OK-module suivante :

{ X
i

Tmi
}i, 0 ≤ i ≤ p− 1,

où m0 = 0 et pour tout i ≤ 1, mi est le minimum inf{εj + ... + εj+i−1} dasn la suite ε associée à
l’extension L/K.
Soulignons que ce n’est pas la OK-base que Aiba utilise dans [3].

Une conséquence importante de la proposition 5.13 concerne la structure algébrique de l’idéal
maximal mA dans A. En identifiant T avec la mutliplication par T , on obtient en effet :
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Corollaire 5.3. L’idéal maximal mA de A est un OK-module libre de rang p dont une base est
donnée par la famille :

{T, X

Tm1
, ..., ,

Xp−1

Tmp−1
}.

Preuve : L’idéal mA est un sous-OK-module de A, il est donc libre de rang inférieur ou égal à
celui de A. Or, d’après le corollaire 5.2, A/mA est fini. D’où rankOK

(mA) = rankOK
A = p.

De plus, tous les Xi

Tmi
, 1 ≤ i ≤ p− 1, sont dans mA puisqu’ils sont nilpotents et T aussi en raison

de l’isomorphisme A/mA ' κ. On montre alors que les éléments T et Xi

Tmi
, 1 ≤ i ≤ p − 1, sont

linéairement indépendants sur OK et forment donc une base sur OK de mA. �

Ce dernier résultat sera à la base du calcul de l’embedding dimension deA dans le sous-paragraphe 5.6.2.

5.4.3 L’équivalence (i) ⇔ (ii)

On rappelle que la suite ε est la suite finie {ε1, · · · , εp−1}. Dans ce sous-paragraphe, nous
montrons l’équivalence (i) ⇔ (ii) du théorème 5.2. Nous donnons d’abord un lemme très utile :

Lemme 5.2. L’anneau de valuation OL est libre sur A si et seulement si OL = A.β, où β =
αp−1T xp−1 est le dernier terme dans la base de Aiba de OL sur OK .

Preuve : Si OL est libre sur A, il est de rang 1 d’après le corollaire 5.1, i.e. il existe β ∈ OL tel
que OL = A.β. On écrit β =

∑p−1
i=0 biα

iT xi dans la base de Aiba, avec tous les bi dans OK . Nous
allons d’abord montrer que l’on peut prendre β = bp−1α

p−1T xp−1 où bp−1 ∈ UK est de plus une
unité de OK .
Puisque OL est libre sur A de rang 1, par le lemme de Nakayama, on a OL = A.β si et seulement
(β mod mAOL) engendre le κ-espace vectoriel OL/mAOL.
Identifiant OL/mAOL avec OL⊗A κ via l’application de réduction (cf. [35], Chap.XVI, §4), on voit
que OL/mAOL est de dimension 1 sur κ et donc que les espaces vectoriels OL/mAOL et κ sont
κ-isomorphes.
On considère alors l’application suivante :

f : OL −→ OK
z 7→ ζp−1

avec z =
p−1∑
i=0

ζiα
iT xi dans la base de Aiba. Il est clair que f est un morphisme surjectif de OK-

modules.

Montrons : f(mAOL) ⊂ pK . Pour cela, on introduit à nouveau l’homomorphisme
Xp−1

Tmp−1
: OL → OL.

On a f(mAOL) ⊂ pK si et seulement si
Xp−1

Tmp−1
(mAOL) ⊂ pKα

p−1T xp−1 . Cela se voit sur la matrice

de Xp−1 donnée dans le sous-paragraphe 5.4.2 dont la forme traduit en particulier la relation :

Xp−1

Tmp−1
.

p−1∑
i=0

ζiα
iT xi = cζp−1α

p−1T xp−1 ,

où c est une constante dans Fp.

Soit z dans mAOL. Calculons son image par
Xp−1

Tmp−1
. Par le corollaire 5.3, on peut écrire z = λ.y

avec λ ∈ mA avec λ = λ0T +
∑p−1
i=1 λi

Xi

Tmi
, où λi ∈ OK et y ∈ OL, y =

∑p−1
i=0 yiα

iT xi , tel que
yi ∈ OK . Alors, considérant Xp−1 comme un élément dans A, il vient :

Xp−1

Tmp−1
.z =

Xp−1

Tmp−1
.(λ.y) = (

Xp−1

Tmp−1
λ).y.

125



Or, , l’annulateur de
Xp−1

Tmp−1
dans A contient tous les

Xi

Tmi
’, pour 1 ≤ i ≤ p − 1, puisque Xp = 0.

D’où
Xp−1

Tmp−1
λ = λ0T

Xp−1

Tmp−1
et donc :

Xp−1

Tmp−1
.z = λ0T.(

Xp−1

Tmp−1
y)

= (cλ0Typ−1)αp−1T xp−1 ,

avec c ∈ Fp, à partir de la matrice de Xp−1. En particulier, cλ0Typ−1 appartient à pK , comme
désiré.
Ainsi f(mAOL) ⊂ pK et le morphisme f se factorise par mAOL : il existe un unique morphisme f̄
de OK-modules tel que le diagramme suivant soit commutatif :

OL
f // //

����

OK

����
OL/mAOL

f̄ // // OK/pK = κ

De plus, f̄ est surjectif. Etant clairement linéaire sur κ, f est aussi un morphisme surjectif de
κ-espaces vectoriels de OL/mAOL sur κ, c’est donc un isomorphisme.
Alors, (β mod mAOL) n’engendre pas OL/mAOL comme espace vectoriel sur κ si et seulement s’il
est envoyé sur 0 ∈ κ par f̄ , i.e. si et seulement si bp−1 appartient à pK .
Ainsi, le fait que β engendre OL comme A-module ou non ne dépend que de bp−1. On peut prendre
donc tous les bi, 0 ≤ i ≤ p− 2, nuls et on a que β = bp−1α

p−1T xp−1 est un générateur de OL sur A
si et seulement si bp−1 est une unité de OK . En particulier, cela est vrai pour bp−1 = 1, i.e. pour
β = αp−1T xp−1 .
D’autre part, si OL = A.β avec β = αp−1T xp−1 , alors OL est nécessairement libre sur A de rang 1
puisqu’un tel β est sans torsion sur A, i.e. les Xi

Tmi
.β sont linéairement indépendants sur OK , pour

i = 0, ..., p− 1 (il suffit d’appliquer pour tout i la matrice de Xi

Tmi
à β et de voir que l’on obtient un

élément de Ip−i−Ip−i−1, conclure alors par laproposition 5.2). Ceci complète la preuve du lemme.
�

D’où la preuve de l’assertion (ii) dans le théorème 5.2 :

Proposition 5.14. L’anneau OL dans l’extension L/K est un module libre sur l’ordre associé A
si et seulement si la suite ε correspondante est du type (10...0)s.

Preuve : Supposons d’abord que OL est libre sur A. D’après le lemme 5.2, cela entrâıne que
OL = A.β avec β = αp−1T a1+···+ap−1 , c’est-à-dire :

OL =
p−1⊕
i=0

OK .
Xi

Tmi
(β),

où mi = inf {εj + ...+ εj+i−1}.

Nous avons déjà vu que chaque
Xi

Tmi
.β est dans Ip−i − Ip−i−1, avec les notations de la proposi-

tion 5.4, et que son coefficient devant αp−i−1T a1+...+ap−i−1 est T εp−i−1+...+εp−1 .
Or, αp−i−1T a1+...+ap−i−1 appartient aussi à Ip−i − Ip−i−1, il existe donc y0, ..., yp−1 dans OK tels
que αp−i−1T a1+...+ap−i−1 =

∑
j yj

Xi

Tmi
.β. En particulier, il vient :

yp−i
T εp−i+...+εp−1

Tmi
= .
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Donc
T εp−i+...+εp−1

Tmi
est une unité de OK , d’où nécessairement :

mi = εp−i + ...+ εp−1.

Cela signifie que si OL est libre sur A alors chaque minimum mi est atteint à la fin de la suite ε. Soit
alors εp−1−l le dernier 1 dans la suite ε, avec l ≥ 0 : la suite se termine par 10...0 avec précisément
l zeros et c’est le plus grands bloc de 0 qu’elle contient. Alors, puisque la suite est équilibrée, il y a
exactement l ou l−1 zéros entre deux 1 consécutifs. Or, si l’on considère maintenant la suite des εi
jusqu’à i = p+1, on obtient un bloc de l+1 zéros entre deux 1 qui sont εp−1−l et εp+1. Mais comme
la suite entière est encore équilibrée, tous les blocs de zéros doivent donc être de longueur l entre
les indices i = 1 et i = p−1. Ceci montre que la suite ε est nécessairement du type (10...0)s puisque
tous les blocs de 0 sont alors de même longueur et parce que le chiffre 1 apparâıt exactement s fois
dans la suite ε.
Réciproquement, supposons que la suite ε soit du type (10...0)s. En particulier, cela signifie que les
minima mi sont atteints à la fin de la suite ε. Une OK-base de A est alors donnée par :{

Xi

T εp−1−i+...+εp−1

}
i

.

Maintenant, on vérifie comme précédemment que chaque
Xi

T εp−1−i+...+εp−1
.β est dans Ip−i−1 −

Ip−i−2. Ainsi, les p éléments
Xi

T εp−1−i+...+εp−1
.β sont de valuations deux à deux distinctes dans

{0, ..., p − 1}. Alors, d’après la proposition 5.2, ils forment une base de OL sur OK , c’est-à-dire
OL = A.β et on conclut par le lemme 5.2. �

5.5 L’équivalence (i) ⇔ (iii)

La condition (iii) du théorème 5.2 surprend par sa simplicité. C’est la plus facile à tester, d’où
son importance. Avant de la prouver, donnons encore un lemme :

Lemme 5.3. Si s divise p− 1, alors s = p− 1 si et seulement si εp−1 = 1.
Da façon équivalente, il n’y a aucun 0 dans la suite ε si et seulement si son dernier terme est 1.

Preuve : Il est évident que si s = p− 1 tous les εi valent 1 puisque s est le nombre de 1 dans la
suite ε (cf. proposition 5.12).
Réciproquement, supposons εp−1 = 1, ce qui signifie :

b−s+
2s
p
c − b−s+

s

p
c = 1,

et donc :
b−s+

2s
p
c = −s+ 1,

puisque s < p.Alors on a :
p− 1

2
< s

et puisque s divise p− 1 on en déduit s = p− 1, ce qu’il fallait démontrer. �

D’où la condition (iii) du théorème 5.2 :

Proposition 5.15. L’anneau de valuation OL dans l’extension L/K est un module libre sur A si
et seulement si s divise p− 1.
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Preuve : La première implication est triviale puisque c’est une conséquence directe de la condition
(ii) du théorème 5.2, déjà montrée dans le sous-paragraphe 5.4.3.
Réciproquement, supposons que s divise p − 1. Il s’agit de montrer que la suite ε est du type
(10...0)s. On écrit p− 1 = sk avec k ≥ 1. Puisque s est le nombre de 1 dans la suite ε, il reste donc
à placer s(k − 1) termes 0 dans la suite.
D’après le lemme 5.3 on peut donc supposer s 6= p− 1, i.e. si l est la longueur maximale d’un bloc
de 0 dans la suite ε. Alors l ≥ 1 et εp−1 = 0. Autrement dit, puisque ε1 = 1, il y a exactement s
intervalles dans lesquels nous pouvons placer des 0, ce qui signifie que la suite est du type :

(10...0)(10...0) · · · (10..0).

On considère alors deux cas : soit le dernier bloc de 0 est le plus long soit il ne l’est pas.
Supposons d’abord que le dernier bloc de 0 est de longueur 0. Puisque la suite est équilibrée, tout
autre bloc de 0 dans la suite est soit de longueur l soit de longueur l − 1 par maximalité de l.
Notons r le nombre de blocs de 0 qui sont de longueur l − 1. On a r < s et le nombre total de 0
dans la ε donne la relation :

s(k − 1) = sl − r,

d’où :
k − 1 = l − r

s
.

Alors, si r 6= 0, on obtient l−1 = k−1 en prenant la partie entière. Dans ce cas, il y a précisément
s(l−1) termes 0 dans la suite, ce qui signifie que tous les blocs de 0 sont nécessairement de longueur
l − 1, absurde.
Donc r = 0 et tous les blocs de 0 dans la suite ε sont de longueur l, d’où la première implication
par la proposition 5.4.3.

Considérons maintenant l’autre cas, i.e. supposons que le dernier bloc de 0 dans la suite ne soit
pas maximal. La longueur d’un bloc de 0 entre deux 1 consécutifs dans la suite ε est toujours l ou
l − 1.
Pour déterminer la longueur du dernier bloc de 0, il faut prendre en compte le fait que εp = 0 et
que εp+1 = ε1 = 1 dans la suite {εi}i∈Z entière qui est encore équilibrée. Cette longueur est donc
soit l − 1 soit l − 2. Mais si l’on note r le nombre de blocs de longueur l − 1 dans la suite ε et q
celui des blocs de longueur l − 2, on a les relations :

0 ≤ r ≤ s− 1 and 0 ≤ q ≤ 1,

avec De plus, r + q ≤ s − 1 puisqu’il y a au moins un bloc de 0 de longueur l et au moins un
(le dernier précisément) qui n’est pas de longueur l. Alors, en calculant le nombre total de 0 dans
la suite ε, on obtient l’égalité :

s(k − 1) = sl − r − q,

ce qui entrâıne :

k − 1 = bl − r + q

s
c

et donc :
k − 1 = l − 1.

Le nombre total de 0 est donc s(k − 1) = sk − (r + q), d’où r + q = s, ce qui est impossible.
Ainsi, on vient de montrer que lorsque s divise p − 1, tous les blocs de 0 sont de même longueur
l. Cette longueur est nulle uniquement pour s = p− 1. La suite ε est donc de la forme (10...0)s et
OL est libre sur A, une nouvelle fois d’après la proposition 5.14. �
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5.6 L’embedding dimension de A

Ce dernier paragraphe met en valeur la notion d’embedding dimension pour un anneau local
noethérien. Cette notion conduira à une nouvelle condition, purement algébrique cette fois, pour
que OL soit libre sur l’ordre associé à l’extension L/K.

Précisément, d’après la proposition 5.10, l’ordre A est un anneau local noethérien et à ce titre
possède une embedding dimension, d’où l’équivalence des propriétés (i) et (iv) du théorème 5.2 :

Proposition 5.16. L’anneau de valuation OL est un module libre sur A si et seulement si l’em-
bedding dimension de A est inférieure ou égale à 3.

Le sous-paragraphe 5.6.1 est un rappel sur la dimension d’un anneau local noethérien. Le sous-
paragraphe 5.6.2 concerne plus précisément ce qu’on appelle embedding dimension pour l’ordre A,
dimension qu’il s’agit de traduire en termes combinatoires à partir de la notion de points spéciaux
associés à l’extension L/K. Dans le dernier sous-paragraphe, un simple dénombrement de ces
points spéciaux permettra alors de montrer la proposition 5.16, ce qui complètera la preuve du
théorème 5.2.

5.6.1 L’embedding dimension d’un anneau local noethérien

Nous donnons ici une brève présentation de l’embedding dimension pour un anneau local
noethérien.

Théorie de la dimension. La dimension d’un anneau R, parfois appelée dimension de Krull,
est définie comme la longueur maximale des châınes d’idéaux premiers de R. Ici, la longueur d’une
châıne P0 ⊂ P1 ⊂ ... ⊂ Pr contenant r+ 1 idéaux premiers distincts est r. Rappelons que l’anneau
R n’est pas un idéal premier et que l’idéal (0) est premier seulement lorsque R est intègre.
Ce maximum peut donc être infini, même pour un anneau noethérien. Cependant, si R est local
et noethérien, alors sa dimension est nécessairement finie (cf. e.g. [9], Chap.11, cor.11.11). C’est
pourquoi on se restreint en général à l’étude de la dimension pour les anneaux locaux noethériens
et déjà la théorie est très riche.

Exemple 5.3. Tout anneau intègre est de dimension ≥ 0. Les anneaux intègres de dimension 0
sont précisément les corps. Plus généralement, les anneaux artiniens sont de dimension 0.
Maintenant, si l’anneau R est intègre et principal, il est de dimension 1 car toute châıne d’idéaux
premiers est nécessairement de la forme (0) ⊂ (π) pour un idéal premier (π). Typiquement,
dimOK = 1 et sa seule châıne d’idéaux premiers est (0) ⊂ pK .

Une propriété fondamentale pour la dimension d’un anneau est qu’elle n’est pas affectée par les
éléments nilpotents :

Proposition 5.17. Soit R un anneau local noethérien et soit I un idéal nilpotent. Alors, dimR =
dim(R/I).

En particulier, si l’on considère l’anneau réduit de l’ordre A associé à L/K, cela donne :

dimAred = dimA.

Alors, dimA = 1 puisque Ared = 0K .

Nous donnons ensuite plusieurs caractérisations équivalentes de la dimension d’un anneau local
noethérien R. Pour cela, rappelons qu’un idéal a de R est dit m-primaire si son radical, défini par
r(a) = {x ∈ R : ∃n > 0 xn ∈ a}, est m. On a :

Proposition 5.18. Soit R un anneau local noethérien d’idéal maximal m. Alors, la dimension de
R est le plus petit nombre de générateurs d’un idéal m-primaire de R.

129



Dans ([20] , cor. 10.7), on trouve la reformulation suivante :

Proposition 5.19. Soit R un anneau local noethérien d’idéal maximal m. Alors, dimR est le plus
petit entier d pour lequel il existe d éléments x1, ..., xd ∈ m tels que :

mn ⊂ (x1, ..., xd), pour, n >> 0.

On dit que les éléments x1, ..., xd forment un système de paramètres pour A.

Il existe encore d’autres caractérisations, en particulier celles qui sont liées aux polynômes de
Hilbert-Samuel dans le contexte des anneaux gradués (cf. [20], Chap.12 et [43], Chap.5, §13).

Notons enfin qu’il existe une interprétation géométrique de la théorie de la dimension : le
chapitre 8 de [20] en offre une agréable lecture.

Embedding dimension. Si R est un anneau local noethérien d’idéal maximal m et de corps
résiduel κ, le R-module m/m2 est annulé par m : c’est donc un espace vectoriel sur κ. Or, m est
de type fini puisque R est noethérien. Alors, modulo m2, les classes d’un ensemble de générateurs
de m engendrent m/m2 par le lemme de Nakayama. La dimension dimκ m/m2 est donc finie. Cette
remarque nous conduit à la notion d’embedding dimension :

Définition 5.1 (Embedding dimension). Soit R un anneau local noethérien d’idéal maximal m et
de corps résiduel κ. On appelle embedding dimension de l’anneau R la dimension sur κ de l’espace
vectoriel m/m2. Cette dimension est notée embed R :

embed R = dimκ m/m2.

Le terme embedding dimension semble avoir été introduit par Matsumura. On a la relation

Proposition 5.20. dimR ≤ embed R.

Preuve : Si xi ∈ m, 1 ≤ i ≤ s, sont tels que leurs images dans m/m2 forment une base de cet
esace vectoriel sur κ, par le lemme de Nakayama ils engendrent m. D’où :

dimκ(m/m2) = s ≥ dimR,

d’après la proposition 5.19. �

Il existe un lien plus précis entre la dimension de Krull et l’embedding dimension pour un
anneau local noethérien (nous l’énonçons pour l’ordre associé A même s’il existe un énoncé plus
général) :

Proposition 5.21. L’embedding dimension de l’ordre A associé à l’extension est d+ 1 si d est le
nombre minimal d’éléments de mA qui engendrent A comme OK-algèbre.

Anneaux locaux réguliers. Nous fermons ces rappels par une courte présentation de la notion
d’anneau local régulier. Un anneau local R est dit régulier si dimR = embed R. En particulier,
si l’anneau est De plus, noethérien, alors R est régulier lorsque son idéal maximal m peut être
engendré par exactement dimR éléments en tant que R-module. Dans ce cas, on appellera système
régulier de paramètres pour R, un système minimal de paramètres engendrant m.
Un exemple d’anneau local régulier est donné par l’anneau des séries formelles k[[x1, ..., xd]] sur un
corps k. Un tel anneau est de dimension d d’après ([20], Chap.10, cor. 10.13).

Pour finir, donnons le résultat suivant que l’on trouvera dans ([44], Chap.14, §3) :

Théorème 5.3. Tout anneau local régulier est intègre.

Dans notre contexte, l’ordre associé A n’est pas intègre puisqu’il contient des éléments nilpotents,
cet anneau n’est donc pas régulier.
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5.6.2 Embedding dimension de A et points spéciaux

Dans ce sous-paragraphe, il s’agit d’exprimer l’embedding dimension de l’ordre A dans le langage
combinatoire. Plus précisément, nous allons montrer que l’embedding dimension de A se calcule en
comptant le nombre de points spéciaux associés à la suite ε.

Points spéciaux. Nous allons introduire la notion de points spéciaux en relation avec les minima
mi de la suite ε :

∀i, mi = inf
j
{εj + ...+ εj+i−1}.

Cette nouvelle terminologie fait suite à l’inégalité suivante obtenue par minimalité des mi :

∀i, ∀j < i, mi ≥ mj +mi−j .

Cette inégalité signifie que le plus petit poids d’un bloc de longueur i dans la suite ε est supérieur
ou égal à la somme des plus petits poids des blocs de longueurs j et i − j respectivement. Plus
généralement, si a, b et c sont trois entiers positifs tels que ab+ c ∈ {1, ..., p− 1}, on a :

mab+c ≥ amb +mc.

Par la suite, on appellera points spéciaux les indices i pour lesquels l’inégalité est toujours stricte.
Plus précisément :

Définition 5.2. Un indice i, 1 ≤ i ≤ p− 1, est un point spécial pour la suite ε si :

∀j < i, mi > mj +mi−j .

Nous noterons S l’ensemble des points spéciaux dans {1, ..., p− 1}.

Exemple 5.4. L’indice i = 1 est toujours un point spécial, quelques soient les valeurs prises par
la suite ε. En outre, si tous les εi valent 1, alors 1 est l’unique point spécial puisque pour tout i on
alors mi = i, i.e. mi = m1 +mi−1.
Maintenant, si au moins un des εi est nul, soit l la longueur du plus grand bloc de 0 dans le suite
ε. Alors les indices i = 1 et i = l + 1 sont les deux premiers points spéciaux, ils correspondent
précisément aux minima m1 = ... = ml = 0 et ml+1 = 1.

Interprétation graphique. Graphiquement, si Pi est le point de coordonnées (i,mi) dans un
repère (O, x, y), alors i est un point spécial si et seulement si le vecteur

−−→
OPi ne peut pas être atteint

comme somme de deux vecteurs
−−→
OPj et

−−−−→
OPi−j , avec j < i. Illsutrons ceci à partir des exemples 5.1

et 5.2 :

Exemple 5.5. Considérons d’abord l’exemple K = Fp((T )), avec p = 7 et L = K(α), où α7−α =
T−4. D’après l’exemple 5.1, la suite ε correspondante est {110101}. D’où les minima mi : m1 = 0,
m2 = 1 = m3, m4 = 2, m5 = 3 et m6 = 4. Graphiquement, cela donne :
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On a donc ici exactement quatre points spéciaux, ce sont les indices : 1, 2, 5 et 6. Pour les autres
indices, chaque vecteur

−−→
OPi est bien du type

−−→
OPj+

−−−−→
OPi−j pour un certain j < i :

−−→
OP3 =

−−→
OP1+

−−→
OP2

et
−−→
OP4 =

−−→
OP2 +

−−→
OP2.

On observe aussi que tous les points Pi sont dessous ou sur la droite d’équation y = s
p−1x. Ceci

est un fait plus général que l’on pourrait montrer facilement.

Considérons maintenant le cas K = Fp((T )), pour p = 7 et L = K(α), avec α7 − α = T−3.
D’après l’exemple 5.2, la suite ε correspondante est la suite 101010, associée aux minima : m1 = 0,
m2 = 1 = m3, m4 = 2 = m5 et m6 = 3. D’où le graphe des points Pi (i,mi) :
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×
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×
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×
P6

Nous avons précisément deux points spéciaux, qui sont 1 et 2. Une nouvelle fois, on voit faci-
lement que pour chaque autre indice, le vecteur

−−→
OPi s’écrit comme une somme

−−→
OPj +

−−−−→
OPi−j avec

j < i.

Maintenant, on peut aussi observer que chaque vecteur
−−→
OPi est combinaison linéaire des vecteurs−−→

OP1 et
−−→
OP2 seulement. Ceci est un résultat plus général qui mérite d’être énoncé, c’est la propo-

sition qui suit.

Suite aux exemples précédents, nous citons le résultat suivant :

Proposition 5.22. Pour tout i, 1 ≤ i ≤ p− 1, il existe des entiers positifs ω(i)
j tel que le vecteur

−−→
OPi soit combinaison linéaire : −−→

OPi =
∑

j∈S,j<i
ω

(i)
j

−−→
OPj ,

avec : ∑
j∈S,j<i

ω
(i)
j j = i.

Preuve : Notons toujours l la longueur du plus grand bloc de 0 dans la suite ε. Si l = 0, 1 est
l’unique point spécial de la suite. De plus, pour tout i on mi = i et donc

−−→
OPi = i

−−→
OP1.

On se restreint ensuite au cas où l ≥ 1. Si i est un point spécial, la proposition est évidente. Sinon,
il existe j < i tel que mi = mj +mi−j . Il s’agit donc de montrer la proposition pour le plus petit
indice qui n’est pas un point spécial, nous noterons is cet indice. La preuve complète se fait alors
facilement par récurrence sur i.
Si l = 1, alors 1 et 2 sont les deux premiers points spéciaux et is = 3, les minima étant m3 = m2 = 1
et m1 = 0. On a donc

−−→
OP3 =

−−→
OP2 + 2

−−→
OP3.

Si l > 1, les deux premiers points spéciaux sont 1 et l+ 1 ≥ 3. Alors is = 2 car m2 = m1 = 0, d’où−−→
OP2 = 2

−−→
OP1, ce qu’il fallait démontrer. �

L’embedding dimension de l’ordre A. Nous avons déjà écrit une condition pour que OL
soit libre sur A en terme de propriété combinatoire que doit satisfaire la suite ε. Pour prouver
une autre condition liée à l’embedding dimension de A, nous allons encore utiliser des arguments
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combinatoires mais qui sont cette fois donnés par les points spéciaux associés à l’extension L/K.
La proposition qui suit est une relation entre l’embedding dimension de A et le nombre de points
spéciaux, c’est le résultat essentiel qui permettra de montrer la condition (iv) du théorème 5.2 :

Proposition 5.23. L’embedding dimension de l’ordre A associé à l’extension L/K est donnée par
la relation :

embed A = 1 + card S,

où S est l’ensemble des points spéciaux de {1, ..., p− 1}.

Preuve : Il s’agit d’étudier la dimension sur κ de l’espace vectoriel mA/m
2
A. Pour cela, précisons

d’abord les structures de mA puis de m2
A comme OK-modules libres de rang p. Plus précisément,

nous allons construire une OK-base de m2
A à partir des points spéciaux associés à L/K.

D’après le corollaire 5.3, une OK-base de mA est donnée par la famille :

T,
X

Tm1
,
X2

Tm2
, · · · , X

p−1

Tmp−1
,

où les mi sont les minima infj{εj + ...+ εj+i−1}.
Maintenant, l’idéal m2

A est aussi un sous-OK-module libre de A de rang p puisque mA/m
2
A est fini,

i.e. rankOK
m2
A = rankOK

mA = p.
La méthode qui suit permet alors de construire une base sur OK pour m2

A en partant de la OK-base
de mA donnée plus haut. D’abord, on prend T 2 et on le complète en une base de m2

A de la façon

suivante. Pour chaque i, i allant de 1 à p − 1, si i est un point spécial, on complète avec T
Xi

Tmi
,

sinon avec
Xi

Tmi
. Montrons qu’ainsi on obtient bien une OK-base de m2

A, c’est-à-dire que m2
A est

précisément le module M libre sur OK défini par :

M := T 2OK ⊕
⊕
i 6∈S

Xi

Tmi
⊕

⊕
i∈S

T
Xi

Tmi
.

D’abord, il est facile de voir que T 2 ainsi que les T
Xi

Tmi
, pour i ∈ S, sont dans m2

A. De plus, si

i n’est pas un point spécial, il existe j < i tel que mi = mj + mi−j et donc
Xi

Tmi
=

Xj

Tmj

Xi−j

Tmi−j

appartient aussi à m2
A. D’où l’inclusion M ⊂ m2

A.

Pour l’inclusion inverse, cela revient à montrer que tous les produits
Xi

Tmi

Xj

Tmj
sont dans M . A

partir de l’écriture :
Xi

Tmi

Xj

Tmj
=

Xi+j

Tmi+mj
,

on distingue alors deux cas :

- soit mi+j = mi+mj , i.e. i+ j n’est pas un point spécial et donc
Xi+j

Tmi+mj
est dans la OK-base

de M .

- soit mi+j > mi+mj , i.e.
Xi+j

Tmi+mj
est vu comme élément de OK .T

Xi+j

Tmi+j
qui est encore inclus

dans M , que i+ j soit ou non un point spécial.

Enfin, il est clair que les éléments T 2,
Xi

Tmi
pour i 6∈ S et T

Xi

Tmi
pour i ∈ S, sont linéairement

indépendants sur OK . Ils forment donc une base de m2
A sur OK et l’on a bien m2

A = M .

En conséquence, on a l’égalité :

mA/m
2
A = κ⊕

⊕
i∈S

κ
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d’où :
dimκ mA/m

2
A = 1 + card S,

ce qui montre la proposition. �

5.6.3 L’équivalence (i) ⇔ (iv)

La proposition 5.23 précédente est la traduction de la notion algébrique d’embedding dimension
pour l’ordre A dans le langage purement combinatoire des points spéciaux. Cela nous permet de
montrer la proposition 5.16 en dénombrant simplement les points spéciaux de la suite ε.

On a de plus, la simplification suivante. Notons en effet l’égalité dimA = dimAred puisque
la dimension d’un anneau n’est pas affectée par les nilpotents. Alors, d’après la proposition 5.10,
dimA = dimOK = 1, car OK est principal. Cela signifie que la seule châıne d’idéaux premiers
dans A est

√
0 ⊂ mA, où

√
0 = nil(A) est le nilradical de A. En particulier, embed(A) ≥ 1.

Or, embed(A) ne peut valoir 1 car sinon A serait régulier, ce qui est impossible. L’embedding
dimension de A est donc supérieure ou égale à 2 et la proposition 5.16 revient à montrer que OL
est libre sur A si et seulement si embed(A) vaut 2 ou 3. Voici sa preuve. Là encore, l’argument
utilisé est purement combinatoire :

Preuve : Supposons d’abord que OL est libre sur A.Soit donc l la longueur constante de chaque
bloc de 0 dans la suite ε (cf. sous-paragraphe 5.4.3). Si l = 0, tous les εi valent 1 et l’on sait qu’alors
i = 1 est le seul point spécial associé à la suite, d’où embedA = 2.
Maintenant, si l ≥ 1, alors 1 et l + 1 sont les deux premiers points spéciaux, correspondant aux
minima m1 = ... = ml = 0 et ml+1 = 1. Quant aux autres mi, puisque chaque indice i s’écrit i =
k(l+1)+r avec k ≥ 0 et 0 ≤ r ≤ l, grâce à la division euclidienne par l+1, on a mi = mk(l+1)+r =
mk(l+1) +mr = k puisque la suite ε est du type (10...0)s avec précisément l termes 0 entre deux 1
consécutifs. Alors, si r 6= 0, l’indice i n’est pas un point spécial puisque mi = mr+mk(l+1). Si r = 0
avec k > 1, i n’en est pas un non plus puisque cette fois mi = 1 + (k − 1) = ml+1 +m(k−1)(l+1).
Ainsi, 1 et l+1 sont les deux seuls points spéciaux de la suite ε, d’où card S = 2, i.e. embed A = 3.

Réciproquement, si embed A = 2, cela signifie qu’il n’y a qu’un seul point spécial et donc que tous
les εi valent 1. L’anneau OL est donc libre sur A d’après la proposition 5.14.
Enfin, si embed A = 3, notons l la longueur du plus grand bloc de 0 dans la suite ε. Par la
proposition 5.23, il y a exactement deux points spéciaux qui sont 1 et l+1, avec m1 = ... = ml = 0
et ml+1 = 1. Montrons alors que pour tout i on a mi = ki où ki est le quotient dans la division
euclidienne de i par (l + 1). Cette égalité est évidente pour i ≤ l + 1. Si i > l + 1, on écrit
i = ki(l+ 1) + r, avec ki ≥ 1 et 0 ≤ r ≤ l. D’une part, on a mi ≥ kiml+1 +mr = ki par minimalité
des mi. D’autre part, d’après la proposition 5.22, il existe deux entiers positifs ω et ζ tels que−−→
OPi = ω

−−→
OP1 + ζ

−−−−→
OPl+1, avec ω+ ζ(l+ 1) = k(l+ 1) + r. Cela entrâıne respectivement que mi = β

et β ≤ ki, d’où mi = ki.
En particulier, mi 6= mi+1 si et seulement si (l + 1) divise i+ 1.
Or, mp−1 = s puisque la suite ε contient exactement s termes 1. On a aussi mp−2 = s − 1 car
ε1 = 1. Alors (l + 1) divise p − 1 et d’après ce qui précède p − 1 = s(l + 1), donc OL est encore
libre sur A par la proposition 5.15. �
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25 (1971), 127-133.

[48] J. Neukirch, Algebraic Number Theory, Grundlehren 322, Springer-Verlag (1999).

[49] J. Neukirch, A. Schmidt, K. Wingberg, Galois cohomology of number fields, Grundlehren 323,
Springer-Verlag (2000).

136



[50] O. Ore, Abriss einer arithmetischen Theorie der Galoisschen Körper, Parts 1 and 2, Mathe-
matische Annalen, 100 (1928), 650-673, and 102 (1930), 283-304.

[51] I. Reiner, Maximal Orders, London Mathematical Society Monographs, New series 28, Oxford
science publications (2003).

[52] P. Ribenboim, L’arithmétique des corps, Hermann (1972).

[53] L. Ribes and P. Zalesskii, Profinite groups, A series of Modern Surveys in Mathematics, Volume
40, Springer (2000).

[54] P. Roquette, Class Field Theory in characteristic p. Its origin and development, K. Miyake
(ed.), Class Field Theory- Its Centenary and Prospect, Advanced Studies In Pure Mathema-
tics, vol. 30, Tokyo (2000), 549-631.
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