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Hoofdstuk 1

INLEIDING

Als introductie bespreken we een aantal typische voorbeelden die gebaseerd zijn op praktijkpro-
blemen. Gedurende dit college zullen we technieken bespreken om deze problemen te modelleren
en te analyseren.

Elk hoofdstuk bevat daarnaast ook voorbeelden, als illustratie en ter oefening.

Voorbeeld 1.1 (‘Polling’ modellen: efficiént onderhoud van N machines)

N verschillende type machines worden onderhouden en bediend door één werkkracht. Hij in-
specteert de machines in een vaste volgorde, daarbij repareert hij een niet-werkende machine,
en doet onderhoud waar nodig. Hierbij kan het zijn dat sommige machines vaker geinspecteerd
worden dan andere. De manager wil een onderhoudsschema laten opstellen, met een maximale

productie-effectiviteit.

Voorbeeld 1.2 (Call centre) Stel dat je als agent op een call centre werkt. Jouw doel (op-
gelegd door de manager van het call centre) is ervoor te zorgen dat minstens 80% van de jou
toegewezen klanten binnen 20 seconden aan de beurt komt. Wat doe jij om jouw doel te halen,
als je alle informatie ter beschikking hebt over het aantal klanten dat op hun beurt wacht, en hoe
lang ze al wachten?

Welke opdracht moet de manager given, als hij de klanttevredenheid wil maximaliseren?

Voorbeeld 1.3 (Het testen van een nieuw medicijn) Recentelijk is een nieuw medicijn, dat
we A zullen noemen, is op de markt gekomen voor oepassing bij een gegeven ziekte. Het tra-
ditioneel hiervoor gebruikte medicijn is B. De genezingskans bij gebruik van B is bekend. De
genezingskans van het nieuwe medicijn A is niet bekend.

Een standaardmanier om de genezingskans van A te schatten, is door het aan veel patiénten
te geven, en dan de fractie van het aantal genezen patiénten als schatting van de onbekende

genezingskans te gebruiken. Echter, als deze fractie klein is ten opzichte van de genezingskans
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2 HOOFDSTUK 1. INLEIDING

van medicijn B, zijn veel patiénten gedupeerd door gebruik van medicijn A.

Daarom moet er een minder riskante methode worden ge-
bruikt om de genezingskans van A te schatten. Een mo- == el -y 'llsAbette‘r\
gelijkheid hiervoor is de beslissing om A toe te dienen (in
plaats van B) af te laten hangen van de resultaten tot-dan-
toe, en wel op zo’'n manier dat het aantal genezen patiénten

maximaal is.

Voorbeeld 1.4 (Kwaliteitscontrole in een productieproces) Het productieproces van bij-
voorbeeld televisies bevat een aantal achtereenvolgende bewerkingen, zoals het solderen van de
electronica, het installeren van software, het in een elkaar zetten van onderdelen, etc. Het proces
van de achtereenvolgende bewerkingen wordt een productielijn genoemd.

In verschillende stadia van het productieproces, wordt elk product getest om te controleren of
het aan de kwaliteitseisen (met betrekking tot de net uitgevoerde bewerking) voldoet. Als het
product niet door de test komt, zijn er verschillende vervolgbewerkingen mogelijk: ofwel het
product afkeuren, of de laatste bewerking ongedaan maken en opnieuw doen.

De eerste vraag is: hoe goed functioneert de productielijn? Wat is de fractie van het aantal
afgekeurde producten? Wat zijn de kosten ten gevolge van afkeuring? Zou de manager geld

moeten investeren om onderdelen van de productielijn te verbeteren, en, zo ja, welke onderdelen?

Voorbeeld 1.5 (Klantvriendelijkheid in een supermarkt) Het management van een su-
permarkt will de winkel renoveren. Het wil daarbij weten wat voor type kassa’s zij moeten
installeren voor een maximale klanttevredenheid (door kortere rijen), onder de restrictie dat de
kosten niet te hoog worden.

Tegenwoordig zijn er verschillende type kassa’s: geautomatiseerde kassa’s, kassa’s voor hand
scanners, bemande kassa’s en snelkassa’s (voor klanten met hooguit 5 producten bijvoorbeeld).
Het management moet er rekening mee houden dat ouderen de mogelijkheid willen hebben om

naar een bemande kassa te gaan. Wat zouden ze moeten doen?

Voorbeeld 1.6 (Google PageRank) Een zoekopdracht in een zoekmachine voor goedkope
vliegkaartjes levert een hele lijst van websites van bedrijven die goedkope vliegkaartjes aanbieden.

Deze lijst wordt in een welbepaalde volgorde op het scherm getoond. Google heeft een algoritme



ontwikkeld waarmee de volgorde van de websites op het scherm bepaald wordt. Gezien het succes

van Google, lijkt het algoritme buitengewoon effectief. Wat is het geheim van dit succes?

Het algoritme is gebaseerd op de analyse van
de zogenaamde webgraaf: hierbij correspondeert
elke webpagina met een knooppunt van de graaf.
Er is pijl van knooppunt ¢ naar knooppunt j,
als er op webpagina ¢ een link naar webpagina j
staat. Het idee is als volgt: we laten een sur-
fer willekeurig door de webgraaf ‘surfen’. De
fractie van het aantal bezoeken aan webpagina
i wordt de ‘Google PageRank’ PR(7) van pagina
i genoemd (op een normalisatiefactor na). Als
webpagina’s ¢ en j op grond van jouw zoekop-
dracht beide relevante pagina’s zijn, dan wordt
pagina ¢ boven pagina j op het scherm afgebeeld

als PR(7) >PR(j).

Tegenwoordig zijn er al meer dan 4.76 miljard
webpagina’s: dus hoe zou de Google PageRank
berekend kunnen worden? Wat doet Google met
pagina’s zonder links (bijv. foto’s en video’s)
en met niet-samenhangende componenten van de

webgraaf?

Voorbeeld 1.7 (Welke postdoc neem je aan?) Het mathematisch instituut heeft de moge-
lijkheid om een door de Chinese overheid gefinancierde postdoc aan te nemen. Er is een gigantische
belangstelling voor deze positie. Selectie van de op papier meest aantrekkelijke sollicitanten levert
een groep van 100 gegadigden op. Het meeste werk van de sollicitanten is echter in het Chinees
geschreven, en, zelfs als het in Engels is, heeft het een groot aantal auteurs, zodat de individuele
bijdragen niet te deduceren zijn. De meeste referenten zijn daarbij internationaal niet erg bekend.
Daarom staat de sollicitatiecommissie voor het probleem hoe uit deze 100 kandidaten de beste te
kiezen.

De beste methode is om alle 100 kandidaten naar Nederland uit te nodigen, maar dat is een
te dure optie. Daarom besluit de commissie om willekeurig de kandidaten één voor één naar
Nederland uit te nodigen. Als de uitgenodigde kandidaat als ‘goed’ beoordeeld wordt, dan wordt
hij meteen aangenomen. Zo niet, dan moet hij terug naar China, en wordt de volgende kandidaat
uitgenodigd.

Op grond van welk criterium moet de commissie een kandidaat als ‘goed’ beoordelen om de kans

te maximaliseren dat zij de beste van allemaal aanneemt?
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Hoofdstuk 2

DISCRETE MARKOV KETENS

2.1 Inleiding en voorbeelden

Een stochastisch proces { Xy, t € T} is een collectie stochastische variabelen, d.w.z. dat X; voor
iedere t € T een stochastische variabele is. De verz. T wordt de indezverzameling van het proces
genoemd. De index t is vaak de tijd en X; noemen we dan de toestand van het proces op tijdstip
t, bijvoorbeeld het aantal klanten dat in de supermarkt is op tijdstip t. De toestandsruimte S
van het proces is de verzameling realisaties van X;, t € T. Als T aftelbaar is, dan noemen we
het proces een discreet proces; is T een interval, bijv. [0,00), dan heet het proces continu. In dit

hoofdstuk zullen we ons beperken tot discrete stochastische processen.

Voorbeeld 2.1 Bernoulli wandeling
7ij Y;, © = 1,2,... een collectie onderling onafhankelijke en identiek verdeelde stochastische

variabelen zijn. Definieer
X=Xy 1+ Y:, t € Nen Xj willekeurig,

dan is {Xy, t =0,1,...} een stochastische wandeling.
Een speciaal geval hiervan is de Bernoulli wandeling, waarbij S = Z en de stappen slechts de

waarden +1 of —1 kunnen aannemen. Voor zo'n wandeling noteren we
p=P{Y;=+1}eng=1-p=PYi=-1}.

Deze wandeling wordt ook wel een ééndimensionale stochastische wandeling genoemd.

Als p= %, dan spreken we van een symmetrische wandeling.

Voorbeeld 2.2 Gokmodel

Op tijdstip 0 begint de gokker met n euro. Hij speelt iedere keer hetzelfde spel; met kans p wint
hij 1 euro en met kans 1 — p verliest hij 1 euro. Neem Xy = n en laat Y; de verandering van het
kapitaal op de i-de dag zijn, dan is X;, het kapitaal na ¢ dagen, een ééndimensionale stochastische

wandeling. Meestal heeft een gokmodel absorberende toestanden 0 en N, d.w.z. als de toestand

)



6 HOOFDSTUK 2. DISCRETE MARKOV KETENS

0 of N is dan stoppen we:

Xt alth:O,N;
Xip1 =
X, +Yi alsX;=1,2,...N—1.

In het algemeen is de kansverdeling op tijdstip ¢, zelfs van een eenvoudig proces als de stochastische

wandeling, niet eenvoudig te bepalen. Voor grote waarden van ¢t kunnen we wel het e.e.a. zeggen.

Voorbeeld 2.1 Bernoulli wandeling (vervolg)
Omdat E(Y;) = 2p—1 is, volgens de sterke wet van de grote aantallen (zie Stelling 3.2), het kapitaal

van de gokker voor grote waarden van t na ¢ dagen bij benadering gelijk aan n + (2p — 1)t.

Beschouw een rij {X;, t = 0,1,...} stochastische variabelen met X; € S met S een ein-
dige of aftelbare toestandsruimte. {X;, t = 0,1,...} heet een Markov keten' als voor iedere

10,11, -++,0t—1,7,5 € Senallet =0,1,... geldt dat
P Xey1=7 | Xo=1i0, X1 =11,...,. X4m1 =01, Xy =i} = P{ X411 =5 | Xy =i} (2.1.1)

In woorden, een stochastisch proces is een Markov keten als, gegeven het heden, de toekomst niet

afhangt van het verleden.

De Markov keten heet stationair of homogeen als de kansen P{X;y; = j | X; = i} ook niet van ¢

afhangen. Voor een stationaire Markov keten noteren we
pij =P{Xep1 =7 | Xe =i}
en we noemen de getallen p;; de overgangskansen. Merk op dat
pij = 0 voor alle ¢ en j, en EjeS pij = 1 voor alle 4.

Een stationaire Markov keten wordt volledig beschreven door de overgangsmatriz P = (p;;); we
spreken dan ook in dit geval over de Markov keten P.
We zullen ons beperken tot discrete stationaire Markov ketens: als we in het vervolg spreken over

een Markov keten, dan bedoelen we een discrete stationaire Markov keten.

Voorbeeld 2.1 Bernoulli wandeling (vervolg)
De stochastische wandeling, en dus ook het gokmodel, is een Markov keten, immers:

zij pr, = P{Y1 = k}, dan worden de overgangskansen gegeven door p;; = pj—; (ga dit zelf na).

Voorbeeld 2.3 Voorraadmodel

Beschouw een winkel waarin een bepaald artikel wordt verkocht. Veronderstel dat de wekelijkse

'De Rus Andrey Markov (1856 — 1922) introduceerde dit begrip in 1906. Zie ook http://en.wikipedia.org/wiki/
Andrey_Markov.
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vraag naar dit artikel onderling onafhankelijke identiek verdeelde stochastische variabelen zijn
met kansverdeling
Dy =P{Y; =k}, k=0,1,2,...

met Y; de vraag in week ¢.

We veronderstellen dat de winkelier de volgende (s, S)-strategie hanteert: als aan het begin van

de week de voorraad minstens s is, dan wordt er niets besteld; is de voorraad 7 < s is, dan wordt

S — i bijbesteld, zodat het voorraadniveau na aanvulling S is. We nemen aan dat aanvulling van

de voorraad geen tijd vereist, en verder nemen we aan dat als er vraag is, terwijl de voorraad 0

is, deze klant niet geholpen kan worden (geen nalevering).

Laat X; de voorraad zijn aan het begin van de t-de week, voordat wordt besteld, dan geldt:
max{X; — Y;4+1,0} als X; >s

X1 =
max{S — Y;4+1,0} als X; <s.

Hieruit volgt dat {X;} een Markov keten is op Z met overgangskansen

ks Dioalsi>s,j=0
D;_; alst>s5,1<j5<1

pij = Zkzs Dy alsi<s,j=0
Ds_; als i <s5,1 <5<
0 anders.

Voorbeeld 2.4 Markov modellen in de genetica”
Veronderstel dat we een vaste populatie van 2N genen hebben, samengesteld uit type-A en type-B
genen. Een nieuwe generatie genen komt tot stand door 2N onderling onafhankelijke Bernoulli
proefnemingen, waarbij iedere proefneming, als de huidige generatie ¢ genen van type-A bevat,
kans .

i
T 2N
op ’succes’ heeft (we spreken van een ’succes’ als een gen van type-A ontstaat). Dus alleen het

Di

heden en niet het verleden is van belang voor de toekomst.

De samenstelling van de generaties vormt daarom een Markov keten op de toestandsruimte
S={0,1,...,2N},

waarbij toestand i het aantal genen van type-A voorstelt. De samenstelling X1, van de (¢t + 1)-
ste generatie, gegeven dat X; = ¢, is dan een binomiaal verdeelde stochastische variabele met

parameters (2N, p;). De overgangskansen p;; van de Markov keten worden gegeven door

INY - oon s
Ppij = ( ; >pgq§N 7. (2.1.2)

2Voor een biologische verantwoording van dit model zie R.A. Fisher, The genetical theory of natural selection,
Oxford Press (1962)
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waarbij

2N — 1
2N
Merk op dat de toestanden 0 en 2N absorberende toestanden zijn. Dit is een vrij simpel model.

g =1—p;=

Behalve reproductie vertonen genen ook mutatiegedrag. Dit houdt in dat voordat de reproductie
plaatsvindt de genen van type-A met een zekere kans, zeg o, muteren tot type-B, en omgekeerd
de genen van type-B met een zekere kans, zeg 3, muteren tot type-A. Het verwachte aantal genen

van type-A vlak voor de reproductie is dus
i(l—a)+ (2N —19)B.

In dit geval krijgen we weer Bernoulli proefnemingen, maar met ’succeskans’

_i(l—a)+ (2N —i)B
Di = oN .

Dan voldoet ¢; aan
ia+ (2N —i)(1 —05)
2N )
Voor de overgangen van de Markov keten kan weer formule (2.1.2) worden gebruikt. Merk op

¢ =1—pi=

dat, als a8 > 0, dan zijn er geen absorberende toestanden.

Voorbeeld 2.5 Wachtrijmodel 1

Veronderstel dat patiénten bij de dokter komen en dan in de wachtkamer plaatsnemen. De dokter
heeft voor iedere patiént precies één kwartier nodig (ieder kwartier is een periode) en begint ieder
kwartier de behandeling van een nieuwe patiént (ook als er geen patiénten zijn en er komt een
nieuwe patiént binnen, dan moet deze wachten tot het volgende kwartier begint). We veron-
derstellen dat het aantal patiénten dat gedurende de ¢-de periode binnenkomt een stochastische
variabele Y is met een discrete kansverdeling die onafhankelijk is van ¢ (we schrijven daarom Y

i.p.v. Y;), waarbij
pr = de kans dat er in een periode k patiénten binnenkomen, £ =0,1,....

We kunnen het proces van de aantallen patiénten per kwartier modelleren als een Markov keten.
Als toestand X; nemen we het aantal patiénten aan het begin van periode ¢, t = 1,2,.... Als dit
aantal ¢ > 1 is, dan is het aantal patiénten aan het begin van de volgende periode ¢ — 1 + Y7; als
het aantal 0 is, dan is het aantal aan het begin van de volgende periode Y. We kunnen daarom

schrijven:
Xip1 = (Xp — )T + Y, waarbij 7 = max(x,0) voor iedere x.
De overgangsmatrix P voldoet aan:

Po P1 P2 P3
Po P1 P2 P3
P=1 0 po p1 p2
0 0 po m
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Voorbeeld 2.6 Wachtrijmodel 2 (M/G/1-wachtrij)

In dit voorbeeld illusteren we de techniek van de ingebedde Markov keten. Hierbij wordt een
continu proces omgezet in een discreet proces door geschikte discrete tijdstippen te kiezen.
Veronderstel dat klanten bij een loket arriveren met tussentijden die onderling onafhankelijk en
exponentieel verdeeld zijn met parameter A\. Exponentiéle verdelingen worden vaak gekozen als
klanten onderling onafhankelijk van elkaar op willekeurige tijdstippen aankomen. Wiskundig heeft
de exponentiéle verdeling de prettige eigenschap van geheugenloosheid, d.w.z. dat de resterende

tijdsduur dezelfde verdeling heeft als de oorspronkelijke, in formulevorm:
P{T>t+s|T >t} =P{T>s}=e" voor alle s,t > 0.

Een klant die binnenkomt en geen andere klanten bij het loket aantreft wordt direct geholpen. Een
klant die binnenkomt, terwijl ook andere klanten aanwezig zijn, sluit achteraan in de wachtrij aan.
We veronderstellen dat de klanten aan het loket worden geholpen gedurende een stochastische
tijdsduur T' die onafhankelijk is van de klant en een dichtheid f heeft.

Zij Xy het aantal klanten dat op tijdstip ¢ aanwezig is. Dan is { Xy, ¢ > 0} een continu stochastisch
proces, dat in het algemeen geen Markov proces is, omdat voor het bepalen van de toekomst niet
alleen het huidige aantal klanten van belang is, maar ook hoelang de bediende bezig is met de
klant die nu wordt geholpen. We maken een ingebed discreet proces door als discreet tijdstip ¢,
het vertrektijdstip van de n-de klant te nemen (n = 1,2,...) en voor de toestand X,, het aantal
klanten te nemen dat aanwezig is direct na het vertrek van de n-de klant (neem ¢y = 0 en Xo = 0).

Analoog aan Voorbeeld 2.4 krijgen we dan de relatie
X, = (X1 —1)" + A,, met A, het aantal aankomsten tijdens de bediening van klant n.

Omdat de verdeling van de resterende tijdsduur tot de eerste klant komt na ¢,_; dezelfde is als
de verdeling van de tijdsduur van een aankomende klant, is A,, stochastisch gezien hetzelfde als
het aantal aankomsten gedurende tijdsduur 7. Er kan worden bewezen® dat voor T = y de

stochastische variabele A, een Poisson verdeling heeft met parameter \y, d.w.z. dat
Pld, =k | T=y} =M. 00 1 —01,.. .

We zien uit deze relatie dat het proces een Markov keten is, want alleen het aantal klanten X,
op tijdstip t,—1 is van belang voor X,,, immers: A, is een discrete kansverdeling die onafhankelijk

is van n en waarvoor geldt:

o0 o0 — k
pr=P{A, =k} = [ P{A, =k | T=y}f(w)dy = [° e - P9 r(y)dy, k=0,1,....

Voor de overgangskansen van de Markov keten krijgen we:

Pj—i+1 alsiZl,jZi—l
pij=P{Xp=j | Xn1=i}=P{A,=j—-(i—1)T} =1 p; alsi=0,7>0

0 anders

3Zie S.M. Ross, Introduction to probability models 7th edition, Academic Press (2000) paragraaf 5.3.
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Voor de simultane verdeling van een Markov keten geldt:
P{Xo = io, X1 =i1,..., Xy =it} = P{Xo = d0} - Digir Piriz =" Pir_yir, t €N

De simultane verdeling is dus geheel vastgelegd door de overgangskansen en de beginverdeling (de
getallen P{Xo =i}, ¢ € S). De zogenaamde t-stapsovergangskansen P{X; = j | Xo = i} noteren
we met p( ). N.B. p(o) = 0;;, de Kroneckerdelta.

1)

Stelling 2.1 (Chapman-Kolmogorov)4

—5)

Voor iedere s,t € N met s <t geldt: p =>4 pzk pkj voor alle i,7 € S.

Bewijs Neem s,t € N met s <t. Kies i,j € S willekeurig. We kunnen nu schrijven:
PS) = PXi=j| Xo=i} =) P{Xi =4 Xs=k| Xo=1i}
= S, PXi=j| Xs=k Xo=1i} -P{Xs =k | Xo =1}
= 2 pPXi=7| X =k} P{X; =k | Xo=1i}

= Y P{Xis=J | Xo=k} P{Xs=Fk| Xo=1i}= kazk plgtg 5) .

Gevolg 2.2 Voor alle t € N geldt: P®") = P!, d.w.z. de matrix P*) is de t-de macht van de

overgangsmatrix P (ga dit zelf met inductie na).

Vraag 2.1 Beschouw een eindige Markov keten met S = {0,1,2} en met overgangsmatrix

0.7 0.2 0.1
P=1 00 06 04
0.5 0.0 0.5

Bepaal de voorwaardelijke kansen P{X; =1,Xo=1| Xo=0} en P{Xy =1,X3=1| Xo = 0}.

Vraag 2.2 Beschouw op de tijdstippen ¢ = 0,1,... een voorraadsysteem, waarbij het voorraad-
niveau ¢ wordt waargenomen en waarin het volgende gebeurt:

(1) als ¢ <1, dan worden 4 — i eenheden besteld en direct geleverd,;

als ¢ > 2, dan wordt er niets besteld.

(2) gedurende een periode is de vraag 0, 1 of 2, elk met kans %

Zij Xt, t = 0,1,... de voorraad aan het begin van periode t + 1 (v66r een eventuele levering).

Toon aan dat {X;, t =0,1,...} een Markov keten is en stel de overgangsmatrix op.

Vraag 2.3 Bewijs de geheugenloosheid van de exponentiéle verdeling met parameter A, d.w.z.

P{T>t+s|T>t}=P{T>s}=e" voor alle s,t > 0.

“Zie ook http://en.wikipedia.org/wiki/Chapman-Kolmogorov_equation.
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2.2 Klassificatie van de toestanden

2.2.1 Eigenschappen gebaseerd op de geassocieerde gerichte graaf

Een Markovketen kan worden voorgesteld door middel van een gerichte graaf. De knooppunten

corresponderen met de toestanden en er is een pijl van ¢ naar j als p;; > 0. Dan geldt dat pg»)
gelijk is aan de som van de producten van de kansen over alle pijlenpaden van t pijlen van ¢

naar j. (Dit kun je met behulp van de Chapman-Kolmogorov vergelijkingen nagaan).

Er is dus een positieve kans om in ¢ stappen toestand j te bereiken vanuit toestand ¢ d.e.s.d.a.
er een pijlenpad van t pijlen van ¢ naar j. Dat betekent dat eigenschappen die te maken hebben

met bereikbaarheid essentieel eigenschappen zijn van de geassocieerde graaf.

Een toestand j heet bereikbaar vanuit toestand i (notatie i — j) als er een tijdstip ¢ € Ny is met

0

stel p

> (. Deze eigenschap is transitief, immers:

g-l) > (0 en pg.zl) > 0, dan geldt volgens de stelling van Chapman-Kolmogorov:

Pt =3 pp” = Pl > 0.
l

De toestanden i en j communiceren (notatie i <+ j) als j bereikbaar is vanuit i en i bereikbaar is

vanuit j.
Lemma 2.3 De eigenschap ‘communiceren’ is een equivalentierelatie.

Bewijs

De eigenschappen reflexiviteit, symmetrie en transitiviteit zijn eenvoudig verifieerbaar. =

Gevolg 2.4 § is de vereniging van een aantal disjuncte equivalentieklassen, kortweg de klassen

van de Markovketen genoemd.

Toestand j is bereikbaar vanuit toestand ¢ komt dan overeen met het bestaan van een pijlenpad
van ¢ naar j in deze graaf. Uit de definitie van ’communiceren’ volgt dat de equivalentieklassen
overeenkomen met streng samenhangende componenten van de bij de Markovketen behorende
gerichte graaf.

We zullen zien dat de toestanden binnen een klasse bepaalde eigenschappen gemeen hebben. Een
toestand ¢ die communiceert met iedere toestand die vanuit ¢ bereikt kan worden heet essentieel;
is dit niet het geval, dan heet de toestand inessentieel. Vanuit een essentiéle toestand is dus
geen enkele inessentiéle toestand bereikbaar. De eigenschappen essentieel en inessentieel zijn dus

eigenschappen van een gehele klasse.

Een deelverz. C' C S heet gesloten als p;; = 0 voor allei € C'en j ¢ C.

Lemma 2.5 Fen klasse is essentieel d.e.s.d. als de klasse gesloten is.
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Bewijs Als C' een essentiéle klasse is, i € C' en p;; > 0, dan is ¢ — j, zodat ook j — i: j behoort
ook tot de klasse C'. Hieruit volgt de geslotenheid.
Omgekeerd, als C' gesloten is en ¢ € C, dan volgt uit ¢ — j dat j € C, zodat i <> j, waarmee is

aangetoond dat C essentieel is. 0O

Een andere klasse-eigenschap, die onder andere een rol speelt bij het bepalen van het limietgedrag
van de t-stapsovergangskansen voor grote waarden van ¢, betreft de periode. De periode d(i) van

toestand 7 is gedefinieerd door:

2.2.1
0, als pg) =0, voor alle t € N. ( )

(i) { ggd. {teN| pg) > 0}, als er een t is met pz(f) #0
1) =

Stelling 2.6 Als i <> j, dan geldt d(i) = d(j).

Bewijs Wegens de symmetrie tussen ¢ en j is het voldoende om aan te tonen dat d(j) een deler is

van d(i). Hiervoor is het voldoende om aan te tonen dat d(j) een deler is van elke ¢ € N waarvoor

pg? > 0. Laat t € N zdd. pz(f) > 0 (zo'n t bestaat omdat i <> j), en laat k € N en [ € N zdd.
2 5 0 geldt

[

pg:) >0 en pg.? > 0. Omdat ook p

P > p@plpl) > 0

en

P2 5 0,206 o
Dus d(j) is een deler van zowel k + t + [ als van k + 2t + [, dus d(j) is ook een deler van

(k+2t+1)— (k+t+1) =t O

De toestanden uit dezelfde klasse hebben dezelfde periode: we spreken daarom over de periode
van een klasse. Als de Markovketen slechts één klasse heeft, d.w.z. dat alle toestanden met elkaar
communiceren, dan heet de keten irreducibel. Als de keten irreducibel is, dan is de periode van
alle toestanden hetzelfde en spreken we over de periode van de Markovketen. Als d(i) = 1, dan
heet i een aperiodieke toestand en de bijbehorende klasse aperiodiek; als d(i7) = 1 voor alle i € S,

dan heet de keten aperiodiek.

Stelling 2.7 Zij F' een essentiéle klasse met periode d.

1. Voor iedere i,j € F is er een unieke r(i,j) € Nog met 0 < r(i,j) < d—1 zdd. t =

® < 0.

r(i,j) (mod d) als p;;

2. Er bestaat een partitie van F' in Fy, F1,... Fq_1 zdd. als p;j >0 eni € Fy, dan j € Fyqq,
waarbyy Fy = Fy.
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Bewijs

1. Neem een tweetal toestanden 4,5 € F. Laat k,l € N zdd. pl(-;?) > 0 en pgll-) > 0. Neem
r(i,5) €{0,1,...,d — 1} zdd. r(i,j) = k (mod d). Zij nu t € N zdd. p{! > 0. Dan is d een
deler van t 41 en van k + [, dus ook van het verschil: ¢t =k = r(i,j) (mod d).

2. Kies een vaste toestand [ € F en definieer voor k = 0,1,...,d—1: F, ={j € F | pl(? >
0 impliceert dat t = k (mod d)}. Uit onderdeel 1 volgt dat deze definitie consistent is.
Veronderstel dat p;; > 0 met ¢ € F}, en laat ¢t € N zdd. pl(? > 0, dus t = k (mod d). Omdat
pl(;H) > pl(f)pij >0ent+1=k+1 (modd), geldt dat j € Fyy;. 0

De verzamelingen Fy, Fi, ... Fy_1 heten de cyclische deeclverzamelingen van F'.

Voor de begrippen essentieel, inessentieel en periode ging het in wezen om de vraag of een bepaalde
eventualiteit ooit, of in een bepaald aantal stappen, mogelijk is, d.w.z. een positieve kans heeft.
Daarbij ging het alleen om het onderscheid tussen nul of positief zijn van bepaalde kansen. Hoe
groot een positieve kans was deed niet ter zake. We zullen nu gaan kijken naar vragen of een

bepaalde eventualiteit zeker is, d.w.z. kans 1 heeft.

2.2.2 Absorptiekansen

Laat fi(;) de kans zijn dat de Markovketen, als gestart wordt in toestand ¢, op tijdstip ¢ > 1 voor
het eerst in toestand j komt. Laat f;; de kans zijn dat de keten, startend in toestand ¢, ooit in

toestand j komt; deze kans heet de absorptiekans. Voor deze begrippen geldt:
f9 = P(X,=j,X,#jvoor s=1,2,...,t—1| Xo =i};
fi = PUR{X=j} | Xo=i} =52, £

fii is de kans dat als we in toestand i starten, we ooit nog terugkeren in toestand 1.
Definitie Toestand i heet recurrent als f;; = 1 en transiént als f; < 1.

Deze definitie zegt dat als we in een recurrente toestand starten we er met kans 1 in terugkeren.
Volgens de Markov eigenschap is het gedrag dan alsof de keten op dat moment opnieuw begint

in die toestand. Het is dus zeker, dat we oneindig vaak in deze toestand terugkomen.

Anderzijds geldt voor een transiénte toestand dat er een positieve kans, namelijk 1 — f;;, is dat
we nooit meer in toestand ¢ terugkeren. Als we er toch in terugkeren, dan is op grond van de
Markov eigenschap de kans dat we er nooit meer terugkeren wederom 1 — f;;. Startend in ¢ is dus
de kans dat we precies n keer in toestand ¢ zijn gelijk aan 371(1 — fii), n > 1. Het is dus net
alsof er iedere keer dat de keten in toestand i is met een munt, die succeskans 1 — f;; heeft, wordt
gegooid, waarbij ’succes’ betekent dat we nooit meer in i terugkeren. Het verwachte aantal keren

dat we in ¢ zijn is dus de verwachting van een geometrisch verdeelde stochastische variabele met
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succeskans 1 — f;; en deze verwachting is gelijk aan ﬁ Het verwachte aantal keren dat we er

terugkomen is dus gelijk aan = f —1=3 o 1}”

Uit het bovenstaande volgt ook dat een toestand recurrent is d.e.s.d. als het verwachte aantal
keren dat we er terugkeren oneindig is.

Soms is het gemakkelijker om onderstaand criterium voor transiént te gebruiken voor de verificatie

of een toestand transiént dan wel recurrent is.

(®)

Stelling 2.8 Toestand i is transiént d.e.s.d. als Y oo p;;’ < 00.
. . 1 als Xt =1
Bewijs Neem een toestand ¢ en laat I; = .
0 als Xy #1

Dan is ) ;2 I; het aantal keren dat toestand ¢ wordt bezocht vanaf tijdstip ¢ = 1. Nu geldt:

E{Z I | onz} =N E{L | Xo=i}=) P{X;=i|Xo=i}=) pl.
t=1 t=1 t=1 t=1

Noteer anderzijds het aantal keren dat ¢ wordt bezocht met de stochastische variabele NV;.

Dan geldt (zie Vraag 2.5) dat IV; voldoet aan

E{Ni\XO:i}:iP{NiZk\oni}:i(fii>k

k=1 k=1
Dus geldt
Sop =E{N | Xo =i} =Y (fa)
=1 k=1
Dit is oneindig als f; = 1 en anders 11 T < 0. 0

Lemma 2.9 Als toestand i recurrent is en i <> j, dan is ook toestand j recurrent.

(k)

ij
k+t+l @ @) (k) (k)
Zt lpjj —Zt 1P >Z1?i1 pjipii pij p]zpz] Zt lpzz O

>0 en p('l) > 0. Dan geldt:

Bewijs Kies k en [ zdd. p i

Gevolg 2.10
De eigenschap recurrent is een eigenschap van een klasse: we kunnen daarom spreken over een

recurrente klasse of een transiénte klasse.

Voorbeeld 2.1 Bernoulli wandeling (vervolg)
Beschouw Bernoulli wandeling. In deze Markovketen communiceren alle toestanden met elkaar:
er is dus één essentiéle klasse. leder pad van toestand 0 naar zichzelf heeft een even aantal

stappen. Neem een pad van 0 naar 0 met 2n stappen. Dit pad ligt vast door te zeggen welke n
n
stappen uit de 2n stappen naar rechts zijn. Er zijn van dergelijke paden en ieder pad heeft

een kans p"q"™. Er geldt dus

oIn+1 2 2n on
p(()on-i-):(); p(OOn):< pnqn_(')‘pnqn n=0,1,....
n nln!
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Stirling’s formule °

geeft de benadering
OB S C i
00 N N

Merk verder op dat pg < i met gelijkheid d.e.s.d. als p =

1
3
Alsp= %, dan geldt

> =1 1 o 1 1 =1
ZPOONZ nﬂ' ﬂ'zﬁ ﬁszoo:

n=1 n=1 n=1 n
de keten is recurrent.
Als p ;é , dan is voor a, = (% :
1 Il _ fim 4dpq vn =4dpg < 1,

zodat Y7, p(()g) < 00, waarmee is aangetoond dat de keten transiént is.

Voor transiénte toestanden j geldt zelfs dat ), pl(-;») < oo voor all ¢ € S. Om dat te bewijzen

hebben we het volgende decompositie lemma nodig.

Lemma 2.11 pg’-) = Zi:l Z(]S)pg'; %) voor alle i,jES enallet>1.

Bewijs
Neem voor ¢ en j twee willekeurige toestanden. Laat Xo = ¢ en 7; = het (stochastische) tijdstip

waarop toestand j voor het eerst wordt bereikt. Dan geldt:
PS) = Y Plr=sX=j| Xo=1i}

= Y Plr=s | Xo=iP{Xe=j | Xo=j, Xem1 #J, . Xa # J, Xo = i}

= Yo Pl =s|Xo=i}P{X; =] | Xs =}

= Zi:l 5)1?5-?5)- d
Het bovenstaande resultaat kan ook met een wat intuitiever bewijs worden gegeven: om in ¢
stappen van ¢ naar j te komen, moet dit ergens voor de eerste keer gebeuren, zeg in stap s,

waarbij s de waarden 1,2,...,¢ kan hebben. Bij gegeven s moet dan in ¢ — s stappen van j naar

j worden gegaan. Dit levert het resultaat

(t) (t—s)
Pij = me Pj; -

De laatste redenering is niet geheel formeel, omdat het tijdstip s, waarop we voor het eerst j
bereiken, niet deterministisch maar stochastisch is. In de hierboven gegeven formele behande-

ling wordt ook duidelijk waar we de Markov eigenschap gebruiken. In het vervolg zullen we

Szie bijv. http://mathworld.wolfram.com/StirlingsApproximation.html.
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gemakshalve steeds de intuitieve benadering gebruiken. In alle gevallen kan dit echter, zoals in

bovenstaand bewijs, ook een strikt formeel bewijs worden omgezet.

Lemma 2.12 Veronderstel dat toestand j transiént is. Dan geldt voor iedere toestand i € S dat

Do pg) < 00 en dus geldt dat limy_, pg.) =0.
(t)

< 00, dus lim; o p%-) = 0. Neem nu een toestand i # j.

Volgens Lemma 2.11 is ng Zk 1 fzj p]t] *) Soor t > 1. Nu geldt

S = - Z IS B = 3ol <o
t=0

t>1 t>1 k=1 t=k

Bewijs Volgens Stelling 2 8 is >7, p

(|
Het is intuitief duidelijk dat een recurrente klasse gesloten moet zijn. Om dit formeel aan te

tonnen, gebruiken we de volgende stelling die laat zien dat de getallen {f;;}; bepaald kunnen

worden via een stelsel lineaire vergelijkingen.

Stelling 2.13 Laat j € S gegeven zijn, en laat S" = {i € S| fi; > 0}. Dan geldt dat {fi;}ics de

minimale, niet-negatieve oplossing zign van het stelsel
9 =Dij+ Y _Pikg, 1€ S
k#j

Het is de unieke oplossing in een eindige Markovketen.

Bewijs Merk op dat, als de Markovketen S’ kan verlaten, dan keert hij met kans 0 terug. We
mogen de Markovketen dus tot S’ beperken. Zonder verlies der algemeenheid mogen we dan
aannemen dat S’ = S, waarbij nu de overgangsmatrix substochastisch kan zijn, d.w.z. > jpij < 1.
Dat maakt voor de analyse niet uit.

We bewijzen eerst dat {f;;}; een oplossing zijn.
_ oo () _ (1) oo () _ oo (t—1)
fij = Zt:l fij - fij +Zt:2 fz‘j —pij+zt:2 Zk;;éj pzkf
t—1
= Dij + Dk Pik 2ion f,Ej )= Pij + 2ty Pk

Stel {g;}: zijn een andere oplossing. Dan geldt

9i = pij+zpik9k

Py
= fi(jl) + > pikgk
Py
> 1S pilog + > pug)
k#j I#j
= f(l) -(f) + Z PikPkigL

k,l#j

1
= P+ +iju 9,
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waarbij {;pii}ijes de matrix ;P is die uit P verkregen wordt door de kolom van j gelijk te maken
aan 0, en {jpg)}“es de t-de macht van deze gereduceerde matrix. Iteratie geeft voor elke N > 1

en 7 € S dat
N N) N )
9i = Zfi(j) +Zﬂ?§z @z fi
t=1 l t=1

De limiet N — oo nemen geeft het gewenste resultaat.

Stel nu dat de Markovketen eindig is, en laat g; > f;; een andere oplossing zijn. Dan geldt dat

g9i = fii =Y pinlgr — frj) Z]pzk — fri)-

k#j

Iteratie geeft dat
—fij = ZJPEZ)(gk — frj), n>1
k

Merk op dat ;P de overgangsmatrix van een transiénte Markovketen is. Volgens Lemma 2.12
geldt dat J]o(k) — 0, voor n — oo. Omdat de sommatie over k eindig is, geldt dus ook dat
Dok jpgg)(gk — frj) = 0, als n — oco. Dus is g; — fi; = 0 voor alle i € S. 0

Gevolg 2.14 Alsi <+ j en toestand i is recurrent, dan geldt f;; = 1.

Bewijs zelf! 0

Voorbeeld 2.2 Gokmodel (vervolg)
We zullen de kansen f; y,0 < i < N (de winstkansen) expliciet berekenen. Pas Stelling 2.13 toe:

fon =0; fnn =1 fin =pfixin + (1 —p)ficin, 1 #0,N.
Hieruit volgt (schrijf f; y = pfin + (1 —p)fin)
plfiriny = finy = A =p{fin— ficin}, i=1,2,...,N - L

Zij g(i) = fixin — fin, 0<i< N —1eng=1—p, dan geldt:

o)=L eati-1) == (1) 90 = (1) i
We krijgen nu voor i =1,2,..., N:
fin = (fin— ficin)+ (ficin — ficon) + -+ (finv — fon)

= {7+ @)+ (D) i
1- ( )1

= P

- fi,N voor p # q

. 1
ifi,N Voor p=gq =35

Aangezien fyn = 1, kunnen we fi n oplossen uit bovenstaande uitdrukking voor ¢ = N en
daaruit volgen dan de andere f; n’s:

1—

» 1 1(
w voor p §£ 5
p

ﬂ)i
fin = iy fin = 1_(§)N voor p #
’ 7 voor p =

2|~
(ST

1 1
~ VOOor p = 3
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Voorbeeld 2.1 Bernoulli wandeling (vervolg)
In geval p # 1/2 kunnen we met behulp van het lineaire stelsel de kans fyo berekenen dat we ooit

nog terugkeren in toestand 0. Veronderstel dat p > %, dan geldt volgens Stelling 2.13:

Joo =pfio+ (1 —p)f-10.

Omdat (zie de eerste bespreking van dit voorbeeld) volgens de Sterke wet van de grote aantallen
de toestand voor grote waarden van n na n stappen met kans 1 bij benadering gelijk is aan

(2p — 1)n, en dus naar oo gaat, is f_1 0 = 1, zodat

foo =pfio+ (1 —p).

Verder geldt (gebruik weer Stelling 2.13):

Jio = (1 —=p) + pfao.

Om vanuit toestand 2 in toestand 0 te komen moeten we eerst in toestand 1 komen en de kans
dat dit ooit gebeurt is ook fip (waarom?). Als we in toestand 1 zijn dan is de kans om ooit in
toestand O te komen f19. Er geldt dus

fio=(1-p) +pfio,

waaruit volgt dat fig =1 of fig = 1}%17. Echter, fig = 1 is onmogelijk omdat de keten transiént

is en we niet met kans 1 ooit in 0 terugkeren. Dit geeft:

l—p
foo=(00—=p)+p- —, ~-p)
Analoog krijgen we voor p < % dat foo = 2p, zodat algemeen geldt

foo = 2min(p,1 — p).

Lemma 2.15 Laat C' een gegeven recurrente klasse zijn, dan is C gesloten.

Bewijs Stel dat C' niet gesloten is, d.w.z. p;; > 0 voor zekere ¢ € C' en j ¢ C. Veronderstel dat

voor zekere k geldt dat p(.’;)

J
geldt dus pg-f) = 0 voor iedere k. Maar dan is volgens f](f ) — 0 voor alle k en dus ook fji = 0.

Hiermee is bewezen dat voor iedere k ¢ C' met p;r, > 0 fr; =0, d.w.z. pifr; = 0 voor alle k ¢ C.

> 0. Dan communiceren ¢ en j wat een tegenspraak oplevert. Er

Verder geldt volgens Gevolg 2.14 fx; = 1 voor alle k € C. We kunnen nu schrijven (gebruik
Stelling 2.13)
L= fi=pi+ Y pirfri =Y pix < (1—py) <1,
ki keC

wat eveneens een tegenspraak oplevert. 0

Gevolg 2.16 FElke open klasse is transiént. Omdat inessentiéle klassen open zijn, zijn de ines-

sentiele toestanden ook transiént.
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Het volgende voorbeeld laat zien dat essentiéle klassen zowel recurrent als transiént kunnen zijn.
Dit is alleen waar als de toestandsruimte niet eindig is. We zullen later zien dat voor een eindige

toestandsruimte essentieel en recurrent (en dus ook inessentieel en transiént) hetzelfde zijn.

Voorbeeld 2.7

Laat S = Ny en neem als overgangskansen p;o = p;, en p;;+1 = 1 — p; voor alle i € S met de
pi’s nog nader te bepalen kansen uit (0,1). Het is eenvoudig in te zien dat de keten aperiodiek
is. Merk verder op dat alle toestanden met elkaar communiceren, zodat er één klasse is (de keten
is irreducibel), die dus gesloten is, zodat alle toestanden essentieel zijn. Alle toestanden zijn wat
betreft recurrentie of transiéntie van hetzelfde type. Het is dus voldoende om na te gaan tot welk
type toestand 0 behoort. Als we in 0 starten dan kunnen we slechts dan nooit in toestand 0
terugkeren als we steeds overgangen van toestand t naar toestand ¢ + 1 maken, dus als X; = ¢
voor t =0,1,.... Er geldt dus

oo
l—f()o:P{Xt:t,t:O,l,,,, |X0:0}:H(1_pt),
t=0

zodat
foo <1 (d.w.z. de klasse is transiént) d.e.s.d. als [[;2,(1 —p) > 0.

Het is bekend dat dit alleen het geval is indien Y ;2 py < 00.% Met de keuze

pz:W,Z:O,L

krijgen we dus een transiénte keten, terwijl de keuze

een recurrente keten oplevert.

2.2.3 Absorptietijd

Binnen de klassen van recurrente toestanden kunnen we nog een verder verfijning aanbrengen.
Voor een recurrente toestand i definiéren we de verwachte terugkeertijd p;; door

o0

iz = Z tfi(it)7

t=1

d.w.z. het verwachte aantal transities voordat we voor de eerste keer weer terug zijn in toestand .

Definitie Fen recurrente toestand i heet positief recurrent als p; < oo en nul-recurrent als

iz = OO.

5Voor het bewijs wordt gebruik gemaakt van de ongelijkheid e™® > 1 — &, die impliceert dat 1 — p, < e Pt
voor alle t. Hieruit volgt HtT:O(l —p) < e” Si=0Pt. Verder wordt gebruikt dat voor alle T" en m geldt dat

o (L=p) 2 1= 307 pe.
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We zullen later zien dat nul-recurrent alleen voor kan komen als de toestandsruimte aftelbaar (en

niet eindig) is.

Opmerking
De eigenschappen positief recurrent en O-recurrent zijn klasse-eigenschappen. Het bewijs wordt

gegeven in paragraaf 2.4.

Voorbeeld 2.8

Dit is een voorbeeld met een transiénte, een nul-recurrente en een positief recurrente klasse. Neem
3 kopieén van de natuurlijke getallen Ny. Noteer de knooppunten in de eerste verz. met ¢, in de
tweede met j en in de derde met k.

In de eerste verz. zijn er vanuit toestand 0 positieve overgangskansen p; naar toestand ¢, waarbij
pi zdd. Y2 ip; < oo. Vanuit een toestand i # 0 gaan we met kans 1 naar toestand ¢ — 1. Alle
toestanden in deze verz. communiceren onderling en de verz. is gesloten.

In de tweede verz. zijn er vanuit iedere toestand j overgangskansen % naar toestand j + 1 en van
1
2
de 0 in de eerste verz. te gaan en ook een kans % voor een overgang naar 0 in de derde verz. Alle

iedere j # 0 ook een overgangskans s naar toestand 0. Verder is er vanuit 0 een kans i om naar

toestanden in deze tweede verz. communiceren onderling, maar de verz. is niet gesloten.

In de derde verz. is er vanuit iedere toestand k # 0 een overgang met kans 1 naar toestand
k — 1 en vanuit toestand 0 is er een positieve overgangskans ¢, naar toestand k, waarbij q; zdd.
Y pey kqr = oo. Alle toestanden in deze verz. communiceren onderling en de verz. is gesloten.
Het is nu duidelijk dat de eerste verz. een positieve recurrente klasse is, de tweede een transiénte

en de derde een nul-recurrente. De periode van iedere toestand is 1: de keten is dus aperiodiek.

Vraag 2.4 Bewijs dat als ¢ — j en j transiént is, dan is ook ¢ transiént.

Vraag 2.5 a. Toon aan dat voor een niet-negatieve geheeltallige stochastische variabele X geldt

E{X} = i P{X > k}.

k=1

b. Toon aan dat voor een N; uit het bewijs van Stelling 2.8 geldt dat

E{N; | Xo=1i}=>_(fi)"
k=1

Vraag 2.6 Toon m.b.v. de Sterke wet van de grote aantallen aan dat een Bernoulli wandeling

transiént is als p # %

Vraag 2.7 a. Bepaal een discrete kansverdeling p op N zdd. >, ip; < oc.
b. Bepaal een discrete kansverdeling ¢ op N zdd. ) ;% ig; = .
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2.3 Absorptiekansen en absorptietijd

Voor praktische doeleinden is het van belang om de absorptiekansen en absorptietijd te kunnen
uitrekenen. Allereerst geldt dat de absorptiekansen in toestanden van een recurrente klasse gelijk
zijn.

Laat Ry de k-de recurrente klasse zijn. Definieer af = P{3n > 1: X,, € Ry| Xo = i}, dit is de

absorptiekans op de Ry, als gestart wordt in toestand <.

Stelling 2.17 Indien j en | tot dezelfde recurrente klasse R* behoren, dan geldt: fij = fu = af

voor alle 1 € S.

Bewijs Schrijf R = R¥. Als i € R dan geldt fij =1 = fu. Alsi ¢ R, i recurrent, dan is

fij = 0= fiy op grond van Lemma 2.15. We nemen dus aan dat ¢ transiént is. Dan geldt

t—1
i = Y =33 Y PXa=rXe=jX.¢Rs<nXy#ju<t|Xo=i}+

t>1 t>1 n=1reR,r#j

+Y P{Xy=j, X, ¢ R,s < t| Xo=1i}
t>1

t—1
= ZZ Z fﬁj_")P{Xn:r,Xs§§R,s<n|X0:z‘}+

t>1 n=1reRr#j
+Y P{Xy=j, X, ¢ R,s < t|Xo=i}
t>1
= > > PXp=rX.¢gRs<n|Xo=ilfrj+Y P{Xi=jX.¢Rs<t|Xo=i}
n>1reR,r#j t>1

- ZZP{Xn:r,XS¢R,s<nyX0:i}:a§,

n>1reR

O

Gevolg 2.18 Aangezien de absorptiekansen op toestanden uit dezelfde recurrente klasse gelijk

zijn, spreken we over de absorptickansen op een recurrente klasse.

7ij @@ de submatrix van de overgangsmatrix behorende bij de transiénte toestanden T. Op grond
van Lemma 2.12 geldt dat >, Q" < co.

Stelling 2.19 Voor iedere k = 1,2,...,m zijn de absorptiekansen af, 1 €T, de minimale niet-
negatieve oplossing van het lineaire stelsel x = b* + Qx met bf = ZjeRk pij, © € T. De oplossing

is uniek in een eindige Markovketen.

Bewijs zie Opgave 2.33.
O
Voorwaardelijke overgangskansen gegeven absorptie Stel dat de Markovketen een pro-

ductieproces beschrijft, waarin producten uiteindelijk goedgekeurd dan wel afgekeurd kunnen

worden. De afkeur- en goedkeurtoestanden zijn dan absorberende toestanden, en vormen ieder
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een gesloten recurrente klasse. De overige toestanden vormen dan een transiénte klasse, zeg
T. Hoe kun je de voorwaardelijke overgangskansen van de Markovketen gegeven absorptie in de
goedkeurtoestand berekenen?

Laten we deze toestand G noemen, en A de gebeurtenis dat de keten uiteindelijk in G eindigt.
De vraag reduceert tot het berekenen van de voorwaardelijke kans P(X; = j| Xo = i, A) voor

1,7 € T. Laat 7,5 € T, dan geldt

P(Xl = ja XO = ZuA)

P(X1=j|Xo=144) =

P(Xo=1,A)

_ PAXo =14, X =j) P(Xo =i, X =)
P(A| Xo =1) P(Xo = 1)

_ lic

Rl

Gegeven absorptie in G, kun je grootheden waarin je geinteresseerd bent dus uitrekenen door een
Markovketen te beschouwen op T, met overgangskansen (p;; fjc/ fic)ijer- In deze nieuwe keten
is de kans op absorptie in GG natuurlijk 1. Je kunt hiermee bijv. bepalen, wat het verwachte
aantal productiehandelingen is voor producten die uiteindelijk goedgekeurd worden.

Ga zelf na, hoe de n-staps overgangskansen van deze voorwaardelijke Markovketen gerelateerd

zijn aan de n-staps overgangskansen van de oorspronkelijke, onvoorwaardelijke, Markovketen.

Absorptietijden Laat Z = ) ;°) Q'. Dan is z; het verwachte aantal keren is dat j wordt

bezocht als gestart wordt in ¢, immers:

75 N 1 als toestand j op tijdstip ¢ wordt bezocht indien gestart wordt in toestand .
1) t —
0 anders.

Dan is het verwachte aantal bezoeken aan j als gestart wordt in ¢ gelijk aan

STEWNG =Y PV =13 =Y pY.
t=0 t=0 t=0

In een eindige Markovketen geldt dat Z =3, Q' = (I — Q)~!. Dit kun je verifiéren door links
en rechts te vermenigvuldigen met (I — Q).

De absorptietijd t;, i € T, is gedefinieerd door

t; = Z Zij-
JET
Dit is dus de verwachte tijd voordat absorptie optreedt als we starten in transiénte toestand 4.
In een eindige Markovketen is ¢; < oo, maar in een aftelbare Markovketen hoeft dat niet per sé
het geval te zijn.
Zowel voor de getallen {¢;}; als {z;;}; kun je lineaire stelsels opstellen waarvan deze getallen een
oplossing zijn (mits zijn eindig zijn). Voor de eindige toestandsruimte is uniciteit van de oplossing
gemakkelijk aan te tonen. Voor de aftelbare toestandsruimte hoeft uniciteit niet noodzakelijk te

gelden.
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Voorbeeld 2.10 (vervolg)

Q=< >;I—Q=<_ )a{f—@}—lz(

Voorbeeld 2.2: Gokmodel (vervolg)
Bschouw het gokmodel voor p = % Voor de absorptietijd ¢; van een transiénte toestand 1 < i <
N —1 geldt:

Sl O
o Wi
NIt p—
— Wi
[\CI[VCI )
DO ol
\_/
o+
I
[
I g

1 1
=1+ §ti—1 + §tz'+1; to =ty = 0.

Dit is een inhomogene differentievergelijking waarvan de oplossing luidt t; = (N —i), 0 <i < N.

Voorbeeld 2.9 Stochastische wandeling op een cirkel
We plaatsen N > 2 punten op een cirkel op gelijke afstanden van elkaar en noemen de punten

0,1,2,--- N — 1. Zij {X;} een stochastische wandeling op deze cirkel met

1
pi,i+1:pi7i,1:§, 0<i<N-1, waarbiji+1=0alsi=N—-1eni—1=N —1alsi=0.

Veronderstel dat Xg = 0 en zij Ty het eerste (stochastische) tijdstip waarop alle N punten zijn

bezocht. We zullen aantonen dat
1
E{Tn} = §N(N -1).

Laat T} het eerste tijdstip waarop k punten zijn bezocht. Dan zijn 77 en T deterministisch,
namelijk 77 = 0 en 7o = 1. We zullen eerst r(k) = E{T} — Ti—1} berekenen.

Merk allereerst op dat op ieder tijdstip de bezochte toestanden een aaneengesloten verz. op de
cirkel vormen en dat op de tijdstippen 7; een nieuw punt wordt bezocht. Toestand X7, , is dus
een randpunt van de verz. en op tijdstip Tj_; is één van de buren van X7, |, wel bezocht en de
andere nog niet. Op het volgende tijdstip wordt dan ofwel een nieuw punt (het k-de) bezocht
ofwel we gaan naar een punt dat één plaats van de rand naar binnen ligt, en beide mogelijkheden
hebben kans % Als we naar zo'n inwendig punt gaan dan duurt het weer enige tijd voordat
we op een randpunt zijn. Deze tijd is de absorptietijd van het gokmodel (Voorbeeld 2.2) met
k — 1 toestanden en we hebben hiervoor afgeleid (neem i = 1 en N = k — 2) dat deze tijd als
verwachting 1-{(k—2)—1} = k—3 heeft. In dat randpunt zitten we dan weer in dezelfde situatie

als op tijdstip Tyx_1. Hieruit volgt
1
r(k)=1+ 5{(kz —3)+r(k)},

d.w.z. dat r(k) = k — 1. Hiermee krijgen we tenslotte:

N

N N
E{In} =To+Y E{Ti-Tia}=1+) r(k)=1+) (k-1)= %N(N—l).
k=3 k=3 k=3
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Eerste doorkomsttijden We willen niet alleen de kans kunnen bepalen dat toestand j vanuit
toestand i ooit bereikt wordt (de absorptiekans), maar ook het verwachte aantal stappen om
vanuit toestand i toestand j voor het eerst te bereiken. De eerste doorkomsttijd van ¢ naar j,

genoteerd met f1;;. Een voor de hand liggende definitie lijkt

S 0
¢
Hij = Z tf ij
t=1
We moeten ons echter realiseren dat de getallen fi(;),t = 1,2,... in het algemeen geen echte
kansverdeling zijn: zo zijn de getallen fi(;) ,t =1,2,... alleen een echte kansverdeling als f;; = 1,

d.w.z. als toestand 7 recurrent is. Een correcte definitie is daarom

Hig = D thy + 00 (1= fi).

t=1

Omdat deze laatste uitdrukking oneindig is voor f;; < 1, is het alleen zinvol om het geval te

beschouwen dat f;; = 1.

Stelling 2.20 Laat C een positief recurrente klasse zijn. Dan geldt voor een vaste j € R: p;j,

1 € R, zijn de minimale niet-negatieve oplossing van het stelsel

vi =14 pixtk, i€ R. (2.3.1)
ke

Deze is uniek als de klasse R eindig is. Omgekeerd, als het stelsel (2.53.1) een niet-negatieve

oplossing op een gesloten klasse C' heeft, dan is C' een positief recurrente klasse.

Bewijs Opgave 2.34.

Voorbeeld 2.10 Beschouw een Markovketen met zes toestanden en met overgangsmatrix

1 1
00 (1) 2 2 (2) De bijbehorende graaf bestaat uit de pijlen (1,4),(1,5),(2,3),
00 3 00 3 (2,6),(3,3), (4,4), (4,5), (5,1), (6,2) en (6,3).
p— 001 (1) (1) 0 Gazelf nadat {1,4,5},{2,6} en {3} de equivalentieklassen zijn,
000330 waarvan de tweede transiént is en de eerste en de derde recur-
1 0 00 0 O
rent.
03 7000

We kunnen in C' = {1,4,5} als volgt de eerste doorkomsttijden naar 1 berekenen:

1 1 1 1
pir =1+ SHa1 + QHsL; a1 = 1+ S Ha1 + SHsL; M5 = 1.

Dit geeft: p11 = 3; a1 = 3; pus1 = 1.
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2.4 Het limietgedrag van de overgangsmatrix

Als je het gedrag van P® bestudeert voor ¢t — oo, dan valt het op dat deze matrix vaak conver-

0.3300 0‘6700)
0.7500 0.2500/°

. p(2) _ (0.6114 0.3886 (4) _ (0.5428 0.4572 (8) _ (0.5271 0.4729
Dan is P'% = (0.3450 0.5650)7 P = (0.5117 0.4883) en P = (0.5294 0.4706)'

geert naar een matrix met identieke rijen. Beschouw bijvoorbeeld P = (

In het algemeen hoeft de matrix P® niet te convergeren als t — oo (bijvoorbeeld is er geen
convergentie als P = ((1) (1)) (ga dit zelf na). Voor een Markov irreducibele aperiodieke keten
zullen we bewijzen dat wel geldt dat lim; .. P®) bestaat en identieke rijen oplevert. Het bewijs

maakt gebruik van vernieuwingstheorie.

In Lemma 2.12 is aangetoond dat de transiénte toestanden ‘verdwijnen’, d.w.z. dat

)

. t ..
lim; oo pij = 0 voor i, j transiénte toestanden.

We hebben echter gezien dat in het algemeen lim;_o. P niet bestaat in verband met periodici-

teit. Vandaar dat we het gedrag omzichtiger zullen bestuderen, via de zogenaamde Césaro-limiet.

Zij A1, Ao, ... en A reéle N x N-matrices en laat

1 n
Bn:n;Ak, n € N.

Indien
A= lim B,,
n—oo
dan schrijven we
A="°lim A,
n—oo

en A heet de Césaro-limiet van de rij Ay, As, .. ..
Ga zelf na dat als de gewone limiet bestaat, de Cesaro-limiet ook bestaat en dat beide limieten

aan elkaar gelijk zijn.

Stelling 2.21 1. p;“j =lim ;00 % ZZ;(l) pz(f) bestaat voor iedere i,j € S.

Er geldt dat P*P = PP* = P*.

) ) y o als j recurrent is;
2. Voor iedere j € S geldt: p;; = O” i _—
als j transiént is.

3. Voor iedere i,j € S geldt: pfj = fl-jp’]'fj.
Bewijs (1) Zij
n—I1
1
B — — k '
- Z P*, neN
k=0
Omdat 0 < pz(-;.c) < 1 voor alle k, is ook 0 < bg? < 1 voor alle n. Dus voor iedere i,j € S
(n)

1)
n € N} twee verschillende opeenhopingspunten, zeg J;; en Kj; heeft.

heeft iedere oneindige deelrij van de rij {b;.”,n € N}, een ophopingspunt. Stel dat er een paar

(n)

i,j zodanig de rij {sz ,
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(n) (m1)
ij ij
diagonalisatie procedure kunnen we nu verdere deelrijen vinden, die we weer {ny}r en {m;};

Dan zijn er deelrijen {n;}, en {m;}; zodanig dat b;.;*’ — J;; en b — Kj;. Via een Cantor-
noemen, en matrices J en K zodanig dat B") — J, k — oo en B™) — K. | — co. Met behulp

van Fatou’s lemma volgt dat > J;; < 1len ) Ki; <1 voorié€ S. Omdat
B™ 4 l{Pn — I} =pPB™ =BMp
n

geldt
J=PJ=JP en K =PK =KP.

Dit is niet triviaal. De gelijkheden J = PJ en K = PK volgen door toepassing van de gedomi-
neerde convergentie stelling, waarbij we gebruiken dat J en K niet-negatieve matrices zijn, met
rijsommen kleiner dan of gelijk aan 1.

We leiden af dat J = JP. Met behulp van Fatou’s lemma volgt dat J > JP. Stel er is een paar
i, j waarvoor geldt dat J;; > (JP);; + € voor een € > 0. Dus geldt dat

Zjil > ZJikPkl+€: Zjik+€a
] %l %

tegenspraak. Merk op dat je de sommatievolgorde mag verwisselen, omdat alle termen niet-
negatief zijn! Limiet en som verwisselen mag hierbij door de gedomineerde convergentie stelling.
Eveneens volgt hieruit: J = P*J = JP* en K = P*K = KP* voor alle k € N. Dus: J =
B™J = JB™ en K = BMEK = KB™ voor alle n € N. Met dezelfde argumenten als boven
krijgen we dat

J=KJ=JKen K=JK =KJ,

zodat J = K. Tegenspraak.
De limiet bestaat dus. Noem deze P*. Uit het bovenstaande volgt dat ook geldt
P*P = PP* = P*P* = P*.
(2) Neem allereerst een transiénte toestand j. Volgens Lemma 2.12 is
lim pg-@) =0, 1€8,
n—o0
zodat ook de Cesaro-limiet bestaat en gelijk is aan

n—1
pfj = lim "—*OO%Z pgg) =0, 1€58.

k=0
Beschouw vervolgens een recurrente toestand j, waarvoor dus fj; = 1. De tijden tussen opeenvol-
gende bezoeken aan j zijn onderling onafhankelijke, identiek verdeelde stochastische variabelen
met verwachting ;.
Zij N(n) het totaal aantal bezoeken aan j op de tijdstippen 0, 1,...,n —1, als gestart wordt in 7,
met bijbehorende vernieuwingsfunctie m(n) = E{{N(n)}. Dan geldt volgens Stelling 3.7 (zowel
als pj; < oo als voor pj; = 00):

m(n) 1

lim ——~ = —. (2.4.1)
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1 als Xp =3 Xo =7;
Definieer de indicator variabele Y, = a8 A=, BEEEVER A0 = 3
0 als Xi # j, gegeven Xg = j.

Omdat N(n) =Yy + Y1 +--- + Y,_1 kan (2.4.1) herschreven worden als

lim — Z E{Y;} = — (2.4.2)

n—,oo M ]]

Aangezien E{Y;} =P{X, =j | Xo=j} = p”), kunnen we schrijven:

. ' 1n—1 )
i =l 0 vy =l ;Z B () =

(3) Kies een i,j € S. Door te conditioneren naar de eerste keer dat we vanuit toestand i toestand

7 bezoeken is in te zien dat

Hieruit volgt

1 m 1 m t—1 1 m—1 m—k
DB WA mzpyy{;f;p}.

t=1 k=0 k=0 =1
Zij &y = pj; — 1 ;nol p§ ;» dan geldt: limp oo €m = 0. Verder kunnen we schrijven
m—1 o0
‘ fily - Z v {Z ;“} < fiem+ - S0l { > ff?} -
I=1 t=0 I=m—t+1

Kies € > 0 willekeurig. Omdat 0 < f;; <1, is er een my zdd. Z[’iml fi(jo < e. Er geldt dus

m— ¢ m—m 00 !
e S P E e £ = S I i £}
+ Ly m1+2p]){21 —m—t+1 fi(;)}
=5 m1+1 (E) + E(ml — 2) < 2e voor m voldoende groot.

Dit geeft

m—1 m—t
. . (t) (1) .
fupjy = Jm o> v, {Z T = m Zp% = Py
=1

Ten overvloede presenteren we voor Stelling 2.21 een alternatief bewijs.

Alternatief bewijs Stelling 2.21 We hadden gezien dat de uitspraken alleen nog bewezen
hoeven te worden voor ¢ € T en j € Up Ry, en voor ¢, j € Ry. Dat gaat via de volgende stappen:
E{V{ | Xo=i} . .- . ..
iii) pJ P T <00, als 4 positief recurrent is, Y7 de terugkeertijd van een toestand naar
zichzelf, Vlj = 261 13(Xt) en i, j € Ry.
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Als dit bewezen is, dan volgen uitspraken 2 en 3 van de stelling. Voorts gelden ook de volgende

uitspraken.

a) Als i positief recurrent is, dan is IE{Vlj | Xo = z} <E{V1|Xo =i} < oo. Dusispj; >0,
en dus is pj; < 00, zodat j positief recurrent is. D.w.z. positief recurrentie is een klasse-

eigenschap.

b) PP* = P*. Uit (i,ii) volgt j € Rk

p;ja 1€ Rk
Pij = a;Pjj> (S
0, anders.

Dus geldt voor ¢ € T' dat

Z pap; = sz‘lp?j + Z PPy
]

leT lERy

= D _paaip;+ ) pupj;

IeT IERy,

= (Q_paai + ) palpj; = aipjj.

leT lERy

Voor i € Ry, krijgen we leilpfj = > ler, PuP;; = Pj;- Immers Ry is gesloten. Voor de

overige paren ¢, j komt er links en rechts 0 te staan.

c) > jeRry Pij = 1, voor i € Ry, als Ry een positief recurrent klasse is. Dat volgt uit (iii), omdat
J_
ZjERk Vl - Yi
d) P*P = P*. Je kunt weer nagaan dat de enige niet-triviale gevallen zijn wanneer i € T U Ry
en j € Ry, met R een positief recurrente klasse. Laat i € Ri. Dan geldt
(t) —1
Dot by g ()
B S
n
IER), t=0
Dus

n—1
o ®
vy = liminf ) Y py'py
I€Ry, t=0

n—1
o (t)
2t inf ) pipy
lERy, t=0

= > vy

lERy,

Y

Stel nu, dat er een j € Ry is en € > 0 met p;; > e+ ZleRk p;pij- Dan geldt
L= pjze+ Y pipy=c+1,
JERy LjERy

tegenspraak. Dus geldt gelijkheid. Het geval dat ¢ € T en j € Ry volgt hieruit direct.
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De gevallen (i) en (iii) volgen uit vernieuwingsargumenten. Dat behandelen we in Hoofdstuk 3
We bewijzen slechts (ii). Laat i € TURy en j € Ry gegeven zijn, met ¢ # j. Stel X = i. Schrijf
Yy voor de tijdsduur tot j voor het eerst bereikt wordt. Laat Y, de tijdsduur zijn tussen twee
opeenvolgende bezoeken aan j, n = 1,.... Schrijf ]\_fj(n) voor het aantal bezoeken aan j voor (en
het laatst op) tijdstip n, en N;j(n) voor het aantal bezoeken aan j voor tijdstip n, nd het eerste
bezoek. N.B. Y; > 1!
Dan geldt .

> vl =E{N;(n)| Xo =i} = Y 7 (L+E{N;(n— )| Xo = j)}

n=1

s<n

Kies € > 0 en n. zodat Zs<n ZJS) > fi; — (> 0). Dan geldt voor n > n,

E{N;j(n)| Xo=i} = > A +E{N;(n—s)|Xo=j}

s<n
> Y SYE{N;(n—s) | Xo =4}
s<Ne
Dus voor all € > 0 klein geldt
n (t) = .
Y EIN. X —
Zn_l pz] _ hm 1nf { J(n) ’ 0 Z}
n n—00 n
SEIN;(n—s)| Xo =
> lim inf ngne ij { ( ) ‘ 0 J}
n— 00 n
E {N;(n — s)| Xo = i} n—s 1 :
> Sgn: h&gf n—s n > (fZ]_e);—(flj_e)pjj'
Shoipiy)

Door de limiet € | 0 te nemen krijgen we 1sz > fij pj;- Voor een bovengrens krijgen we

ZZ 1pz] fl]( +E{N](n)|X0:j}
n n ’

zodat . .
n L+ E{N;(n)| Xo = j
lim sup =170 < im sup fii (1 +E{N;(n) | Xo = 7} = fijp};
n—o00 n n—o00 n

N.B. Zj Dy = ZkiRkpos.rcc. af, voor ¢ € T. Dit kan mogelijk < 1 zijn!
Gevolg 2.22 De eigenschappen positief recurrent en 0-recurrent zijn klasse-eigenschappen.

Bewijs Veronderstel dat C' een communicerende klasse is en dat j positief recurrent is. Neem

) 5 0 en p(~l-) > 0. Voor

een ¢ € . Omdat ¢ en j communiceren zijn er indices k en [ zdd. Dij i

iedere n geldt

plF D > pif)p§?>p§2,

zodat ook

Lot (k) 5 ) (0 1 gmet ()

m Zan=0 Pii 2 Dij n— 0 p;j; voor alle m.
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Laat m — oo, dan geeft dit

Dii = Pij" " Pji ~ Pjj-
Omdat j positief recurrent is, is volgens Stelling 2.21 p;j > 0, dus ook pj; > 0, d.w.z. toestand
1 is ook positief recurrent. Hiermee hebben we aangetoond dat positief recurrent een klasse-
eigenschap is. Tevens volgt hieruit dat ook O-recurrent een klasse-eigenschap is. 7 Voor Stelling

2.21 presenteren
Gevolg 2.23 In een eindige Markovketen is elke essentiéle klasse positief recurrent.

Bewijs Laat C een essentiéle klasse zijn. Dan is C gesloten. Laat i € C. Dan geldt dat
Zjec Pg) =1 voor t > 0. Er geldt dat

1 N—1 " | V-1 "
. t . t *
1=ngnmNZsz~j=, J\}Enooﬁzpij:zpij-

jeC t=0 jeC t=0 jec
Dus is P;; > 0 voor minstens één toestand j € C. Op grond van Stelling 2.21 (3) geldt dat
P}, > 0. Op grond van (2) van dezelfde stelling geldt dat pj; < oo, dus is j positief recurrent.
Omdat positieve recurrentie een klasse-eigenschap is, geldt dat C positief recurrent is. O

®)

. t . L
We kunnen nu ook nagaan, wanneer de lim;_,, p; y bestaat, en wat deze dan is. Zoals al gezien, is

het noodzakelijk voor het bestaan van de limiet dat de keten aperiodiek is. Dit is ook voldoende.

Gevolg 2.24 In een aperiodieke Markovketen geldt dat lim;_, pg-) = P;;

Bewijs Combineer Blackwell’s stelling 3.8 met Stelling 2.21 (2) en het bewijs van deze laatste
uitspraak. 0

De matrix P* wordt de stationaire matriz genoemd. Een kansverdeling x op toestandsruimte S
heet stationair indien

= zP,

waarbij x als rijvector wordt beschouwd.

Uit = P volgt dat x = .Z‘(Zii _01 P®/N). Door de gedomineerde convergentiestelling toe te
passen, volgt dat ook geldt dat x = xP*, d.w.z. x is ook stationair t.o.v. P*. Omdat P* = P*P
is iedere rij van P* een stationaire kansverdeling van P. De volgende stelling laat zien dat iedere

stationaire kansverdeling van P een convexe combinatie van de rijen van P* is.

Stelling 2.25 Zij x een stationaire kansverdeling van de overgangsmatriz P, met positief recur-
rente klassen R1, Ro, ..., Ry, met m < oo, en Ry de vereniging van alle nul-recurrente klassen.
Dan geldt:

0 als 1 € TURy
T =
‘ ckpl; als i € Ry, metcp; > 0,1 <k <m,en > ;' ¢ =1.
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Bewijs Omdat x ook stationair is t.o.v. P* en omdat de kolommen van P* die behoren bij

transiénte toestanden 0 zijn, geldt

T; :Z zjp;; =0, i € TU Ry.
jes
Neem vervolgens een ¢ € R, £ > 0. Omdat pji = 0 voor j ¢ R UT en omdat p;fl- = pj; voor
J € Ry, kunnen we schrijven

Ti= Yy wpl = Y wplt Y wphi= ) wplh =pl Y @

jeS JERy JjeET JERg JERy

Laat ¢, = ZjeRk xj, dan geldt

m
ckZO,lngm,eank:ijzl. 0
k=1 jes

Gevolg 2.26
Als x een stationaire kansverdeling is en Sy = {i | ©; > 0}, dan is Sy de vereniging van een
aantal (positief) recurrente klassen en dus gesloten. Als de Markovketen irreducibel is, dan heeft
het stelsel
{ Tj = ies TiPij» J €5 (2.4.3)
Zjes = 1.
een unieke (en automatisch positieve) oplossing als de Markovketen positief recurrent is, anders

is er geen oplossing.

Opmerkingen
Het getal p;; heeft de volgende interpretaties:

L. p;; = limy o0 pz(;) (als j aperiodiek is): de kans om na lange tijd het systeem in toestand j

aan te treffen als gestart wordt in i.

(s).

2. pj; = limy o + n S — 0 p;; + de verwachting van de fractie van de tijd (in de long run) dat het

systeem in toestand j is, als in toestand ¢ wordt gestart. Dit laatste is als volgt in te zien.
Zij Y; de stochastische variabele met waarden uit {0,1} zdd. Y; = 1 d.e.s.d. als X; = j.
Dan is # Z Y de fractie van de tijd dat het systeem in toestand j is. Nu geldt
. = - 7175—1 7.7115—1 - 7.7115—1 "
{tg Y| Xo —z} - t;} E{Y;|Xo =i} = t;) P{X, = j|Xo =i} = t;pzj :

waaruit volgt

t—1
. 1 ,
ggloE{tZOWXO:Z}—hm Eipw =i
S=
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Voorbeeld 2.11
Beschouw een Bernoulli-wandeling op Ny met
Po,1 = Po, P00 =4qo =1—po, Pii+1 =Dis Pii-1=¢ =1—p;; 1 =1,2,...,

met 0 < p; < 1 voor ¢ > 1. Het is direct duidelijk dat deze keten irreducibel is. We willen nagaan
wanneer deze keten positief recurrent is. We hebben gezien dat dit equivalent is met de uitspraak
dat er een stationaire kansverdeling bestaat. Dit houdt in dat er een positieve oplossing moet

zijn van het stelsel
PoTo = q111
Tj = pj-1Tj—1 + ¢j+1%541, J=1,2,...
Door te schrijven z; = (pj + ¢;)z;, krijgen we
PoZo = q171

Gj+1Tj+1 — PjTj = q;T5 — Pj—1Tj-1, J = 1,2,...

Hieruit volgt dat: ¢jy12j+1 — pjr; = qjrj — pj—1xj—1 = - = Q11 — poxo = 0, d.w.z.
Yz PjPj—1-""Po .
"EjJrl:iJ l’j:"'zijj 1’0,]:0,1,....
qj+1 qj+1945 - q1

Een nodig en voldoende voorwaarde voor positief recurrent is dus dat

(e e}
PjiPj—1-"Po
=0 Y+ m

< oQ.

In het speciale geval dat p; = p en ¢; = ¢, i > 0, wordt de voorwaarde } 72 (g)j < 00, d.w.z.

p < q, ofwel p < % In dat geval is Z]oio (%)j = #, zodat voor de stationaire kansverdeling
geldt:
x; Py 4—P .
= —=x—=(=)-—=, j>0.
’ 2 ke0 Tk q q '’

Voor de terugkeertijden geldt dan

1 (q
Poompo pl q-p

Voorbeeld 2.12 De Wet van Hardy en Weinberg uit de genetica”

Beschouw een populatie individuen die elk een speciaal paar genen bezitten, waarbij ieder gen van
type A of a kan zijn, zodat er genetische toestanden AA, aa en Aa zijn. Laten deze toestanden
de frequenties p, g resp. r hebben (p+ ¢+ r =1).

Uit de individuen worden willekeurig paren gevormd die een nakomeling voortbrengen. Hierbij

'kiest’ iedere ouder willekeurig één van de twee genen van het speciale paar en deze worden

"Godfrey Hardy (1877 — 1947) was een Engelse wiskundige, Wilhelm Weinberg (1862 — 1937) een Duitse na-
tuurkundige. Zij ontdekten in 1908, onafhankelijk van elkaar, dat onder bepaalde voorwaarden de frequenties van

typen genen in evenwicht zijn.
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gecombineerd en bepalen de genetische toestand van de nakomeling. Het willekeurig paren vormen
en daarna een gen kiezen is equivalent met het random kiezen van een gen uit de populatie: met
kans p + 5 is dit een A-gen en met kans g + 5 is dit een a-gen.

7ij X; de genetische toestand van een willekeurig individu uit gerenatie ¢, dan volgt X; een
Markovketen met de volgende overgangsmatrix (dit eenvoudig na te gaan door te conditioneren

naar de gekozen partner):

p+
P = 0
4

[lgst

N ]
R R

+ + o©
AN S
N3

Dit is een irreducibele aperiodieke Markovketen. Voor de stationaire verdeling m geldt:

™ = @+§mrw§+§m3 (2.4.4)
_ r a.r

m o= (gt m+ (G + ™ (2.4.5)
_ r r p,oa_r

mo= (g H)m A P+ g)m+ (G5 s (2.4.6)

1 = m+m+m3 (247)

Omdat het stelsel (2.4.3) athankelijk is, kan één vergelijking worden weggelaten. We laten de
derde vergelijking weg. Uit de eerste twee vergelijkingen volgt met b = p+5enc=q+5=1-"b:

b 1 c 1 1-b 1
c—T3 en my = *7'57@.

=173 2 1—c 2™~ 7y

Dit geeft met de laatste vergelijking 73 = 2b(1 — b), zodat

1 1 1 1
m=b0=(p+ 57“)2; = (1-0)%= (¢ + 57“)2; w3 = 2(p + ir)(q + 57“)
Op de lange duur is de frequentie van het aantal A-genen dus m + %71‘3 =p+ %r, hetzelfde als aan
het begin van het voortplantingsproces. In feite is dit in iedere generatie ¢ de frequentie van het
aantal A-genen. Het aantal A-genen is dus stationair in de tijd (hetzelfde geldt voor de a-genen):
dit is de Wet van Hardy en Weinbery.

Eindige Markovketens We hadden gezien dat in aperiodieke Markovketens de limiet lim; P
bestaat. Het bewijs berust op Blackwell’s Stelling 3.8. Voor eindige, mogelijk periodieke Markovke-

tens geven we nog een expliciet bewijs.

Stelling 2.27

Zij F' een recurrente klasse met periode d en laat r(i,7) zoals in Stelling 2.7. Dan geldt:

(td+r(i,7))

1. Er bestaat een ty zdd. i > 0 voor allet >ty en allev,j € F;

(td+r(i,3))

2. Voor alle j € F bestaat limy_, o0 Dy , is onafhankelijk van i en positief.
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Bewijs

(1) Kies een tweetal toestanden i, j € F'. Beschouw een rij {t;}7°, met pg’“)

Laat d; = g.g.d. {t,1 < k < I}, dus d; | d. Er bestaan eindig veel waarden van | met d; <

>0voork=1,2,....

d;_1, zeg de waarden l1,1s,...,ly, met bijbehorende lengtes t1,ta,...,t) van rondes waar 7 toe
behoort, en deze lengtes hebben als g.g.d. d. Hieruit volgt dat er gehele getallen A1, Aa,..., Ay
bestaan zdd. d = nyzl Mgty met pg’c) >0, 1< k<M. 7Zj )\Z = mazx (0,\p), A\, =
maz (0,—\), d¥ = XM Mt end = M Aty Dan geldt: d = dF —d—, p¢) > 0
en p(d_) > 0, dus d|d* en d|d~. Voor iedere t € N kunnen we schrijven: td = qd~ + r met

i

q,7 € Ngenr <d~ — 1. Omdat d een deler is van d—, is d ook een deler van r: » = md. Laat
nut >t € Nmet t; = %. Nu geldt: w < td = qd~ +r = qd~ + md, zodat

q > Ld%;lj > m, de laatste ongelijkheid omdat md = r < d~ — 1 en m geheel is. Voor t > t;

geldt dus: td = qd~ +md = (g—m)d~ +md™ met ¢ > m, dus pgd) > 0. Neem een t met p(-t) > 0.

j
Volgens Stelling 2.7 is t = r(i,7) (mod d) : t = sd 4+ r(i,j) met s € Ng. Laat to = t; + s, dan
geldt voor alle t > ¢ : pl(.j.dJrr(Z’] ) > pgi(t_s)d)pgjdH(Z’J ) > 0. Merk op dat ¢y in het algemeen van ¢

en j athangt. Omdat er eindig veel toestanden zijn, is er ook een ¢y die onafhankelijk is van i en
7 en waarvoor geldt: pgdw(w ) o.

(2) We zullen dit onderdeel in twee delen bewijzen, athankelijk van de periode van F'.

Geval a: F' is aperiodiek: d = 1 en r(i,j) = 0 voor alle i,j5 € F. Definieer voor j € F en
t € N: fj(t) = minjep pg) en g;(t) = max;ep pg»). Nu geldt:

. t+1 . t . t
fj(t + 1) = Miecp pgj ) = min;e p Zkes pikp](cj) = Miep Ekep pikp;gj)

> minier Y _pep Piefi(t) = f;(t).

Analoog bewijzen we dat g;(t + 1) < g;j(t), j € F en t € N. Beschouw weer het getal ¢, uit
(to)
ijo
met ¢ en [ zdd. f;(t+tg) = ngO) en gj(t) =p

.Danis0 < < % Kies een t € N. We kunnen dan schrijven,

().
Ij

onderdeel 1 en laat 6 = min; ; p

Filt+10) = pl™ = cp pUD = 005 (0) + DY — 0195 (8) + erin PADY

> g;(0) + it = 0)5(6) + (1= pip” 15 (8) = gy (6) + [1 = 8] (2).
Analoog kan worden aangetoond dat g;(t +1t9) < df;(t) 4+ [1 —6]g;(t). ledere t € N is te schrijven
als: t = q(t)to + r(t) met 0 < r(t) <ty — 1. Hieruit volgt:

0.< g5(t) = £5(1) < (L= 20)[gj(t — to) — Syt ~t0)] < - <

C 95 . max o (r(£)) — Fi(r :
(=201 max [g(r(t) = [ )] LN, JEF

Dit impliceert dat lim;—,o [g;(t) — f;(t)] =0, j € F, waaruit volgt dat lim;_, pl(;) bestaat voor

alle i, j € F' en onafhankelijk van i is. Volgens onderdeel (i) is deze limiet ook positief.

Geval b: F'is periodiek met periode d > 2. Laat Fy, F1, ..., Fy_1 de cyclische deelverz. van F zijn.

Beschouw de Markovketen die behoort bij de overgangsmatrix P¢. Omdat de éénstapsovergangen
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m.b.t. P4 corresponderen met de d-stapsovergangen m.b.t. P, is direct in te zien dat de cyclische
deelverz. Fy, Fy,...,F;_1 m.b.t. P¢ aperiodieke recurrente klassen zijn. Dus uit geval a volgt:
(td)

limy o0 P;;

limy oo p%d) >0, j€ F. Neem i,j € F' en stel ¢ € Fj en j € F}, dan geldt:

bestaat voor alle i,7 € Fj,0 < k < d — 1, en is onathankelijk van ¢. Laat m; =

Pl = e ) = S S e PP = e, P e p.
Dit geeft:
limy oo pli O = limy oo Yuep, P AP = 5 Yaer, Soact Pir
=75 Yer, P ) =7 O

Gevolg 2.28 Fen eindige Markovketen is irreducibel en aperiodiek d.e.s.d. als er een tg € N 1is

zdd. pg) > 0 voor iedere 1,5 € S en voor alle t > 1.

Bewijs
Laat de keten irreducibel en aperiodiek zijn: d =1 en r(i,j) = 0 voor alle i en j.
Uit Stelling 2.27 volgt het gestelde.

(t)

Omgekeerd, kies i € S en t > t9. Dan geldt: p;;” > 0 en p(fﬂ) > 0, zodat d = 1.

7

De irreducibiliteit is triviaal. 0

2.5 Algoritmes voor eindige Markovketens

Als de toestandsruimte erg groot is, is het niet gemakkelijk om de structuureigenschappen van
de Markovketen te bepalen. In deze paragraaf bespreken we een aantal algoritmes, waarmee we

dat efficiént kunnen doen.

Stelling 2.29 Beschouw in de bij de Markovketen behorende gerichte graaf een streng samen-
hangende component C, die behoort bij een recurrente klasse F' met periode d.

Laat B een opspannende gerichte boom zijn met een willekeurig gekozen wortel vy en laat k(i) het
aantal pijlen in B zijn om van vy naar v; te komen voor i € F.

Dan geldt

d=g.g.d {k(i) +1—k(j) | (vi,v;) ¢ B}
Bewijs Laat D een gesloten pijlenreeks in C' zijn, bestaande uit & pijlen. Nu geldt:

Yo k@O Tk =k+ D (k@) —kG)} =k

(vi,vj)eD (vi,vj)eD

Anderzijds geldt omdat k(j) = k(i) + 1 als (v;,v;) € B:

Yoo {k)+1-k(r= > {k@)+1-k()I— > {k@)+1-k(j)} =k-0=Fk.

(”Ui,”U]')ED\B (”Ui,l}j)ED (vi,vj)GDﬁB
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Laat
9:=9-9.d- {k(i) + 1 = k(j) | (vi,v;) ¢ B},
dan is te bewijzen dat g = d. Uit het bovenstaande volgt dat g een deler is van k en dus geldt
(omdat k de lengte van een willekeurige ronde is) dat g een deler is van d.
Neem een willekeurige pijl (v;,v;) ¢ B en laat k; de lengte van een pad in de graaf zijn van v;
naar v (dit bestaat i.v.m. de strenge samenhang). Dan geldt:
d is een deler van k(i) + 1 + k; (ronde: v; — v; (in boom) — v; — v1).
d is een deler van k(j) + k; (ronde: v1 — v; (in boom) — v1).
d is dus een deler van het verschil: d is deler van k(i) + 1 — k(j), waaruit volgt dat d ook een

deler is van g. 0

Algoritme 2.1 Bepaling periode en cyclische deelverzamelingen van een recurrente klasse
1. Bepaal de streng samenhangende componenten van de bij de Markovketen behorende ge-
richte graaf.

2. Doe voor iedere gesloten streng samenhangende component C' het volgende:

Kies een knooppunt v; en bepaal een opspannende gerichte boom B met wortel v.

(a)

(b) Bereken voor iedere v; € C het aantal pijlen k(i) om in B van v; naar v; te komen.
(¢) d=ggd {k(i) +1 = k(j) | (vi,v;) ¢ B}.

(d) F; ={v; | k(j) =i (mod d)},i=0,1,...,d—1.

Voorbeeld 2.13
Beschouw nevenstaande streng samenhangende graaf. 1 3

ot

Neem als wortel v; en als opspannende boom:

B ={(1,3),(3,2),(3,5),(5,6),(6,4)}.

De boomafstanden zijn:

k(1) =0,k(2) =2,k(3) =1,k(4) =4,k(5) = 2,k(6) = 3.
d=g.g.d. {3,3,3} =3. : .
Fo={1,6}; F1 = {3,4}; en F5 = {2,5}.

%)
'S
(=2}

Door geschikte hernummering van de toestanden kan iedere Markovketen geschreven worden in

de volgende standaardvorm (eerste de recurrente klassen en dan de transiénte toestanden):

0 - - - . . 0
0O P, 0 - - - . 0

P= . Coe . (2.5.1)
0 0 P, O
An Q

A A



2.5. ALGORITMES VOOR EINDIGE MARKOVKETENS 37

Vraag 2.8 Beschouw onderstaande overgangsmatrix

o)

Il
o O O O O~ O O O
O O = OO O Re O
S = O O O O O R+ O
= O O O O O O O v
S O O O = O O k= O
S ORI O O O O O O
S ORI O O O O O O
o O O O o o = o O
= O O O O O O RIENI=

a. Bepaal de recurrente klassen en schrijf de matrix in standaardvorm.
b. Bepaal vanuit toestand 2 voor alle j de absorptiekansen f;.

c. Bepaal op de klasse C' waar toestand 1 toe behoort de eerste doorkomsttijden w1, @ € C.

Uit Lemma 2.5 volgt dat de recurrente klassen van de transiénte klassen kunnen worden onder-
scheiden doordat een recurrente klasse wel en een transiénte klasse niet gesloten is. Dit leidt tot

het volgende algoritme om de klassenindeling van de toestanden te maken.

Algoritme 2.2 Bepaling recurrente klassen en transiénte toestanden

1. (a) Bepaal in de bijbehorende graaf de knooppuntenverz. van streng samenhangende com-

ponenten, zeg C1,Ca, . ..,Cp.%

(b) Laat m =0en T = 0.

2. Voort =1,2,...,k doe:
als C; gesloten is: m:=m+1en R,, = Cj;

anders: T :=T U (.

Algoritme 2.3 Bepaling van de stationaire matrix P*

1. Bepaal met Algoritme 2.2 de recurrente klassen R1, Rs, ..., R, en de transiénte toestanden
T en schrijf P in de standaardvorm (2.5.1).

2. Bepaal voor k =1,2,...,m:

Yier, (O —pig)r =0, j € Ry

a. de unieke oplossing xf , J € Rp, van het stelsel {
ler, Tl =1

b. de unieke oplossing a¥, i € T, van het stelstel ZjeT (0ij — pij)xj = ZleRk pi, 1€T.

8Er bestaan efficiénte algoritmen met complexiteit (9(n2)7 waarbij n het aantal knooppunten is, om de streng

samenhangende componenten van een gerichte graaf te bepalen. Zie bijvoorbeeld Algoritme 1.6 in Besliskunde 3.
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af i€ Ry jER, k=12,....,m
3.pf=9q afak ieT, jeR, k=12,...,m
0 elders

Voorbeeld 2.14

Beschouw onderstaande Markovketen, reeds geschreven in de standaard gedaante (2.5.1).

s

Il
S O O wivo N
O wk O Wi N
=W = OO
= O O O O
= O O O O

Berekening z! :

Berekening a' :

. Ty =121
Berekening 22 :

Berekening a? :

| —
8
—
I
S Wi
9—!
|
G
(NI

NN
IS
[N}
Il
—~
SIS
ot
S~—

pP* =

Mo N © ik s
Sl N o e e
Sl wn = O O
o O o O O
o O O O O

Voorbeeld 2.15 Geboorte-sterfte proces
Beschouw een Markovketen met S = {0,1,---, N}. We spreken van een geboorte-sterfte proces

als er vanuit 7 alleen positieve overgangskansen zijn naar ¢ zelf en zijn directe buren: van ¢ naar
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1+ 1 heet een geboorte en van ¢ naar ¢ — 1 een sterfte. De overgangsmatrix heeft de vorm:

ro po O
q1 P
0 g 12 po

'N—-1 PN-1
0 an TN

waarbij we aannemen dat 0 < p; < 1 en 0 < ¢; < 1 voor ale i. De Markovketen is dan irreducibel
en we zullen de stationaire verdeling gaan bepalen. Deze wordt gevonden als unieke oplossing

van het stelsel (er moet nog de normalisatie bij, maar dat stellen we even uit):

™o = 7romo+q1m

m = pomo + r17m1 + ga272

T = p17 +rome + q37s

ue = Pi—1Ti—1 + 1T + Qit1Ti41

TN—-1 = PN-2TN-2+TN-1TN-1+gNTN
TN = DPN-1TN-1+TNTN

Dit stelsel kunnen we oplossen door alle variabelen uit te drukken in .

Uit de eerste vergelijking volgt: gim1 = (1 — r9)mp = pomy — 1 = %‘fwo.

Uit de tweede vergelijking volgt: gamy = (1 —r1)m — pomo = (1 — r1)m — 1M1 = p17my, d.w.z.
Ty = i;%7‘('1 — T = %ﬂ'g.

Met inductie is op deze manier te bewijzen dat ¢;+17mi+1 = p;7;.

Deze vergelijking heet de balansvergelijking en houdt in dat tussen twee opeenvolgende toestanden

de ’stroom’ naar rechts gelijk is aan de ’stroom’ naar links. Hieruit volgt dat

. _Pop1pi < i< N —
Tit] = Ggogiss 70" 0<i<N-—-1.

Laat C; = BOPLPizl ] < < N en neem Cj = 1.
91929
. . . N N
Danis m; = Cymp, 0 <i < N,zodat 1 =) .y m =) ;_, Cim.

Hieruit volgt:

Ty = {Zi\;o C’i}_l en m; = {Zfio C’i}_l C;, 0<i<N.
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Vraag 2.9
Beschouw de Markovketen uit Vraag 2.8.

Bepaal voor deze keten (I — @Q)~! en de absorptietijden van de transiénte toestanden.

Vraag 2.10

Beschouw een irreducibele Markovketen met stationaire kansverdeling 7.
Veronderstel dat P{Xo =i} =m;, i € S.

Toon aan dat P{X; =i} =m, i € S voort =1,2,....

Vraag 2.11

Vijf ballen zijn verdeeld over twee bakken, bak A en bak B.

a. Aan het begin van iedere periode wordt random een bak gekozen. Als de gekozen bak niet
leeg is, dan wordt een bal uit de gekozen bak naar de andere bak verplaatst.

Wat is in de long run de fractie van de tijd dat bak A leeg is?

b. Aan het begin van iedere periode wordt random een bal gekozen en deze bal wordt naar de

andere bak verplaatst. Wat is in de long run de fractie van de tijd dat bak A leeg is?

Vraag 2.12

Beschouw een Markovketen op de toestandsruimte {1,2} en met als overgangsmatrix

Pz(la “ >met0<a,ﬂ<1.
g 1-p

a. Ga na dat de stationaire verdeling (aij_ﬂ, a%rﬁ) is.

b. Toon aan dat de kansverdeling van de eerste doorkomst in toestand 1 wordt gegeven door

fﬁ) =1l—-aen fl(? =aB(1-B)2voort=2,3,....

1

c. Bereken met de in onderdeel b verkregen getallen Y 72, ¢f 1(? = 11 en ga na dat pj; = T

2.6 Opgaven

Opgave 2.1 Beschouw onderling onafhankelijke en identiek verdeelde stochastische variabelen
Yi,i=1,2,...,ieder met een discrete kansverdeling op {0, 1,2, 3} met kansen resp. 0.1,0.3,0.2 en
0.4. Definieer X; = max{Y1,Ys,...,Y;} (d.w.z. de hoogst tot nu toe bereikte waarde van de Y;’s)

en Xo = 0. Toon aan dat {X;,t=0,1,...} een Markovketen is en bepaal de overgangsmatrix.
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Opgave 2.2 Beschouw het volgende model (diffusiemodel van Ehrenfest).”

Twee vaten, A en B, bevatten samen N moleculen. Vlak voor tijdstip ¢ (¢ = 1,2,...) wordt
aselect één van deze moleculen gekozen en van het vat waarin het zich bevindt overgebracht naar
het andere vat. Neem S = {0,1,..., N}, waarbij i € S correspondeert met ¢ moleculen in vat A.
7ij X; het aantal moleculen in vat A op tijdstip ¢t,t =1,2,....

Laat zien dat X; (t =1,2,...) een irreducibele Markovketen is en bepaal de overgangsmatrix.

Opgave 2.3 N witte en N zwarte ballen zijn zo over twee vazen verdeeld dat elke vaas N
ballen bevat. We zeggen dat het systeem in toestand 7 is als de eerste vaas ¢ witte ballen bevat
(0<i<N).

Op elk tijdstip £, t = 1,2, ... trekken we een willekeurige bal uit elke vaas en verwisselen we deze.
7ij X; het aantal witte ballen in de eerste vaas op tijdstip ¢, t =1,2,....

Laat zien dat X; (t =1,2,...) een Markovketen is en bepaal de overgangsmatrix.

Opgave 2.4 Bij het vertrekpunt van een skilift komt op elk van de tijdstippen t = 0,1,... een
éénpersoonsstoeltje langs. Voor t = 1,2,..., zij Y; het aantal personen dat met de lift mee wil en
in tijdvak (¢t —1,¢] bij de lift aankomt. We veronderstellen dat Y7, Ys, ... onderling onafthankelijke
identiek verdeelde stochastische variabelen zijn met p, = P{Y; =k}, k>0, t > 1.

Neem voor X; het aantal personen dat op tijdstip ¢ bij de lift aanwezig is, met inbegrip van de
eventuele klant die op dat moment in het langskomende stoeltje gaat zitten.

Toon aan dat {X;, t =0,1,...} een Markovketen is en bepaal de overgangskansen.

Opgave 2.5 Zij Y1,Ys,... onderling onafhankelijke identiek verdeelde stochastische variabelen
op {+1,—1} met B, _,; = p, waarbij 0 < p < 1. Laat X, = Y,,Yy, 41, n € N.

a. Bepaal de kansverdeling van X,,, n € N.

b. Alsp= %, dan is {X,,, n € N} een Markovketen. Toon dit aan.

c. Alsp# %, dan is {X,,, n € N} geen Markovketen. Toon dit aan door te laten zien dat
P(Xs=1|X1=1,Xo =1} #P{X5 =1 | X; = —1, Xo = 1}.

Opgave 2.6 Veronderstel dat klanten bij een loket arriveren met tussentijden die onderling on-
afhankelijk zijn en een continue verdeling met dichtheid f(z) hebben. We veronderstellen dat de
klanten aan het loket worden geholpen gedurende een stochastische tijdsduur die onafhankelijk
is van de klant en een exponentiéle verdeling met parameter p heeft.

Maak een ingebedde Markovketen door als discreet tijdstip ¢,, het aankomsttijdstip van de n-de
klant te nemen (n = 1,2,...) en voor de toestand X,, het aantal klanten te nemen dat aanwezig
is vlak voor de aankomst van de n-de klant (neem ¢ty =0 en Xy = 0).

Leid het volgende af:

9P. Ehrenfest and T. Ehrenfest: Uber zwei bekannte Einwinde gegen das Boltzmannsche H-Theorems, Physika-
lische Zeitschrift 8 (1907) 311-314.
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a. Xp+1 =X, +1— B, met B, het aantal klanten dat bediend wordt in het interval [t,, ty41).

b. pr=P{B, =k} = [7 e"”%f(:r)dx, k=0,1,....
Aanwijzing: Conditioneer naar T'= x met T de tussentijd van de aankomsten,

d.w.z. gebruik dat P{B, =k} = [;° P{B, =k | T =z} f(2)dx.

c. De overgangskansen van de Markovketen voldoen aan:

Di+1—j alS@ZO,lSJSZ‘l—l,
pij =93 1=\ gp; alsi>0, j=0;
0 anders.

Opgave 2.7 Toon aan dat voor een Bernoulli wandeling op Z met 0 een absorberende toestand
geldt:
1 alsp<

fio =

NI= N

(z%)i als p >

Aanwijzing: Introduceer u;(n) = P{X; bereikt toestand 0 véér toestand n | Xog = i}, stel een

recurrente betrekking voor u;(n) op en los deze op. Gebruik tenslotte de relatie tussen fip en

Opgave 2.8 Bewijs dat als ¢ <+ j en j positief recurrent is, dan is p;; < oo.

Opgave 2.9 Een zuivere munt wordt opgegooid totdat twee keer achter elkaar “kop” of twee
keer achter elkaar ”munt”verschijnt (dan wordt gestopt).

a. Wat is het verwachte aantal worpen?

b. Als de eerste worp “kop” oplevert, wat is dan de kans dat wordt gestopt met twee keer achter

elkaar “munt”?

Opgave 2.10 Een zuivere munt wordt opgegooid. Als “kop” wordt gegooid dan noteren we dat
met K en als munt wordt gegooid met M. We gaan door met gooien totdat of de combinatie
MM K verschijnt of de combinatie M K K.

Wat is de kans dat we eindigen met de combinatie M M K?
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Opgave 2.11 Beschouw de volgende overgangsmatrix met toestanden {1,2,...,9} (op plaats

met * staat voor een positief getal):

000 «x 0000 =«
0 « « 0 * 0 *x 0 =
000 0O0O0OO0=*20
* 00 00 00 0O
P=|000O0=x%x00UO00
0= 00 0O0O0O0O
0O« 000 « x 00
0 x 0 0 0 0 0
0 0 = 0 0 00

Bepaal de transiénte toestanden en de recurrente klassen, en geef voor iedere recurrente klasse

de periode.

Opgave 2.12 Beschouw de volgende overgangsmatrix met toestanden {1,2,...,9}:
0212000000
1 1 1
3 00 3 000 3 0
1 1 1
3 00 35 000 0 35

11 11
0 7 7 0 7 7 000
P=fo0oo0o03%o003% 310

0003003 0 %
000O0TG4 3000
000 O0O0O0O0OT10
0000 O0O0O0OTUO0 1

Bepaal voor iedere toestand de kans om in toestand 8 te absorberen.

Opgave 2.13 Beschouw een Markovketen met S = {0, 1,2,3}, die start in toestand 1, en de

volgende overgangsmatrix heeft:

10 0 O
0.5 02 01 0.2
0.2 01 0.6 0.1

0 0 0 1

P =

a. Bepaal de verwachte tijd die het proces in toestand 1 verblijft voordat absorptie optreedt.

b. Bepaal de verwachte tijd die het proces in toestand 2 verblijft voordat absorptie optreedt.
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Opgave 2.14 Beschouw een Markovketen met S = {0,1,2}, die start in toestand 0, en de

volgende overgangsmatrix heeft:

0.3 0.2 0.5
P=1105 01 04
0 0 1

Wat is de kans dat, als de keten toestand 2 bereikt, dit gebeurt via een overgang uit toestand 17

Opgave 2.15 Zij j een transiénte toestand.

Bewijs dat P{X; = j voor oneindig veel waarden van t | Xo =i} = 0 voor alle i € S.
Aanwijzing:

Neem een ¢ € S en laat N(j) het aantal bezoeken aan toestand j zijn als gestart wordt in i en
1 als Xy =7, gegeven Xy =1

gebruik dat N(j) =Y °, YV; met V; =
U) = 2= Yo ! 0 als X; # j, gegeven Xy =1

Opgave 2.16 Beschouw de Markovketen op Ny met de volgende overgangskansen:

P als j =1

poo = 1; pij = voor i > 1 en met p € (0, 1).
g=1—p alsj=i—-1

=1 voor alle 1.

Bepaal fz%) voor alle i en t en ga na dat fio = .o, fi(ot)
Opgave 2.17 Beschouw de Markovketen op S = {0, 1, ..., N} met de volgende overgangskansen:
p alsj=0

poo =PNN = 1; pij = 4 als j =1 voor i =1,2,..., N — 1, waarbij p,q,r € (0,1) en met
r alsj=i4+1
ptqg+r=1

Bepaal f;n en fi voor alle i.

Opgave 2.18 Een gokker heeft een oneindige hoeveelheid geld tot zijn beschikking.

Hij beslist om op twee machines op de volgende wijze te gokken.

Hij gebruikt machine A bij elke oneven poging en machine B bij elke even poging.

De machines hebben de volgende eigenschappen:

- elke poging kost 1 euro;

- machine A betaalt 2 euro uit met kans p en niets met kans ¢ = 1 — p, waarbij 0 < p < 1;

- machine B betaalt 2 euro uit met kans 7 en niets met kans s = 1 — r, waarbij 0 < r < 1.

a. Modelleer de totale hoeveelheid gewonnen c.q. verloren kapitaal op elke dag als een Markov
keten (aanwijzing: neem de eigenschap oneven of even in de toestandsruimte op).

Beschrijf de overgangskansen en geef de equivalentieklassen en de corresponderende perioden.
b. Veronderstel dat hij met 2 euro begint op machine A en stopt als hij failliet is ofwel een

kapitaal van 5 euro bezit. Wat is de kans (als functie van p en r) dat hij met 5 euro eindigt?



2.6. OPGAVEN 45

Opgave 2.19 Bewijs de in Voorbeeld 2.7 genoemde eigenschap, die luidt:
Als 0 < py < 1 voor alle t >0, dan is [[;2, (1 —ps) > 0 d.e.s.d. als Y2 pr < 00.

Opgave 2.20 Een overgangsmatrix heet dubbelstochastisch als ook de kolomsommen gelijk zijn
aan 1. Bepaal de stationaire matrix van een irreducibele dubbelstochastische overgangsmatrix

met eindig veel toestanden.

Opgave 2.21 Beschouw een stochastische wandeling op {0,1,..., N} met 0 en N als ’terug-

kaatstoestanden’, d.w.z. met overgangsmatrix (0 < p; =1 — ¢; < 1 voor alle i):
0 1 o o0 - 0
a 0 p 0 - 0
0 g 0 po

P:
0 0 0 0 - pyoo O
0  pN-1
0 0 0 0 0 1 0

Bepaal de stationaire kansverdeling.

Opgave 2.22 Beschouw een Markovketen met S = {1,2,...,6} die de volgende overgangsmatrix

heeft, waarbij a;; > 0 voor alle i en ag + g+ -+ ag = 1):

Q1 Qg 3 Q4 Q5 Qg

10 0 0 0 O

6 1.0 0 0 O
P=

6o 0 1 0 0 0

60 0 0 1 0 O

60 0 0 0 1 O

Bepaal 71, de stationaire kans kans dat het systeem zich in toestand 1 bevindt.

Opgave 2.23 Beschouw een overgangsmatrix P met stationaire matrix P* en laat Z = P — P*.
Bewijs dat Z™ = P™ — P* voor alle n > 1.

Opgave 2.24 Beschouw een computersysteem dat (op een willekeurige dag) met kans p stuk
gaat (0 < p < 1). Veronderstel dat de reparatietijd stochastisch is en dat de kans dat de volgende
dag het systeem gerepareerd is gelijk is aan 5 (0 < 5 < 1); als het systeem de volgende dag niet
gerepareerd is dan is kans dat het systeem de daaropvolgende dag gererareerd is weer gelijk aan
B, etc.)

Bepaal de kans, als functie van p en 3, dat de computer werkt op een ver in de toekomst gelegen

dag.
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Opgave 2.25 Veronderstel dat een vlo op ieder tijdstipt = 0, 1, ... in één van de acht hoekpunten
van een kubus zit. Op ieder tijdstip maakt de vlo een sprong en gaat met gelijke kansen van 1/3
naar een aangrenzend hoekpunt. Noemen we het hoekpunt waar de vlo op tijdstip ¢ zit X;, dan
is {X¢ | t=0,1,...} een eindige stationaire Markovketen.

a. Toon aan dat deze keten irreducibel is en bepaal de periode.

b. Bepaal de unieke stationaire kansverdeling van deze keten.

c. Kies één van de hoekpunten. Bepaal de terugkeertijd en de eerste doorkomsttijden

van de andere hoekpunten naar dit hoekpunt.

Opgave 2.26 Beschouw een Markovketen met S = {1,2, 3,4}, die de volgende overgangsmatrix
heeft:

aw © O O
S O Wi =
S O whn O
gl = O O

a. Bepaal de stationaire kansverdeling.
b. Zij T de tijdsduur om, als we starten in toestand 1, voor het eerst in toestand 1 terug te keren.

Bepaal de verwachting en variantie van T

Opgave 2.27 Bij de fabricage van leren tassen beschouwen we het volgende deel van het pro-
ductieproces. Na het snijden en het stikken van het leer gaat de tas naar een verfbad om daar de
gewenste kleur te krijgen. In 80% van de gevallen gaat de tas direct naar het verfbad en in 20%
van de gevallen krijgt de tas eerst een voorbehandeling (omdat anders de kwaliteit van het leer
onvoldoende garantie biedt voor voldoende hechting van de verf). Tijdens de voorbehandeling
wordt 10% van de tassen afgekeurd; van de tassen die het verfbad ondergaan wordt nog eens
10% afgekeurd, is 70% goed en is 20% nog niet goed. Van deze laatste 20% doorloopt een kwart
nogmaals het verfbad, terwijl de overige driekwart eerst weer een voorbehandeling krijgt.

a. Modelleer dit proces als een Markovketen. Geef de toestandsruimte en de overgangsmatrix.
Bepaal de recurrente klassen en de verz. van de transiénte toestanden.

b. Neem aan dat het snijden en stikken van het leer 6 minuten vergt en de voorbehandeling zowel
als het verfbad 2 minuten. Hoe groot is de kans dat een tas in 10 of minder minuten klaar is

en niet is afgekeurd?

c. Hoe groot is de kans dat een tas uiteindelijk wordt afgekeurd?

d. Hoe lang bevindt een tas zich gemiddeld in het productieproces?

e. Neem aan dat de kosten van het snijden en stikken, de voorbehandeling en het verfbad resp.
10, 2 en 7 euro bedragen. Wat zijn de gemiddelde kosten van één tas?

f. Welke prijs zal de fabrikant minstens voor een tas moeten vragen om geen verlies te leiden?



2.6. OPGAVEN 47

Opgave 2.28

Beschouw een stochastische wandeling op Ng met p;;_1 = 1, ¢ > 1 en po; = p; > 0 voor alle
i >0, waarbij Y o0 pi=1en ) ;2 ip; < oo.

Toon aan dat deze Markovketen irreducibel, aperiodiek en positief recurrent is.

Bepaal eveneens de stationaire verdeling.

Opgave 2.29 Beschouw de generende functies f;j(z) = > 7, fgl)z" en pij(z) = >0, pgl)z”.
a. Toon aan dat voor i # j geldt: p;;(2) = fij(2)p;;(2).

b. Toon aan dat p;;(z) = ﬁ

fij
i

c. Toon aan dat voor i # j geldt: lim .1 (1 — 2)p;;(2) =

d. Toon aan dat lim .1 (1 — 2)py(2) = ,%

Opgave 2.30 Beschouw een Bernoulli-wandeling op Nog met po1 = 1; piit1 = Pis Dii—1 = ¢ =
1—p;, i > 1, waarbij 0 < p; < 1 voor alle ¢ > 1.

a. Toon aan dat deze keten irreducibel is en bepaal de periode.

b. Ga na wanneer deze keten positief recurrent is en bepaal dan de stationaire kansverdeling.

c. Vereenvoudig de in onderdeel b gevonden resultaten voor het geval dat p; = p voor alle 7 > 1.

Opgave 2.31

a5 als0<j<i+1

Beschouw een Markovketen op Ng met p;; = , voor alle 7 € Nj.

0 alsj>i+1

Bepaal de stationaire kansverdeling van deze keten.

Opgave 2.32 Toon voor de Bernoulli-wandeling op Z met p; ;41 = p;i—1 = % voor alle ¢ € Z aan

dat deze Markovketen irreducibel en O-recurrent is.
Opgave 2.33 Toon Stelling 2.19 aan.
Opgave 2.34 Toon Stelling 2.20 aan.

Opgave 2.35 In een fabriek van halfgeleiders vindt het volgende productieproces plaats: op
ruwe plakken silicium worden in 3 productiefasen halfgeleiders aangebracht, ongeveer 10.000 per
plak. De tijd die nodig is per productiefase is 2 dagen. Na elke fase is een meetpunt. Alle plakken
worden gemeten. Bij elke meting blijkt er een positieve kans te zijn dat de laatst uitgevoerde

fase overgedaan moet worden. Ook is er na de tweede en derde fase een bepaalde kans dat de
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plak helemaal opnieuw moet beginnen. Deze kansen staan in de volgende matrix gegeven; hierbij

representeren toestanden LII en III fasen 1, 2 en 3 respectievelijk.

I II IIT  klaar

I 4/10 6/10 0 0
II 2/10 2/10 6/10 0
111 2/10 0 2/10 6/10
klaar 0 0 0 1

a) De fases waarin een plak zich achtereenvolgens bevindt, vormen een Markovketen. Bepaal de
klassen van deze Markovketen en of zij transiént, dan wel positief of nul-recurrent zijn.

b) Bereken de verwachte doorlooptijd van een plak (i.e. de verwachte tijd die een plak in het

productieproces doorbrengt).

We veronderstellen dat bij elk meetpunt een bepaalde kans is dat de plak definitief wordt afgekeurd
(gegeven dat een plak niet wordt afgekeurd blijven de overgangskansen naar de verschillende

productie fasen gelijk). Laten deze afkeurkansen in fases I, IT en III resp. 1/10, 1/10 en 3/10 zijn.
c) Bereken de kans dat een plak definitief wordt afgekeurd.

d) Wat is het aantal vergeefse productichandelingen per plak (dus gegeven dat de plak wordt
afgekeurd).

Opgave 2.36 Bekijk de volgende vorm van Stelling 2.20.
Laat j € S gegeven zijn. Laat S’ C {i| f;; = 1} een gesloten verzameling toestanden zijn.
i) (pij)iesr de minimale, niet negatieve oplossing in (R U {oo )l van het stelsel vergelijkingen

=1+ Zpikxlm icd.
k#j

ii) Als S’ een eindige klasse, dan is de oplossing eindig en uniek voor iedere j € S’.

iii) Als het stelsel een eindige oplossing heeft, dan is j positief recurrent.

a) Bewijs deze stelling.

b) Bedenk een voorbeeld, waarbij bovenstaand stelsel voor gegeven toestand j, een oplossing

heeft met zowel eindige als oneindige waarden.

Opgave 2.37 Bewijs Gevolg 2.14.
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Opgave 2.38 We beschouwen een productielijn van flesjes bier bij Heineken. De flesjes on-
dergaan achtereenvolgens de volgende drie bewerkingen: I de flesjes worden gevuld en van dop
voorzien, II gevulde flesjes worden gestickerd, III de flesjes worden in kratten gepakt. In elk fase
is er een positeive kans op breuk. Een flesje breekt met kans 0,1 tijdens fase I, met kans 0,16 in
fase II en met kans 0,2 in fase III.

Na fases I en II worden niet-gebroken flesjes geinspecteerd: de kans dat een niet-gebroken flesje
na fase I opnieuw door het proces moet, is 0,1, en derhalve 0,9 dat het flesje door mag naar fase
II. Na fase II is de kans voor een niet-gebroken flesje eveneens 0, 1 dat het stickeren fout is gegaan
en opnieuw moet worden gedaan.

Er zijn teven kostens verbonden aan het uitvoeren van de verschillende fasen. Fase I kost 2
(eenheid), fase IT ook 2, en fase III kost 1. Elk gebroken flesje kost 5.

a) De achtereenvolgende fasen waarin een flesje zich bevindt, vormen een Markovketen. Bepaal
de klassen van deze Markovketen en of zij transiént, positief recurrent of nul recurrent zijn.

Bereken de stationaire matrix P*.
b) Bereken de verwachte kosten per flesje.
c) Bereken de verwachte kosten per gebroken flesje.

d) Heineken denkt erover de breukgevoeligheid te verbeteren, door machines aan te schaffen die
de breukkans halveren (de overgangskansen voor een niet-gebroken flesje blijven natuurlijk
dezelfde!). Dit vereist een investering van 105. Hoeveel flesjes moet Heineken in verwachting

produceren (sic!) om de kosten van deze investering terug te hebben verdiend?
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Hoofdstuk 3

VERNIEUWINGSTHEORIE

3.1 Inleiding

Een Poissonproces is een proces, waarbij de tussentijden onafhankelijke identiek verdeelde stochas-
tische variabelen zijn met als verdelingsfunctie de exponentiéle verdeling. Een vernieuwingsproces
is algemener dan een Poissonproces.

Een vernieuwingsproces is gebaseerd op een rij {X,,, n = 1,2,...} van niet-negatieve onafhanke-
lijke identiek verdeelde stochastische variabelen zijn met verdelingsfunctie F'(x) = P{X,, < z}.

Voor de verwachting van X, bestaat een mooie expressie.

Lemma 3.1 Veronderstel dat X,, een dichtheid f(z),x > 0 heeft. Dan geldt p = E{X,} =
Joo{1 — F(2)}dx > 0 (eventueel p = c0).

Bewijs = [," af(x)dz = [ f(x){ [y dy}de = fooo{fyoo f(@)da}dy = [°{1 — F(z)}dz > 0.
N.B. Een analoge uitdrukking geldt ook als X, een discrete verdeling heeft, zie Vraag 3.2.

Definieer nu Sop =0, S, =Y ;= ; X;, n > 1. We kunnen inzicht krijgen in het gedrag van S, voor

grote waarden van n door de volgende limietstelling: !

Stelling 3.2 Sterke wet van de grote aantallen
Laat X;, i = 1,2,... een collectie onderling onafhankelijke en identiek verdeelde stochastische

variabelen zijn met verwachting u. Dan geldt dat met kans 1:

1 n
— E Xi — p als n — oo. (3.1.1)
n

i=1

Het vernieuwingsproces {N(t), t > 0} bij {X,, n =1,2,...} is het proces dat het aantal gebeur-
tenissen telt dat plaatsvindt in het tijdsinterval (0,¢], d.w.z

N(t) =sup{n | S, <t}, t>0.

"Voor een bewijs zie S.M. Ross, A first course in probability, Macmillan Publishing Co (1976) 258-262.

o1
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Voorbeeld 3.1

Beschouw een apparaat dat kapot kan gaan. Laat Y de stochastische levenduur van het apparaat

zijn met verdelingsfuncte G(z). Het apparaat wordt vervangen door eenzelfde apparaat als het

stuk gaat of na een bepaalde vaste tijd T". Dit leidt tot een vernieuwingsproces met tussentijden

Xy, waarbij X,, = min(Y,,,T), met Y,, de levensduur van het n-de apparaat.

Voor de verdelingsfunctie F'(z) van X,, geldt: F(x) = { Gla) voorz <T
1 voor x > T

Voor de verwachting van X geldt nu volgens Lemma 3.1
IE{X}—/ {1-F }dm—/{l x)}dz.

Voorbeeld 3.2

Beschouw een rij onafhankelijke stochastische variabelen {X,, n = 1,2,...} die geometrisch
verdeeld zijn met parameter p, d.w.z. P{X, =i} = p(1 — p)*~1, i > 1. Iedere X,, heeft dus als
interpretatie het aantal experimenten nodig voor het eerste ’succes’ als ieder experiment kans p
op succes heeft. .S, is dan het aantal experimenten nodig voor n successen. Omdat vernieuwingen

onafhankelijk gebeuren en ieder experiment kans p op succes heeft, geldt:

P{N(t) = n} = (M) PPA—p) " t>1en0<n < |t].

Natuurlijke eisen zijn dat N(¢) < oo met kans 1, en dat N(t) — oo, t — 0o, met kans 1. Dit

geldt onder de volgende aanname, die we in de rest van dit hoofdstuk zullen aannemen!

Aanname 3.1
w:=E{X,}>0,dwz F(0)<1

Laat t < oo gegeven zijn. Dan volgt uit de Sterke Wet van de grote aantallen dat met kans 1
Sn < t voor slechts eindig veel waarden van n. Veronderstel namelijk dat dit niet zo is. Dan is
P{S,, < t,Vn} > 0. We schrijven

Sh
} C {lim sup— 0}.

n—o0

(Sn < t.¥n} = {2

n <
p—

,VTL} = ﬂn>1{

t
n
De kans op het rechterlid is 0. Hieruit volgen de twee gewenste eigenschappen, dat N(t) < oo

met kans 1 en dat N(t) — oo als t — oo.

We zeggen ook wel dat het proces {N(t), t > 0} gegenereerd wordt door de tussentijden X1, Xo, . ...
De n-de vernieuwing vindt plaatsop tijdstip ¢ als S,, = t. Omdat de tussentijden X, onathankelijk
en identiek verdeeld zijn, start bij iedere vernieuwing het proces in feite opnieuw. Dit geeft de

volgende interpretaties:

Xy, is de tijd tussen (n — 1)-ste en n-de vernieuwing;
Sy is het tijdstip van de n-de vernieuwing;

N(t) is het aantal vernieuwingen in het interval [0, ¢].
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Omdat N(t) > n < S, <t, geldt

P{N(t) = n}

P{N(t) > n} — B{N(t) > n+ 1}
- P{Sn < t} - P{Sn—l-l < t} - Fn(t) - Fn+1(t)7

waarbij F,, de verdelingsfunctie van .S, is.

Laat m(t) = E{N(t)}, d.w.z. m(t) is het verwachte aantal vernieuwingen in [0, ¢], dat heet m(t)

de vernieuwingsfunctie. De relatie tussen m(t) en F,(t) wordt gegeven in het volgende lemma.
Lemma 3.3 m(t) =Y 2, F,(t), t > 0.

Bewijs Kies een t > 0.
N(t) =252, An met Ay = {

1 als de n-de vernieuwing plaatsvindt in [0, ¢]

0 anders

E{N()} = ZZ‘Ll E{4,} = ZZO:1 P{A, =1} = 2211 P{S, <t} = ZZ‘Ll Fn(t). O
Voorbeeld 3.3

Beschouw een vernieuwingsproces met tussen tijden die uniform zijn verdeeld op [0, 1]. Voor de
dichtheid f van de verdelingsfunctie geldt dus f(z) = 1, 0 < = < 1. We gaan m(t) bepalen
voor 0 <t < 1. Fi(t) = t en met inductie zullen we bewijzen dat F,(t) = % Merk op dat
Sn = Sn—1 + X, zodat we volgens de convolutieregel 2 en de inductieveronderstelling vinden dat

t t xn—l n
Fn(t):/o Fn_l(x)f(t—x)dx:/O (n_l)!dm:t.

n!

Hieruit volgt
[e.e] o tn
mt)= Fu()=) —=¢-1,0<t<1L
n=1 n=1

De gemiddelde tijdsduur van een vernieuwing is 0.5 (uniform verdeeld op [0, 1]) en het verwachte

aantal vernieuwingen in het interval [0, 0.5] is dus e’ — 1 = 0.6487.

In het volgende lemma tonen we aan dat m(t) eindig is voor iedere t. Dit volgt niet automatisch
uit het feit dat N(¢) met kans 1 eindig is. Beschouw immers een stochastische variabele Y die

met kans 2% gelijk is aan 2" voor n > 1. Hiervoor geldt:

P{Y<oo}:§:P{Y:2”}:§:21n:1,
n=1 n=1

terwijl

E{Y}:iP{Y:T}Q":il:oo.

Lemma 3.4 m(t) < oo wvoor alle t > 0.

2zie: H.C. Tijms, A first course in stochastic modeling, Wiley (2003) p. 434.



o4 HOOFDSTUK 3. VERNIEUWINGSTHEORIE

Bewijs Omdat per aanname P{X,, =0} < 1, is er een a > 0 is zdd. P{X,, > a} > 0.

Definieer een nieuw proces { X}, n > 1 door:

X =

n

met N*(t) = sup {n|S; < t}, waarbij S; =>"" X, n>1

0 als X,, <«
a als X, > «

In dit nieuwe proces kunnen vernieuwingen alleen plaatsvinden op tijden t = ma, m € Np.
Laat p = P{X,, > a}, dan is het aantal vernieuwingen op ieder van deze equidistante tijdstippen
een stochastische variabele die geometrisch verdeeld is met parameter p, zodat het verwachte

aantal vernieuwingen gelijk is aan % = m. Hieruit volgt:

la] +1
E{N*(t _—a-
(N0} < sy <
Omdat X < X, voor alle n, geldt dat
N(t) < N*(t) voor alle t, waaruit volgt dat m(t) = E{N(¢)} < E{N*(¢)} < oc. 0

Het berekenen van de vernieuwingsfunctie is in het algemeen een lastig probleem. Soms kan het

direct, in § 3.3 wordt nog iets gezegd over mogelijke andere berekeningsmethoden.

Voorbeeld 3.4 Poisson proces

We berekenen m(t) rechtstreeks uit de definitie m(t) = E{N(¢)}. Het Poisson proces is een
vernieuwingsproces met X,, een exponentieel verdeelde stochastische variabele met parameter A,
d.w.z. met verdelingsfunctie F(t) = 1 — e~ t > 0.

Voor de verdelingsfunctie F,(t) van S,, geldt:*

Fu(t) = P{S, < t} = P{N() > n} = Z (A0

zodat
P{N(t) = n} = P{N(£) > n} — P{N(t) > n+1} = e (A;)n.
Hieruit volgt:
m(t) = E{N@t)}=>,"gP{N({t)=n} n= ZOO_ P{N(t) =n}-n
_ Zzozl e ((At)) e —Atz (At = (\b) —Atz <, >\]t')7 — 2\

Vervolgens laten we zien hoe m(t) berekend kan worden via de relatie m(t) = > 7, F,(¢).

n=1
mt) = Yoo, Fa(t)=e My, yo2 G — ety s A

— A o (At)i—1
- tzjl(jl,f/\t tzjl(jl = \t.

Opmerking
In § 3.3 wordt aangetoond dat er een éénéénduidig verband is tussen F'(t) en m(t). Het Poisson

proces is dientengevolge het enige proces met een lineaire vernieuwingsfunctie.

3Voor het bewijs zie S.M. Ross, Introduction to probability models 7th edition, Academic Press (2000).
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Voorbeeld 3.5
Beschouw een vernieuwingsproces {N(t), t > 0}, waarvan de tussentijden een Gamma-verdeling

met parameter (r, A) hebben, d.w.z. dat de tussentijden een dichtheid

— )\€_>\t ()\t)ril

) (r—1)!

hebben. Deze tussentijden zijn te beschouwen als de tijden na 7,2r,3r,... aankomsten van een

Poisson proces met parameter A (zie Opgave 3.5). Hiervoor geldt dus:

P{N(t) > n}

P{in het Poisson proces zijn er nr of meer aankomsten}
_ —xt (At)?
- Zjinr € gt

Voor de vernieuwingsfunctie m(t) geldt (m.b.v. het resultaat uit Vraag 3.2):

m(t) = E{N(t)} = Y00, PN(t) > n} = Y00, ¥ e M

i j j '
_ v, i O a2y o

Merk op dat voor r = 1 geldt:

= (At) = (AL
m(t):eAjzzz1 ( )1)!:)\te/\j§::1(,)1)!:)\t.

(J— (J -

Vraag 3.1

Ga voor de volgende vragen na of ze waar zijn of niet:
a. N(t)<n<& S, >t

b. N(t)<n<& S, >t.

c. N(t)>n& S, <t.

Vraag 3.2

Bewijs dat voor een niet-negatieve geheeltallige stochastische variabele geldt

E{X} = i P{X > n}.
n=1

Vraag 3.3
Beschouw een vernieuwingsproces {N(t), t > 0} met vernieuwingsfunctie m(t) = 3t.
Bepaal P{N(5) = 0}.
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3.2 Vernieuwingsvergelijking en Vernieuwingsstelling

Als we veronderstellen dat X,, een dichtheid f(z), z > 0, heeft, kan voor m(t) een integraalver-
gelijking worden afgeleid door te conditioneren naar het tijdstip van de eerste vernieuwing. Als
de eerste vernieuwing plaatsvindt op tijdstip x, dan vernieuwt het proces zich vanaf dit tijdstip
en is het verwachte aantal vernieuwingen 1 + m(t — z). Deze redenering geldt alleen voor x < t.

Dit betekent dat
0 x>t
E{N(t) | X1 =z} =
1+m(t—z) z<t.

Hieruit volgt:

m(t) = [;° E{N(t) | X1 =z} f(2)dx = fg {1+m(t—z)} f(z)dx = f(f dw—i—fo m(t—z)f(z)dz,

zodat de volgende vergelijking geldt, de zogenaamde vernieuwingsvergelijking:

+/0 m(t — ) f(z)dz. (3.2.1)

Omdat ¢t — m(t) een niet-dalende functie is, geldt dat m(¢) Riemann integreerbaar is, en bijna
overal differentieerbaar (dit wordt preciezer gemaakt in het vak Maattheorie). Aannemende dat

m(t) overal differentieerbaar is, geldt er

m) = F+ [ [ s
— P+ /0 Ft — wym/ (u)du. (3.2.2)

Dit is een speciaal geval van de zogenaamde Key Renewal Theorem.

Voorbeeld 3.3 (vervolg)
Veronderstel dat we een vernieuwingsproces hebben met X, uniform verdeeld op [0, 1]. We zullen
nu de vernieuwingsvergelijking oplossen voor 0 < ¢ < 1 met behulp van de vernieuwingsvergelij-

king. De integraal vergelijking luidt in dit geval:

+/Ot m(tx)f(:c)d:p:tJr/Ot m(tx)dﬂcthr/Ot m(y)dy,

de laatste gelijkheid via de substitutie y = t — x. Door bovenstaande vergelijking te differentiéren
krijgen we

m/(t) =1+ mf(t).
Laat h(t) = 1 +m(t), dan geldt: h/(t) = h(t). Hieruit volgt h(t) = K €', zodat m(t) = K e! — 1.

Omdat m(0) = 0 is K = 1, waaruit volgt voor de vernieuwingsfunctie

m(t)=e —1,0<t <1.

We hebben gezien dat, met kans 1, N(¢) — oo als t — co. We zullen nu onderzoeken hoe snel N ()
N(t)
¢

naar oneindig gaat door lim;
N(t)

dat, limy 0o = = i, met kans 1, waarbij p = E{X,}.

te bestuderen. In de volgende stelling wordt aangetoond
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Stelling 3.5 Met kans 1 geldt: lim;_ o @ =

=

Bewijs Omdat Sy ;) het tijdstip is van de laatste vernieuwing voor of op tijdstip ¢ geldt
Sni) << SN)+1s

waaruit volgt

SN () t SN(t)+1
< < . 3.2.3
N(t) = N(t) = N(t ( )
Uit de Sterke wet van de grote aantallen volgt, met kans 1, limy ()00 vaé? = .
Omdat N(t) — oo overeenkomt met t — oo geldt eveneens met kans 1 dat lim;_,o ?VN—((;)) =
Verder kunnen we schrijven
SNw+1 _ Snw+1 N() +1
N(#)  N#+1 N@)
zodat met kans 1 ook geldt
im SN+ = lim 78N(t)+1 - lim L(t) 1 =pu-1=
thee N(t)  ioeo N(#)+1 ia0 Ny 10T H
Uit (3.2.3) volgt nu direct dat met kans 1 limy_, @ = i 0O

Opmerkingen
1. Bovenstaande Stelling is ook waar als y = co. In dat geval moet voor % de waarde 0
worden genomen.

2. Het getal i heet de snelheid van het vernieuwingsproces.

Op grond van Stelling 3.5 verwacht je dat m(t)/t — u, t — oo. Dit is veel lastiger te bewijzen.

Daartoe hebben we het concept van stoptijden nodig.

Stoptijden en de vergelijking van Wald

Laat X1, Xo,... een rij onafhankelijke stochastische variabelen zijn. Een geheeltallige, positieve
stochastische variabele 7 heet een stoptijd voor de rij X1, Xs,... als de gebeurtenis 7 = n onaf-
hankelijk is van X,,41, Xn42,... voorallen =1,2,....

Stelling 3.6 (Vergelijking van Wald)
Laat X1, Xs, ... een rij onafhankelijke, identiek verdeelde stochastische variabelen zijn met E{| X1|} <
oo. Als 7 een stoptijd is voor X1, Xo,... met E{7} < oo, dan geldt

E {Z Xn} = E{r} E{X}. (3.2.4)
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1 alsn<r

Bewijs Voor Y, = { kunnen we schrijven Zzo:l XY, = 22:1 X,.

0 alsn>r71

Hieruit volgt
E {Z Xn} =E{>_ X,Ya}=> E{X,Y,}.
n=1 n=1 n=1

De laatste verwisseling van verwachting en sommatie laat zich als volgt rechtvaardigen. Vervang
allereerst alle X, door |X,|, in welk geval de verwisseling geoorloofd is op grond van de niet-
negativiteit. Dit houdt echter in dat de oorspronkelijke verwisseling ook geoorloofd is op grond
van de Stelling van gedomineerde convergentie.*

Omdat Y,, = 0 d.e.s.d. als 7 < n—1, en de eventualiteit 7 < n—1 niet athangt van X,,, Xy, 41, ...,
wordt Y,, bepaald door X7, Xo,..., X,,_1 en is dus onafhankelijk van X,,. Dit geeft

E{ = Xn} = 200 B{Xu} - E{Yn} = B{X} 302, E{Y,}
= E{X} 305, P{r > n} = E{X} - E{r},

de laatste gelijkheid volgens het resultaat dat in Vraag 3.2 wordt genoemd. 0

Voorbeeld 3.6

Beschouw de rij X1, Xs,... van onafhankelijke, identiek verdeelde stochastische variabelen met
P{X,, = 0} = P{X,, = 1} = $ voor alle n,
zodat E{X,,} = 3 voor alle n. Laat

T =min{n | X; + Xo +--- + X,, = 10},

dan geldt dat 7 een stoptijd is.
Uit de vergelijking van Wald volgt

E {Z Xn} =E{r} E{X}= %E{T}.

Volgens de definitie van 7is E{>", | X, } = 10, zodat E{7} = 20.
Beschouw vervolgens de rij X1, Xo,... van onafhankelijke, identiek verdeelde stochastische vari-

abelen met
P{X, = —1} = P{X,, = 1} = § voor alle n,
zodat E{X,,} = 0 voor alle n. Laat

r=min{n | X; +Xo+ -+ X, =1}

4Voor de Stelling van gedomineerde convergentie zie K.L. Chung, A course in probability theory, Harcourt (1968)
p- 40, zie ook Hoofdstuk 5



3.2. VERNIEUWINGSVERGELIJKING EN VERNIEUWINGSSTELLING 59

Veronderstel dat de vergelijking van Wald geldt, d.w.z. dat

E{i Xn} =E{r}-E{X} =0.

Anderzijds volgt uit de definitie van 7 dat

E{z Xn}_l.

Dit betekent dat Wald’s vergelijking niet geldt, dus moet E{7} = oo zijn.

We zullen de vergelijking van Wald toepassen in de vernieuwingstheorie. Daartoe hebben we een

stoptijd nodig. N () is hiervoor een natuurlijke kandidaat. Echter
Nit)y=ne& X1+ Xo+ -+ X, <ten X1 +Xo+ -+ Xpp1 > t,

d.w.z. dat N(t) afthankelijk is van X, 11 en dus geen stoptijd is. Daarentegen is N(t) 4+ 1 wel een
stoptijd, omdat

N(t)—|—1:n<:>N(t):n—1<:>X1+X2+-~—I-Xn_1 <ten X1+ Xo+ -4+ X, >1t.
E{N(t)+ 1} = m(t) + 1 < oo (volgens Lemma 3.4), zodat uit de vergelijking van Wald volgt
E{Xl —+ X2 + -+ XN(t)—H} = E{X} . E{N(t) + 1}

Hieruit volgt als p < oo,
E{Sner} = - {m(t) + 1. (3.2.5)

Voorbeeld 3.4 (vervolg)
Voor het Poissonproces geldt: E{Sy )41} = p- {m(t) + 1} = (At +1) =t + 5. Dit is intuitief
duidelijk: vanwege de geheugenloosheid is Sy ()41 =t + de tijd tot de volgende gebeurtenis.

We hebben nu alle voorbereidingen gedaan om de Elementaire Vernieuwingsstelling te bewijzen.

Stelling 3.7 (Elementaire Vernieuwingsstelling) lim ;o @ = %, waarbiy % =0 als p = oo.

Bewijs Veronderstel eerst dat 1 < oo. Omdat Sy(y)41 > ¢, is volgens (3.2.5)
e {m() +1) > 4,

waaruit volgt

t 1
lim inf ;o 15) > —.
1

() waarmee de stelling bewezen is.

We zullen nu bewijzen dat lim sup,_,, =~ < i,
Kies daartoe een willekeurige positieve constante M en definieer het afgeknotte vernieuwingspro-
ces {X},n=1,2,...} door

X;:{ X, als X, < M;

M als X,, > M.

Laat
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S5 =, X7 en N*(t) = supfn | S} < t}.
Omdat de tussentijden X van het afgeknotte proces door M worden begrensd, geldt
S}k\/*(t)+1 <t+ M,

zodat volgens (3.2.5)
prAm* () + 1} <t 4+ M,

m* () < L
t — u*

waarbij p* = E{X}. Hieruit volgt lim sup ;o0
Aangezien S} < S,, voor alle n, is N*(t) > N(t) en dus ook m*(t) > m(t). Dit geeft

t *(t 1
lim SuUp t—oo L < lim SUp t—oo = ( ) < —
t t w*

Door M — oo te laten gaan krijgen we lim sup ¢— oo @ <

1
5
Vervolgens beschouwen we het geval y = co en nemen weer het afgeknotte proces.

Omdat p* — oo als M — oo volgt het resultaat ook in dit geval. =

Opmerking

Op het eerste gezicht zou men kunnen denken dat de Elementaire Vernieuwingsstelling een direct
gevolg is van Stelling 3.5 op grond van de volgende redenering: het gemiddeld aantal vernieu-
wingen convergeert naar % als ¢ — oo, dus convergeert het gemiddelde van het verwachte aantal
vernieuwingen ook naar i Het volgende voorbeeld toont aan dat we hiermee voorzichtig moeten
zijn.

Beschouw een stochastische variabele U die homogeen verdeeld is op [0, 1].

0 alsu>
as and Y (u) = 0 voor alle u.

Definieer Y,,(u) =
n alsu <

Sli= 3=

Dan convergeert Y,, met kans 1 naar Y, d.w.z. naar 0, want lim,_,~ Y, (u) =0 =Y (u) voor alle

u € (0,1). Anderzijds geldt E{Y,,} =n-P{U < 1} =n-1 =1 voor alle n.

n

Dus, ofschoon de rij Y;, naar 0 convergeert, convergeren de verwachtingen E{Y,,} niet naar 0.

Vraag 3.4 Laten Up,Us,... onafhankelijke homogene verdelingen zijn op [0,1] en definieer 7
door:

r=min{n | U1+ Us+---+ U, > 1}.

a. Bepaal E{7}.

b. Bepaal de verwachte tijd vanaf ¢ = 1 tot de volgende vernieuwing.

Vraag 3.5 Een spel met 52 kaarten wordt geschud en de kaarten worden één voor één open
neergelegd.

Laat X,, =1 als de n-de kaart een aas is en anders is X,, =0, n=1,2,...,52, d.w.z. dat
E{X,} = % voor alle n. Laat 7 het aantal kaarten zijn dat geopend moet worden om alle azen

te tonen: de vierde aas verschijnt als 7-de kaart.
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Onderzoek of
E {Z Xn} = E{r}-E{X,}.
n=1

Als deze gelijkheid niet geldt, wat is dan de reden?

3.3 Vernieuwingskansen en Laplace-Stieltjes transformatie

Vernieuwingskansen

We hebben gezien dat dat de gemiddelden N (¢)/t en m(t)/t voor t — oo naar u~! convergeren.
Wat geldt er voor de kans dat je in een tijdinterval [t,¢ + a) een vernieuwing ziet, voor grote
waarden van t en gegeven waarde a > 07

Dit belangrijke resultaat geven we zonder bewijs. Daartoe hebben we een definitie nodig. Stel

dat {N(t) }+>0 een vernieuwingsproces is, en F' de verdelingsfunctie van X,,.
F heet periodiek met periode d als

1. P{X, €{0,d,2d,...}} =1,

2. d is de maximale waarde waarvoor (1) geldt.
Stelling 3.8 (Blackwell’s stelling)

1. Als F niet periodiek is dan geldt voor iedere constante a > 0 dat

m(t+a) —m(t) = a/p, t— oc.

2. Als I periodiek is met periode d dan geldt

E{N(nd") — N(nd™)} = d/p, n — oco.

De Laplace transformatie

7ij F' de verdelingsfunctie van een niet-negatieve stochastische variabele X met dichtheid f.

Dan wordt de Laplace getransformeerde F* van F' is gedefinieerd door:
[e.e]
F*(s) = / e ** f(x)dx voor s > 0 (in dat geval bestaat de integraal).’
0

De Laplace getransformeerde voldoet aan F*(s) = E{e *X}. De Laplace getransformeerde kan

ook worden gedefinieerd voor willekeurige functies g, gedefineerd op [0, 00), op de volgende manier:

g*(s) = [,° e **dg(z) voor s € C, mits deze integraal bestaat.

5Voor het bewijs zie: D.V. Widder, An introduction to transform theory, Academic Press, 1971.
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Details hiervan worden in de colleges Maattheorie behandeld. Als g ook differentieerbaar is, dan

is dg(x) = ¢'(z)dz. Uit de definitie van de Laplace getransformeerde is het volgende af te leiden: ©
1. Als F(x) = Fi(x) + Fy(z), dan is F*(s) = F(s) + F5(s).

2. Als F(z) = Y..2, Fi(z), dan is F*(s) = > .2, F(s), mits de bijbehorende integralen be-
staan.

3. [*(s) = sF*(s) — F(0), als f(z) = F'(z).

4. Als S, = Z?:l X;, waarbij S, en X;, 1 < i < n, stochastische variabelen zijn met verde-
lingsfuncties resp. Fy,(x) en G;, 1 <i <mn, en X;, i > 1 zijn onderling onafhankelijk, dan is

Fa(s) = [Lizy Gi(s)-

5. De Laplace getransformeerde F*(s) bepaalt eenduidig de oorspronkelijke verdelingsfunc-
tie F.

We hebben gezien hoe we uit een vernieuwingsproces een vernieuwingsfunctie kan worden afgeleid.
We zullen nu laten zien dat een vernieuwingsfunctie eenduidig een vernieuwingsproces bepaalt

omdat er een éénéénduidig verband is tussen F(t) en m(t).
Lemma 3.9 Er is een éénéénduidig verband tussen F(t) en m(t).

Bewijs m(t) = > 7, Fy(t), t > 0. Neem aan beide kanten de Laplace getransformeerden, dan

geldt volgens de eigenschappen (2) en (4):

w6 = Y File) = S PO = s
n=1 n=1

waaruit volgt

m*(s)
Fi(s) = — 238
(s) 1+ m*(s)
Er is dus een éénéénduidig verband tussen F*(s) en m*(s), waaruit volgens eigenschap (5) volgt
dat er een éénéénduidig verband is tussen F'(t) en m(t). 0
Opmerking

Voor de berekening van de vernieuwingsfunctie m(t) wordt meestal één van de volgende vier

methoden gebruikt:

a) Door middel van de definitie m(t) = E{N(t)} = > o2, P{N(t) = n} - n, bijvoorbeeld in het
geval P{N(t) = n} eenvoudig te bepalen is.

b) Via de relatie m(t) = > >°; Fy(t), bijvoorbeeld in het geval F},(t) eenvoudig te bepalen is.

c) Via Lemma 3.9: bepaal uit F(¢) de Laplace getransformeerde F*(s), daaruit de Laplace

getransformeerde m*(s) = % en deze weer terugtransformeren naar m(t).

5De bewijzen volgen direct uit de definitie van de Laplace getransformeerde of kunnen gevonden worden in

Hoofdstuk XIII van W. Feller, An introduction to probability theory and its applications, Wiley, 1971.
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d) Met behulp van de vernieuwingsvergelijking m(¢ ) + fo m(t —z)f(z)dx

Voorbeeld 3.7 (Vervolg Poisson proces) De berekening van m(t) met behulp van Laplace

getransformeerden gaat als volgt:

A

FO)=1-e™ o Fo)= [Cemetar = [ et 2
(t) e (s) ; e e x ; e T=

Hieruit volgt

m(t) moet nu worden opgelost uit

A °
— = *d .
S /0 e m(x)

Omdat [, e™*%dx = 1, voldoet m/(t) = A, en met m(0) = 0, geeft dit m(t) = At.

3.4 Vernieuwingsprocessen met opbrengsten

In veel modellen zijn er in het vernieuwingsproces opbrengsten of kosten. Stel dat er op het tijdstip
van de n-de vernieuwing een opbrengst wordt ontvangen ter grootte R,. R, zal vaak afhangen
van X,, maar we veronderstellen dat de paren (X,, R,), n > 1, o.o. en identiek verdeeld zijn.

De totale opbrengst tot tijdstip ¢ is dan gegeven door

M.b.v. de volgende stelling kunnen de de gemiddelde opbrengsten per tijdseenheid lim;_,oo R(t)/t
(over een oneindige horizon) en de gemiddelde verwachte opbrengsten per tijdseenheid limy_, oo E{R(t)} /t
berekend worden.

Stelling 3.10 (Opbrengst-vernieuwingsstelling) Als E{|R;|} ,E{X:} < co dan geldt

R(t) _ E{R}

li = 1 4.1
Jim — E{X 1 met kans (3.4.1)
" (R()) _E{R)
. E{R(t E{R;
Am = = E{X;} (342)

N.B. Voor R, =1 reduceert dit tot het resultaat in Stellingen 3.5 en 3.7.
In Opgave 3.6 wordt gevraagd (3.4.1) te bewijzen.

Bewijs van Stelling 3.10, (3.4.2).
Neem eerst aan dat R, >0, n=1,2,....
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N(t) + 1 is een stoptijd voor de rij stochasten X1, Xs,... en dus ook voor de rij stochasten

Ri1, Ro,.... Uit de vergelijking van Wald volgt dan

N () +1
Y Rip = Eq > Rip—E{Ryg}
=1

= (m(t)+1)E{R1} —E{Ryng)+1} -

Dus geldt

E{R(t t)+1
Uit Stelling 3.7 volgt dat

, E{R(1)} , m(t) +1 _ E{Ri}
1 ——— = <E{R}1 = .
e

Aan de andere kant geldt, met gebruikingmaking van het Lemma van Fatou en (3.4.1) dat

lim infE{}:(t)} = lim infE{Rit)} > E{lim inf Rit)} _ B

t—o00 t—o00 t—o00 E {Xl }

De stochastische vectoren (X,,, R;"), n > 1, zijn 0.0. en identiek verdeeld. Verder geldt E{R,'} <
E{|R,|} < co. Dus voor deze rij geldt de uitspraak van de stelling. Analoog geldt dit voor de rij
(X, R,,), n > 1. Dus geldt de uitspraak voor de rij (X,, R, = R — R;;)), n > 1. 0

Voorbeeld 3.1 (vervolg)

Uit de elementaire vernieuwingsstelling volgt dat het gemiddelde verwachte aantal apparaten dat
per tijdseenheid kapot gaat, gelijk is aan 1/E{X,}. Stel dat te snel kapot gaan beboet wordt:
de grootte van de boete is R, =T — X,, bij levensduur X,,. Gevraagd is de gemiddelde verwachte
boetekosten per tijdseenheid.

Aannemende dat de levensduur van het apparaat een dichtheid g(x), x > 0, heeft, geldt er
E{R,} = fo (z)dx. Dus geldt

E{R(?) fo )dx
t fo (1-— dﬂc

Opbrengsten per tijdstip Bij Stelling 3.10 hebben we verondersteld dat de opbrengsten op
vernieuwingstijdstippen ontvangen worden. Dit kan gemakkelijk veralgemeniseerd worden door
toe staan dat opbrengsten ook tussen vernieuwingstijdstippen worden ontvangen. Stel, op tijdstip

n wordt een stochastic bedrag R™ ontvangen. De totale opbrengsten tot tijdstip ¢ bedragen dan

t
= Z R™
n=1

en de opbrengsten in het n-de vernieuwingsinterval worden gegeven door
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Gevolg 3.11 Neem aan dat (X,, Ry), n = 1,2,... 0.0. en identiek verdeeld zijn. Neem verder
aan, dat EX; en E 221:_11 |R¥| < 0o. Dan gelden dan de witspraken van Stelling 3.10.

Bewijs Neem eerst aan, dat R > 0, n =1,.... Dan geldt

N N 1
Sal) Ru _ R _ X9 Ry
t -t~ t

Uit het bewijs van de opbrengst-vernieuwingstelling volgt dat linker- en rechterlid van boven-
staande vergelijking met kans 1 convergeren naar ER;/EX;. Analoog convergeren de verwach-
tingen mee naar dezelfde waarde.

Als de R™ niet noodzakelijk niet-negatief zijn, dan kunnen we schrijven R" = R™»* — R™~. Op

grond van de aannames, zijn

Sp—1 Sp—1
EY  RFMMEY RM <.
k:Sn_l k:Sn—l

We kunnen nu de stelling apart toepassen op de +-termen en op de —-termen, en deze daarna
van elkaar aftrekken. QED

Opmerking 3.1 1) Het kan handig zijn om toe te staan dat de eerste tussentijd X, een andere
verdeling heeft dan X5, . ... Bovenstaand bewijs verandert niet, wanneer (X7, R1) een andere
verdeling heeft dan (X,, R,), n > 2, mits E|R;|,EX; < oo, de rij variabelen (X, Ry,),
n > 1, onafhankelijk zijn en de overige condities van Stelling 3.10 van toepassing zijn op
de rij (X, R,), n > 2. In de uitspraak van de stelling moeten we dan de breuk ER; /EX;
vervangen door ERy/EX5. In dit geval wordt het proces (X, R,), n > 1, een uitgesteld

opbrengst-vernieuwingsproces genoemd.

2) Later zullen we zien dat het vernieuwingsinterval dat het tijdstip ¢ van observatie bevat,
gemiddeld langer is dan een willekeurig vernieuwingsinterval. Dit wordt de wachttijdparadox

genoemd.

Voorbeeld 3.8 (Vervangingsmodel) Een onderdeel van een machine kan vervangen worden
met kosten ¢;. Als het onderdeel faalt, moet het vervangen worden en zijn de kosten ca (c2 > ¢1).
De strategie die we willen gebruiken, is een vervangingsregel die de leeftijd van het onderdeel
gebruikt. De kritieke—grens—s—regel vervangt het onderdeel, als de leeftijd s is of als het onderdeel
voor leeftijd s stuk gaat. De vraag is, wat de beste waarde van s is, als we de gemiddelde verwachte
kosten per tijdseenheid zo klein mogelijk willen maken.

De levensduren van de onderdelen, Y7, Y, ..., zijn stochastisch onafhankelijk en hebben allen de-
zelfde verdeling F'. Als vernieuwingstijdstippen beschouwen we de tijdstippen waarop onderhoud
wordt uitgevoerd, dus bij falen en preventief.

Bij kritieke—grens—s—regel is de duur X, tussen de (n—1)¢ en n® vernieuwing gelijk aan min(s, Y,).
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De kosten R, bij de n’de vernieuwing zijn,

c1 s <Y,
Rn: ) n
Co, SZYTL

Volgens Stelling 3.10 zijn ¢(s), de gemiddelde verwachte kosten per tijdseenheid, gelijk aan
E{R,}/E{X,}, met
E{R,} = ca(1—-F(s))+caF\(s)
S S
E{X,} = E{min(s,Y,)} = / xdF(x)+s(1—F(s)) = / (1 - F(x))dx.
0 0

Dus
_c(l = F(s)) + c2F(s)

cls) = e = F(x)) do

De beste s-waarde vinden we door de afgeleide van ¢(s) naar s te beschouwen. Voor de eenvoud

van de afleiding nemen we aan, dat F' een dichtheid f heeft. In vervangingsmodellen wordt vaak

de faal-intensiteit gebruikt,
f(z)
= > 0.
O P
Een onderdeel met levensduur z faalt tussen = en = + h met waarschijnlijkheid r(z)-h+o(h). We
nemen aan dat r(x) stijgend is in = en limy,_o () = co. Het unieke minimum van ¢(s) wordt

dan aangenomen voor de waarde s* die voldoet aan

(ca —c1)r(s™) = c(s"). (3.4.3)
Stelling 3.10 kunnen we in een algemenere context toepassen.

3.5 Regeneratieve processen

Een collectie stochastische variabelen {X (¢)};er, met T een interval in Ry of Z, heet een sto-
chastisch proces.

Een stochastisch proces tezamen met tijdstippen 0 < §7 < Sy < S3 < --- heet een regeneratief
proces met regeneratietijdstippen 0,S1,So, ..., indien de deelprocessen op de intervallen (0, 5],
(S1,S2], (S2,83],... dezelfde verdeling hebben en stochastisch onathankelijk zijn.

Voorbeeld 3.9 Om de twee maanden worden de 100 lantaarnpalen in een stadswijk geinspecteerd
en kapotte lampen worden vervangen. Elk jaar worden op 1 januari alle lampen vervangen. De
lampen hebben identiek en onafhankelijk verdeelde levensduren.

Laat X (t) het aantal kapotte lampen zijn op tijdstip ¢, waarbij t = 0 correspondeert met 1 januari.
Laat S, het n-de vervangingstijdstip zijn van alle op dat moment aanwezige lampen, d.w.z. de

n’de eerste januari na t = 0. Dan is {X(¢)}; een regeneratief proces met regeneratietijdstippen

{Sn}n.
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Een stochastisch proces tesamen met tijdstippen 57 < S < S35 < --- heet een wuitgesteld re-
generatief proces met regeneratietijdstippen S1, 59, ..., indien de deelprocessen op de intervallen
(S1,52], (S2,S3], ... dezelfde verdeling hebben en stochastisch onafhankelijk zijn. Dan zijn ook

S1, So — S1,... 0.0. en identiek verdeeld.

Voorbeeld 3.9 (vervolg) Alst = 0 niet op 1 januari valt, dan is { X; }; een uitgesteld regeneratief

proces met regeneratietijdstippen {Sy, }n.

Het tijdsinterval tussen opeenvolgende regeneratietijdstippen wordt een herhalingsperiode (engels:
cycle) genoemd. We zullen hieronder bespreken hoe we de opbrengst-vernieuwingsstelling kunnen

toepassen op regeneratieve processen.

Voorbeeld 3.10 Veronderstel dat potentiéle klanten bij een bank met één loket aankomen vol-
gens een Poisson proces met parameter A. Veronderstel bovendien dat een klant die bij een bank
arriveert alleen binnengaat als hij het loket leeg aantreft (in het andere geval gaat hij weg). Neem

aan dat de tijd die een klant aan het loket nodig heeft een verdeling G heeft met verwachting p¢-.
e Bereken de snelheid s waarmee klanten bij het loket aankomen.
e Bereken de fractie van de aankomende klanten die het loket leeg aantreffen.

Vanwege de geheugenloosheid van het Poisson proces is de verwachte tijd tot er een nieuwe klant
arriveert, gegeven dat de vorige klant bij het loket klaar is en de bank verlaat, gelijk is aan de
verwachte tussentijden van het Poisson proces, d.w.z. %

Definieer X, als de tijd tussen de aankomst van de (n — 1)-ste en die van de n-de klant bij het
loket. Er geldt dat E {X,,} = 1/A+pug (waarom?). Dan is N(t) = n d.e.s.d.a. er precies n klanten
in (0,¢] bij het loket zijn gekomen. Dit is een vernieuwingsproces (door de geheugenloosheid van
de exponentiéle verdeling) en dus volgt uit Stelling 3.7 dat het gemiddelde verwachte aantal

aankomsten per tijdseenheid gelijk is aan

1
5T LA+ pa

Omdat het Poisson proces ook een vernieuwingsproces is, is het gemiddelde verwachte aantal
klanten dat per tijdseenheid bij de bank aankomt gelijk aan 1/(1/\) = A. De fractie die geholpen

s S 1
worden is X~ g

Hiervoor hebben we de opbrengst-vernieuwingsstelling niet nodig. We bekijken een variant van
dit probleem.

Voor elke klant die vergeefs bij de bank komt, wordt een boete o gerekend, maar een beloning
B voor elke bediende klant. Laat X (¢) de totale opbrengsten (beloning min penalty) in (0, ¢]
zijn en S, het tijdstip van de n-de aankomst van een klant bij het loket. Dan is {X(¢)}+ een
uitgesteld regeneratief proces met regeneratietijdstippen {Sy },. Bereken de gemiddelde verwachte

opbrengsten per tijdseenheid.
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Voorbeeld 3.11 (Stationaire verdeling van een Markovketen) Stel dat een Markovketen

X = {X,}n in een positief recurrente toestand i € S start, waarbij S een eindige of aftelbare

toestandsverzameling is. Dan is X een regeneratief proces met regeneratiestijdstippen TZ-O =
0,7}1,7’72 ..., waarbij 7/* de successievelijke tijdstippen zijn dat de Markovketen in toestand i is.

De herhalingsperiodes zijn Y,, = 7" — Tinfl, n=1,.... Laat j € §. Definieer

R(t) = 1(Xn).
n=0

Dan is .
ER() = _pi},
n=0
en R(t), t > 0, is een regeneratief proces met dezelfde regeneratietijdstippen. Laat

i
7h—1

Ro= Y (X,

i
k=1 _,

Ga na, dat (Y, R,), n > 1, aan de condities van Gevolg voldoen. Dan geldt de uitspraak van de

opbrengst-vernieuwingsstelling, d.w.z.

E E E
R() — & met kans 1, en ﬂ — i

- =1t
¢ EY,’ ¢ EY,’ >0

De tweede limiet is per definitie gelijk aan pj;. Als p;; > 0, dan is j ook positief recurrent en er
geldt pj; = m;. We hebben daarmee een alternatieve interpretatie gevonden van de stationaire
kansverdeling.

Als we j = i kiezen, dan is R, = 1, n = 1,2,..., dus is m; = 1/EY] = 1/p;; is gelijk aan het
omgekeerde van de verwachte terugkeertijd van j naar j. Als j # 4, dan is 7; het wachte aantal
bezoeken aan j tussen twee opeenvolgende bezoeken aan ¢ gedeeld door de verwachte terugkeertijd

van ¢ naar i.

3.6 Opgaven

Opgave 3.1 Beschouw een vernieuwingsproces { N (t) ¢t > 0}, waarvan de tussentijden een Poisson-
verdeling hebben met parameter A, d.w.z. dat P{X,, = k} = e*A’\k—?, k=0,1,....

a. Toon aan dat .S, Poisson-verdeeld is met parameter nA.

b. Bepaal P{N(t) = n}.

Opgave 3.2 Laat {Ni(¢t)t > 0} en {Na(t) t > 0} twee onafhankelijke vernieuwingsprocessen zijn,
en laat N(t) = Ni(t) + Na(t), t > 0.

Beantwoord de volgende vragen en beargumenteer uw antwoord:

a. Zijn de tussentijden van het proces {N(t), ¢ > 0} onafhankelijk?

b. Zijn de tussentijden van het proces {N(t), t > 0} identiek verdeeld?

c. Is {N(t), t > 0} een vernieuwingsproces?
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Opgave 3.3 Veronderstel dat gebeurtenissen plaatsvinden volgens een Poisson proces met pa-
rameter A. Een gebeurtenis die plaatsvindt binnen tijdsduur d na de voorafgaande gebeurtenis
heet een d-gebeurtenis.

Bijvoorbeeld, als d = 1 en de gebeurtenissen vinden plaats op de tijdstippen 2,2.8,4,6,6.7, dan
zijn de gebeurtenissen die plaatsvinden op de tijdstippen 2.8 en 6.7 d-gebeurtenissen.

a. Met welke snelheid treden d-gebeurtenissen op?

b. Welk deel van alle gebeurtenissen zijn d-gebeurtenissen?

Opgave 3.4 Beschouw iemand die in het donker onder de grond zit in een ruimte met drie
openingen. Opening 1 brengt hem in vrijheid na een reis van twee dagen; opening twee brengt
hem na een reis van vier dagen weer terug in dezelfde ruimte en opening drie brengt hem na een
reis van zes dagen weer terug in dezelfde ruimte.

Veronderstel dat hij altijd met kans % een van de openingen kiest, en laat 1" de tijd zijn voordat
hij vrijkomt.

a. Definieer een rij onafhankelijke en identiek verdeelde stochastische variabelen X7, Xo, ...

en een stoptijd 7 zdd. T'=>"7_; X;.

b. Bepaal E{T} met de vergelijking van Wald.

c. Bereken E{} 7 | X; | 7 =n} en laat zien dat dit niet hetzelfde is als E{> " | X;}.

d. Bepaal E{T'} met het resultaat uit onderdeel c.

Opgave 3.5 Toon voor het Poisson proces met parameter A het volgende aan:

a. Voor de dichtheid f,(t) van S, geldt: f,(t) = Ae™ (();f)_nl_);, n=12,...,dwz S, heeft

een Gamma-verdeling met parameter (n, \).

b. De Laplace getransformeerde F(s) van de verdelingsfunctie F),(¢t) van S, voldoet aan:

Fi(s) = (x35)"

Opgave 3.6 Bewijs Stelling 3.10 (3.4.1).

Opgave 3.7 In Voorbeeld 3.8 toon de juistheid van (3.4.3) aan en geef een verklaring van deze

formule.

Opgave 3.8 De sheroot is een shuttle dienst in Israel, waarbij per busje 7 passagiers vervoerd
kunnen worden. Bij een gegeven halte komen passagiers aan volgens een Poissonproces met
parameter \. Als er geen busje staat, lopen de passagiers door naar een andere halte. Busjes
komen bij de halte aan volgens een Poissonproces met parameter pu. Als er al een ander busje

staat, rijden ze door. Een busje vertrekt zodra het 7 passagiers heeft.

1. Laat X (t) het aantal wachtende klanten bij de halte zijn op tijdstip ¢. Bepaal tijdstippen
{Sn}n, zodat {X(¢)}+ een (uitgesteld) regeneratief proces is.
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2. Bereken de fractie van het aantal passagiers dat vanaf deze halte vervoerd wordt (m.b.v.

geschikt gekozen vernieuwingstijdstippen).

3. Bereken de fractie van het aantal busjes dat doorrijdt (m.b.v. geschikt gekozen vernieu-

wingstijdstippen).

4. Vergelijk je antwoorden van (2) en (3). Geef een verklaring.

Opgave 3.9 De levensduur van een auto is een stochastische variabele met verdelingsfunctie F'
en kansdichtheid f. Jan heeft de strategie om een nieuwe auto te kopen zodra de vorige 6 jaar

oud is of kapot. Laat 7 de eerste keer zijn dat Jan zijn auto vervangt, voordat hij kapot gaat.

e Toon aan, dat
Jo 2 ()da

E{r} =6+ = F(6)

e Stel dat een nieuwe auto € K kost, en er additionele kosten € C' zijn wanneer Jan’s auto
kapot gaat. Bereken de verwachte kosten per tijdseenheid. Specificeer de gekozen regene-

ratietijdstippen.

e Stel dat de tijdsduur tot de auto kapot gaat een homogene verdeling op het interval [0, 7]
heeft. Jan vraagt zich af of hij de verwachte kosten per tijdseenheid kan verlagen door zijn
vervangingsstrategie te veranderen. Laat C(s) de verwachte kosten per tijdseenheid zijn bij
vervanging na s jaar, of zodra de auto (binnen s jaar) kapot is. De kosten voor een nieuwe
auto en de additionele kosten bij kapot gaan blijven € K en € C respectievelijk. Bereken

C(s). Voor welke s zijn deze kosten minimaal?

Opgave 3.10 (Voorraadmodel) Een winkel verkoopt een gegeven product. De vraag D,, naar
het product in week n is een stochastische variabele met verdelingsfunctie G. D,, n > 1, zijn
onderling onafhankelijk. In het begin van de week moet de winkelier bepalen hoeveel extra

eenheden product hij gaat bestellen. Hij gebruikt de zogenaamde (s, S) regel: als de huidige
S —w, v<s
0, v > 8.

Als een klant naar het product vraagt, maar de voorraad is op, dan loopt de klant weg. Per order

voorraad, zeg v, dan bestelt hij

De order arriveert instantaan.

moet de winkelier vaste kosten K betalen, elke eenheid product kost C', en de prijs is P. Elke
klant die wegloopt geeft boetekosten B.

e Leg uit hoe je de gemiddelde verwachte winst per week kunt berekenen. Specificeer hiertoe

geschikt gekozen regeneratietijdstippen.

We nemen nu aan dat P{D,, = z} = o*(1 — ), z = 0,1,..., voor gegeven a € (0,1). Je kunt

deze verdeling interpreteren als het aantal ‘successen’ (hier z) tot de eerste ‘mislukking’.
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e Beargumenteer dat
rx+k—1
. .

k
P{) Di=a}=0a"(1- a)k<
=1

e Bereken voor de gegeven verdeling de verwachte gemiddelde winst per week.

Opgave 3.11 Gegeven een collectie van 3 bestanden (bijv. artikelen) op een centrale computer,
zeg bestanden 1,2, 3. Deze bestanden zijn als een lijst opgeslagen. Elk tijdstip komt een verzoek
voor het raadplegen van een bestand gedurende één tijdsperiode binnen. Met kans «; is dit een
verzoek voor bestand i, ¢ = 1,2,3. De computer doorzoekt dan de lijst van bovenaf tot het
gewenste bestand is gevonden. Stel bijv. dat de lijst {1,3,2} is en er komt een verzoek voor
bestand 2. Dan vindt de computer dit bestand bij de derde controle. Het probleem is om de
bestanden zo te ordenen dat het gemiddelde aantal controles per tijdseenheid minimaal is.

Als de kansen bekend zijn, ligt het voor de hand om de bestanden te ordenen in volgorde van
afnemende opvraagkansen. Laat a1 > ag > ag, dan wordt de lijst {1,2,3}. We nemen dit voor
de rest van de opgave aan.

Laat X; het gevraagde bestand zijn op tijdstip ¢. Als X; = ¢ dan zijn er ¢ controles nodig om het

gevraagde bestand ¢ te vinden.

a) Beargumenteer dat X = {X;};—; . een discrete-tijd Markov keten is, op de toestandsruimte

S ={1,2,3} en overgangsmatrix

Q] Qg ag
P=]la ar a3

a; G2 (3

b) Laat zien dat het gemiddelde aantal controles per tijdseenheid

i S i 1 (Xe)
11m
T—o0 T

gelijk is aan ), ic;. N.B.
1, Xt =1

1{1’}(Xt):{ 0 X, £

Helaas zijn de opvraagkansen niet altijd bekend. Dan lijkt het een goede heuristieck om het
bestand dat gevraagd wordt, bovenaan de lijst te zetten. De lijst is dan niet meer op elk tijdstip
hetzelfde. Stel we beginnen op tijdstip 1 met de lijst {1,2,3} en bestand 2 wordt gevraagd, dan
is de lijst op tijdstip 2 gelijk aan {2,1,3}. Om de kwaliteit van deze heuristiek te beoordelen,
blijven we er nog steeds vanuit gaan dat we de kansen kennen. Het gemiddelde aantal controles
moet nu echter anders berekend worden.

Het is handig om per bestand te kijken naar het gemiddelde aantal controles. Kies bestand 1, en
beginlijst {1,2,3}. Noteer met C het gemiddelde aantal controles voor aanvragen voor bestand 1

per tijdseenheid.
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Laat Y}, de tijd tussen het n-de en (n+1)-ste bezoek van de Markovketen aan toestand 1 zijn. Laat

N(t) het vernieuwingsproces met tussentijden Y7, ... zijn. Noem Y,, het n-de interval. Definieer

3 X bezoekt 2 en 3 tijdens n-de interval,
R,=4¢ 2 X bezoekt alleen 2 of alleen 3,
1 X bezoekt noch 2 noch 3.

c) Bereken eerst E{Y,}. Laat vervolgens zien dat

E{R,} = 1+ P{X bezoekt 2 tijdens n-de interval} + P{X bezoekt 3 tijdens n-de interval}
a2 Qg

= 1+ + )
a1 + o a1 + as

d) Beargumenteer dat

en bereken de laatste expressie.

e) Wat is nu het gemiddelde aantal controles per tijdseenheid? Geef een korte motivatie.

Opgave 3.12 Laat X1, Xo, ... een rij onafhankelijke en identiek verdeelde stochastische groothe-
den zijn met E {| X1}, E { X7} < co. Laat verder T een stoptijd voor de rij X1, ... zijn met E {7} <
co. Schrijf S, = Y1 X;, 0% = E{(X; —E{X;})?}. Toon aan dat E{(S. — TE{X1})*} =
o?E{r}.

Hint: Je kunt overgaan op de stochastische variabelen X’Z = X; — E{X;} en toon aan dat

E{Sﬁ} - E{X%}E{T}.

Opgave 3.13 Laat X,... een rij onafhankelijke en identiek verdeelde niet-negatieve stochasti-
sche variabelen zijn met E {X;} < co. {N(#)}+>0 zij het vernieuwingsproces geassocieerd met de
rij Xi,...,en S, =Y 1, X; het tijdstip van de n-de vernieuwing. Schrijf F'(t) = P{X; <t} voor
de verdelingsfunctie van X7 en neem aan dat F' continu differentieerbaar is naar ¢.

Definieer R(t) = Sy(;)41 —t de resterende levensduur op tijdstip ¢ (tot de volgende vernieuwing).

Toon aan dat

Iy Loa (R())ds  [IP{R(s) < a}ds  [T(1— F(s))ds

t — .
t / E{X:} >

De verdelingsfunctie F(z) = %, x > 0, heet de stationaire resterende levensduurverde-

ling.

Opgave 3.14 De afdeling ‘spoedopnames’ in een ziekenhuis heeft plaats voor 2 traumapatiénten.
Nieuwe patiénten die aankomen, wanneer de afdeling vol is (en beide bedden bezet zijn), worden

naar een ander ziekenhuis in de regio gebracht.
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Traumapatiénten komen aan volgens een Poissonproces, gemiddeld A per dag. Per dag worden
gemiddeld 4,2 patiénten geaccepteerd. Daarnaast zijn 16% van de tijd beide bedden bezet. Bere-
ken \. Welke percentage van de patiénten wordt doorgestuurd naar een ander ziekenhuis?

Hint: je mag aannemen dat zich gemiddeld AT patiénten bij de spoedopnames melden gedurende

een stochastische duur van T dagen. Deze tijd T' mag in ‘stukjes opgeknipt’ zijn.

Opgave 3.15 Bij een transportbedrijf komen producten aan volgens een vernieuwingsproces,
waarbij de tussenaankomsttijden een eindige verwachting p hebben. Zodra er M producten zijn,
gaan ze onmiddellijk op transport. Laat X (¢) het aantal producten zijn dat op tijdstip ¢ bij het

transportbedrijf op transport wacht.

e Bereken de fractie van de tijd (over een oneindig tijdsinterval) dat er j producten op trans-
port liggen te wachten. Bereken het gemiddelde aantal producten per tijdseenheid dat op

transport ligt te wachten.

e Het bedrijf wil de partijgrootte M zo kiezen dat de verwachte kosten per tijdseenheid
minimaal zijn. De relevante kosten zijn: C voor transporteren van een partij, en h voor de
opslagkosten per tijdseenheid en per product. Noteer met C(M) de verwachte transport-
plus opslagkosten per tijdseenheid. Toon aan dat de waarde van M die C(M ) minimaliseert,
gelijk is aan argmin {C(M)| M € {|\/2C/hpu], [\/2C/hu}}.
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Hoofdstuk 4

MARKOVPROCESSEN

4.1 Inleiding

In (discrete) Markov ketens zijn de tijden tussen de toestandsovergangen constant. In vele sto-
chastische problemen zijn deze tussentijden echter niet constant, maar stochastisch. Vaak zijn de

tussentijden exponentieel verdeeld.

Voorbeeld 4.1

Bij een tankstation is in een aparte tank, met een capaciteit van N eenheden, een brandbaar
product opgeslagen. Het vraagproces naar dit product wordt beschreven door een Poisson proces
met intensiteit A, d.w.z. klanten arriveren volgens onafhankelijke tussentijden die exponentieel
verdeeld zijn met verwachte waarde % en elke klant vraagt één eenheid van het product. Ge-
legenheid tot aanvulling van de voorraad is mogelijk op stochastische tijdstippen, die worden
gegenereerd door een Poisson proces met intensiteit p. In verband met veiligheidsaspecten kan
de voorraad op zo’n tijdstip alleen worden aangevuld als er geen voorraad meer in de tank zit.
We zijn geinteresseerd in vragen als:

- Wat is de gemiddelde voorraad in de tank?

- Wat is de fractie van de tijd dat de tank leeg is?

We zullen later zien dat het stochastisch proces dat de voorraad in de tank beschrijft een Markov-

proces is.

We zullen nu eerst een formele definitie van een Markovproces geven. Beschouw een stochas-
tisch proces {X(¢),t > 0} dat waarden aanneemt uit een discrete toestandsruimte S. Het pro-
ces is een continue Markov keten als voor iedere 0 < ty < t1 < -+ < th—1 < tp < tpy1 en

10,91y .+ 50n_1,1,] €S geldt dat

P{X (tn+1) =7 | X(to) =i0, X (t1) = i1, ., X(tn-1) = in-1, X (tn) =i}
= P{X(tnt1) = | X(tn) =i} (4.1.1)

Merk op dat als we de tijdstippen discreet nemen (¢ = k, k = 0,1,...), dit precies de definitie

van een Markovketen is.

75
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Als bovendien P{X (¢t + s) = j | X(s) = i} onafhankelijk is van s, dan heet het proces homogeen
en noteren we P{X (¢t + s) = j | X(s) = i} met p;;(t). De matrix met elementen p;;(t) noteren
we met P(t). De collectie {P(t)}+>0 noemen we de transitiefunctie van het Markov proces. We
zullen in dit hoofdstuk alleen homogene processen beschouwen. We nemen verder aan dat de

transitiefunctie continu in ¢t = 0 is.
Aanname 4.1 e Het Markov proces is homogeen.

e De transitiefunctie is standaard, d.w.z. lim;jo P(t) = I met I de identiteit.

Voorbeeld 4.2 Poissonproces

In Besliskunde 1 is het Poissonproces reeds geintroduceerd als een vernieuwingsproces waarvan
de tussentijden exponentieel verdeeld zijn, zeg met parameter A. Het Poissonproces is het een-
voudigste continue Markov proces, maar tevens blijkt het een zeer geschikt model te zijn voor
het modelleren van ’toevallige’ gebeurtenissen, zoals de aankomsten van klanten, het kapotgaan
van onderdelen in apparaten, het binnenkomen van telefoongesprekken, etc.

Zij N(t) het aantal vernieuwingen in [0, ], dan is

P{N(t) =n} = e_’\t@ voor alle t > 0 en alle n € Ny.
n!

Uit de geheugenloosheid van de exponentiéle verdeling volgt dat voor iedere

0<ty<t1 < - <th_1<s<s+teniedereig<i3 < - <1ip_1 <i<jgeldt dat:
P{N(t+s)=j | N(to) =i, -+, N(tn—1) = in—1, N(s) = i}
= P{N(t+s)=j|N(s) =i}

. . —tAtj_i
BRI

Dit is dus een stationaire homogene Markov keten met p;;(t) = I
0 voor j < i.

Stelling 4.1 Chapman - Kolmogorov vergelijkingen'
Voor iedere s,t > 0 geldt dat P(t + s) = P(t)P(s).

Bewijs:

Neem 4, j € S willekeurig. Dan kunnen we schrijven:

{(Pt+s)}y = P{X(t+s)=j|X(0)=i} =3, P{X({t+s) =7, X(t)=Fk|X(0) =1}
= YR P{X(+s)=j] X
= 2 P{X(t+s)=j| X)) =k} P{X(t)=k| X(0) =i}
= 25 Pir(t)pij(s) = {P(t)P(s)}i;- O

! Dit heet ook wel de semi-groep eigenschap

=k, X(0)=i}-P{X(t) =k | X(0) =i}
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Veronderstel dat de keten op een zeker tijdstip, zeg op tijdstip 0, overgaat in toestand i en
veronderstel tevens dat het proces toestand ¢ niet verlaat gedurende de komende tijdsduur s.
Wat is dan de kans dat het systeem in toestand ¢ vanaf tijdstip s nog een tijdsduur ¢ verblijft?
Volgens de Markov eigenschap is de kans dat het systeem in toestand i blijft gedurende het
interval [s, s + t] gelijk aan de kans dat het systeem in toestand i blijft gedurende het interval
[0,t]. Laat T; de tijd zijn dat het systeem in toestand i verblijft voordat een overgang naar een
andere toestand plaatsvindt.

Met behulp van een (maattheoretisch verantwoord) limietargument, kun je aantonen dat
P{Xy=0,0<u<t+s|Xo=1}=P{Xy,=i,0<u<t| Xo=i}P{Xy =it <u<t+s| Xy =1}.

M.a.w.
P{Tz'>t+S’X0=i}=P{Tz‘>t‘X0=i}-P{Ti>S|X0:’L'}.
Laat Gi(t) = P{T; > t|Xo = i}, dan is Gi(s +t) = G;(s) - Gi(t) voor alle s,t > 0. De

~¥it yoldoet aan deze eigenschap en er kan ook worden bewezen

exponentiéle functie G;(t) = e
dat een exponentiéle functie de enige niet triviale, continue functie is die hieraan voldoet.” Voor

de verdelingsfunctie F;(t) van T; geldt dus

Fi(t)=P{T; <t} =1-—e"",

—v;

wat de negatief exponentiéle verdeling is met dichtheid f;(t) = v;e™"i'. Voor de verwachting van

T; geldt dat E{T;} = V%, wat dus de verwachte tijdsduur in toestand ¢ is. Als v; = oo dan springt

het proces dus onmiddellijk uit i weg.

Alternatieve definitie van een Markovproces In feite geeft dit een andere manier om een
Markovproces te definiéren, namelijk als een stochastisch proces dat voor iedere i € S de volgende
twee eigenschappen heeft zodra het toestand i bereikt:

(1) de verblijftijd T; in toestand i is exponentieel verdeeld, zeg met parameter v;;

(2) als het proces toestand ¢ verlaat, dan gaat het met sprongkans p;; naar een toestand j # i,

waarbij Z#i pij = 1.

Het is voor onze doeleinden vaak handig om deze laatste definitie te hanteren, die als volgt
geinterpreteerd kan worden: een Markovproces op een discrete toestandsruimte is een stochastisch
proces dat van toestand naar toestand gaat volgens een (discrete tijd) Markovketen en waarbij de
tijdsduur voordat de keten naar een andere toestand gaat exponentieel verdeeld is. N.B. als er op

tijdstip t een sprong is, dan is X (t) de bereikte toestand na de sprong!

Bovenstaande constructie is van belang bij modellering van een probleem als een Markov proces.
Daarnaast zullen we one beperken tot zogenaamde ‘reguliere’ Markovprocessen.
Een Markovproces heet regulier als het aantal overgangen in ieder eindig tijdsinterval met kans

1 eindig is. Een voldoende voorwaarde voor regulariteit is dat sup;cg v; < co. We zullen ons

2Zie W. Feller: An introduction to probability theory and its applications, Volume I, 3rd edition, Wiley (1968)
p- 459.
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beperken tot reguliere Markovprocessen, zodat we in dit hoofdstuk werken onder de volgende

aanname:

Aanname 4.2 We beschouwen in dit hoofdstuk alleen Markovprocessen, die regulier zijn. Voorts

nemen we aan dat er geen instantane toestanden zijn, d.w.z. v; < oo voor alle i.

Laat
qij = { vivig s i (4.1.2)
—y; alsi=j
dan geldt
Zqij =y, i€5en Z% =0,1i€b. (4.1.3)
J#i J

Aangezien v; de snelheid is waarmee toestand ¢ wordt verlaten en p;; de kans dat het systeem
dan overgaat naar toestand j # i, is ¢;; de snelheid waarmee in toestand ¢ een overgang naar

toestand 7 wordt gemaakt. De matrix ) heet de generator matriz.

Voorbeeld 4.1 (vervolg)
Neem S = {0,1,..., N}, waarbij toestand i overeenkomt met de aanwezigheid van precies i
eenheden in de tank. Zij X(¢) de voorraad in de tank op tijdstip ¢ en laat de verblijftijd in
toestand ¢ exponentieel verdeeld zijn met parameter v;. Dan geldt:
N\, 1<i<N, j=i—1
{A,lgz‘SN {pz‘,i—l = 1,1<i<N )\, 1<i<N, j=i
v = en . , zodat g;; = ] )
1,7=0 w, 1=0,3=N
—u, 1=0,5=0

w, 1 =20 Di,N

(andere overgangskansen zijn 0).

Zij X een positieve stochastische variabele met verdelingsfunctie F(¢) en kansdichtheid f(t).
De faalsnelheid r(t) wordt voor alle t waarvoor F'(t) < 1 gedefinieerd door:

r(t) = % (4.1.4)

Om dit begrip te verduidelijken beschouwen we een item met stochastische levensduur X, dat

reeds t tijdseenheden heeft overleefd. We berekenen de kans dat het item een extra levensduur

van dt tijdseenheden niet overleeft:

P{X e (t,t+dt), X >t} _ P{X e(tt+dt)}y  f(t)dt

P{X € (t,t+dt) | X >t} = ~ = r(t)dt.
(X et t+dy] ! P(X >t} P{X >t} T—ry "
Voor een stochastische variabele X die exponentieel verdeeld is met parameter v geldt

l/efz/t

d.w.z. dat de exponenti€le verdeling een constante faalsnelheid heeft. Dit is inherent aan het

geheugenloos zijn van deze verdeling.
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In het Markovproces X (t) geldt voor de verblijftijd 7; in toestand ¢ voor h voldoende klein en

voor iedere t:
P{(X(t+h)=i|X(t)=1i} ~ P{T;>h}=e""=1—-vph+o(h)
PIX(t+h)=j | X(t) =i} ~ P{T;<h}-py=(1-e"").p, @16
= vihpij +o(h) = qijh +o(h), j # i,

waarbij o(h) voor een functie g(h) betekent dat limy_, @ = 0.

Uit (4.1.6) volgt direct het volgende lemma.

Lemma 4.2
Er geldt: p;i(O) = hmhiO p”(z)fl = —U; = qy en p;j(()) — hmhu)

of in matriznotatie: P'(0) = Q.

pij(h)
h

= q;j als j # 1,

Formule (4.1.6) verklaart de naam infinitesimale overgangssnelheden voor de getallen ¢;;, d.w.z.
als ¢ # j dan is ¢;; de kans per tijdseenheid dat het systeem een overgang van ¢ naar j maakt en

—q;; is de kans per tijdseenheid dat het systeem in toestand 7 blijft.

Vraag 4.1

In een dameskapperszaak staan twee stoelen. Een binnenkomende klant neemt eerst plaats in
stoel 1 voor het eerste deel van haar behandeling. Als dit klaar is gaat de klant naar stoel 2 voor
het tweede deel. De behandeltijden bij beide stoelen zijn onafhankelijk en exponentieel verdeeld
met parameters 1 resp. pe. Veronderstel dat klanten volgens een Poisson proces met parameter
A arriveren, maar alleen naar binnen gaan als beide stoelen leeg zijn.

Beschrijf het proces van de bezetting van de stoelen in deze dameskapperszaak als een Markov-

proces en bepaal de toestandsruimte, de verblijftijden en de overgangskansen.

4.2 Differentiaalvergelijkingen en transiént gedrag

Lemma 4.3 Kolmogorov’s voorwaartse differentiaalvergelijking
Pi;(t) = >k Pir(t)qr; voor alle i,j € S en alle t > 0, of in matriznotatie: P'(t) = P(t)Q.
Bewijs
Uit de Kolmogorov vergelijking P(t + h) = P(t)P(h) volgt voor kleine waarden van h:
pij(t+h) = 3. pik()pkj(h) + pij(t)ps;(h)
>kt Pik(t)arih + pij (1) (1 — vih) + o(h).

e i (tHh)—pi; (¢ B N
Hieruit volgt P =Pl = 37, pir(t)ak; + pig (i + % = Y pin(t)aw + %
Door limy,_,( te nemen (waarbij we aannemen dat deze limiet bestaat, wat onder milde voorwaar-

den het geval is?®) wordt het resultaat van het lemma verkregen. 0

3Voor meer details zie: P. Brémaud: Markov chains, Volume 31 of Texts in Applied Mathematics, Springer,
1999.
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Lemma 4.4 Kolmogorov’s achterwaartse diffentiaalvergelijking
Pi;(t) = >k Qikpr;(t) voor alle i,j € S en alle t > 0, of in matriznotatie: P'(t) = QP(t).

Bewijs
Uit de Kolmogorov vergelijking P(t + h) = P(h)P(t) volgt voor kleine waarden van h:
pij(t+h) = > pik(R)pi;(t) + pii(R)pij(t)

= D ki Girhprj(t) + (1 = vih)pi;(t) + o(h).

t ng(t+h) pzy O(h)

=Dk GikPrj(t) + qipij (t) + =5~

Hieruit volg

Door limj,_,( te nemen (waarbij we ook hier aannemen dat deze limiet bestaat), wordt het resultaat

verkregen. O

Voorbeeld 4.3

Beschouw twee identieke machines, elk met een exponentiéle levensduur met parameter .
Veronderstel dat op tijdstip ¢ = 0 beide machines functioneren.

Zij X (t) het aantal machines dat op tijdstip ¢ functioneert, dus X (0) = 2.

X (t) is een Markovproces met S = {0,1,2}, po1 =pio=1en vy =0, v1 =\, vy =2\

0 0 0 Plo(t) = Apoo(t) — Apio(t) = X — Ap1o(%)
Q=1 A =X 0 |,zodat ph(t) = 2Ap11(t) — 2\p21(t)
0 2\ —2)\ Poo(t) = 2Ap10(t) — 2Ap20(t)

Merk op dat pio(t) + p11(t) = 1 voor alle ¢ en dat py1(t) = e, zodat pio(t) = 1 — e M.

De differentiaalvergelijkingen in matriznotatie, d.w.z. P'(t) = P(t)Q, hebben in matriznotatie als

oplossing (gebruik daarbij ook dat P(0) = 1)
P(t) = '? waarbij €9 gedefinieerd is als Yoo tQ,)k,
mits geéist wordt dat sup, v; < 00.

In het algemeen geldt niet dat het (i, j)-de element van e'@ gelijk is aan €', Als de matrix Q
echter te diagonaliseren is, d.w.z. Q = UDU ! met D een diagonaalmatrix en U een inverteerbare
matrix, dan geldt dat (UDU1)* = UDFU~! voor alle k (eenvoudig met inductie te bewijzen),

waaruit volgt dat

olQ — U(D)U Z {UED)U—"}* tD v 2 U(tDk)!kU_l _ U{ki:o (tf!)k}U_l — UetPy-1L.

Als @) niet te diagonaliseren is, dan kunnen we een Jordandecompositie toepassen. Deze wordt
in Lineaire Algebra 2 behandeld.

Voorbeeld 4.4

Beschouw een Markovproces met generator matrix ) = 1 -1 0
2 1 =3
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We kunnen deze matrix diagonaliseren als Q = UDU ! (we leggen niet uit hoe) met

_ _ 1 1 1 -1 _ 3v/3 3 3
D= 0 0 0. U=| g 5 —y [aU'=| 5 % ¥
0 0 -2 5 1 L V3 V3 VB
V35 V3 V3 4 2 1
e~ 0 0
Hiermee vinden we: P(t) =U 0 € 0 U~1, met voor t = 1:
0 e 2

0.415702 0.432332 0.151965
P(1)=| 0.338877 0.567668 0.093456 | of bijvoorbeeld pi;(t) = Se4 + 3 + L2
0.397387 0.432332 0.170281

Vraag 4.2

Beschouw twee machines, die beide een exponentiéle levensduur hebben met parameter A. Er is
één reparateur die de kapotte machines repareert in de volgorde waarin ze stuk zijn gegaan en
met een reparatietijd die exponentiel verdeeld is met parameter p.

Stel de achterwaartse Kolmogorov differentiaalvergelijkingen op (oplossen hoeft niet).

4.3 (Geboorte-sterfte processen

Beschouw een systeem waarvan X (t), de toestand op tijdstip ¢, overeenkomt met het aantal
personen in het systeem op tijdstip t. Dus S = {0,1,...}. Een geboorte-sterfte proces is een
Markovproces met voor iedere toestand 7 p;; = 0 voor j # ¢ + 1,4 — 1: transities vanuit ¢ gaan
dus altijd naar i + 1 (geboorte) of i — 1 (sterfte). Laat \; = @i it1, ¢ > 0 en p; = g1, @ > 1, de
geboorte- resp. sterftesnelheid. Uit (4.1.3) en (4.1.2) (met pp = 0) volgt dat voor alle i € S:

en pi;—1 = )vl—f—iﬂf (4.3.1)
(2 (2

0\ Dl = i
Vi i+ Mis Dig+1 N + i

FEen andere karakterisatie van een geboorte-sterfte proces is:
Als er ¢ personen in het systeem zijn, dan geldt:
(1) de tijd tot de volgende aankomst is exponentieel verdeeld met parameter A;;

(2) de tijd tot het volgende vertrek is exponentieel verdeeld met parameter ;.

Opmerking;:

/\_/):“_ is de kans dat, gegeven dat er ¢ personen in het systeem zijn, een geboorte eerder plaatsvindt

dan een sterfte.

Voorbeeld 4.2 (vervolg)
Het transiént gedrag p;;(t) van het Poissonproces, d.w.z. een geboorte-sterfte op S = {0,1,2,...}
met \; = X en u; = 0 voor alle 4, kan ook worden afgeleid uit de voorwaartse differentiaalverge-

lijking. De generator matrix van het Poissonproces is
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-2 A 0 0 0
0 =X A 0 0o ... ...
Q= 0 0 —-X X 0 ... ... |,zodatuit P'(t) = P(t)Q volgt

Pij(t) = Apij—1(t) — Apiz(t), j =1 >0 met als i = j = 0: poo(t) = —Apoo(?).
met begincondities p;;(0) = 0. Het is eenvoudig na te gaan dat
t)7-

pij(t) = e ML >0 >0,

voldoet aan deze differentiaalvergelijking, ook voor i = j = 0.

We kunnen p;;(t) expliciet bepalen als we een zuiver geboorte proces, d.w.z. p; = 0 voor alle
i, hebben. Laat voor zo’n proces X de tijdsduur zijn waarin het proces in toestand k verblijft
voordat een transitie naar toestand k 4+ 1 plaatsvindt. Veronderstel dat het proces in toestand ¢
is en laat 7 > ¢. Dan is Zi: X} de tijd voordat toestand j wordt bereikt. Verder is het duidelijk
dat

Xt)<j & Xi+Xi 4+ Xj_1 >, dwa P{X(1) <j| X(0) =i} =P{3_} X} > t}.

Xi, Xiy1,- -+, Xj—1 zijn onafhankelijke exponentiéle verdelingen met parameters A\;, \it1,..., Aj_1.
Voor convoluties van exponentiéle verdelingen met verschillende parameters kan worden afgeleid *
dat

j—1

— At
P{ZXk>t} Z H )\_/\k

k=i k=i r=i,r#£k

zodat ook geldt

(<o 0=} - S [T

r=i,r#k
Omdat P{X(t) =7 | X(0) =i} =P{X(t) <j+ 1| X(0) =i} —P{X(¢t) <j| X(0) =i} voor
Jj>ienp(t)=P{X; >t} = et hebben we hiermee het volgende resultaat afgeleid.

Lemma 4.5

Voor een zuiver geboorteproces met A\; # \j voor i # j, geldt'

_ 1 —
Pij (t) ] Axt Hr 1,1#k )\T ZJ At Hr =i,r#k Ar )\k’ ] >
pii(t) = 67’\”-

Voorbeeld 4.5 Het Yule proces
Beschouw een populatie waarvan de individuen geboortes genereren en waarin geen sterfte plaats-
vindt. De individuen handelen onafhankeljk van elkaar en ieder individu genereert een geboorte

in een tijdsduur die exponentieel verdeeld in met parameter A. Dit is dus een geboorte-sterfte

4Zie S.M. Ross: Introduction to probability models, 8th edition, Academic Press, 2003, p. 286.
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proces met S = {1,2,...}, \; =i\ en p; = 0 voor alle i. Dit proces is door George Yule in 1924
gebruikt om een mathematisch model voor de evolutie op te stellen. Uit Lemma 4.5 volgt reeds

dat p;;(t) = e”™. De generator matrix van dit model is:

A A 0 0 0
0 —-2x 2x 0 O
Q= 0 0 —=3x 3x 0

Uit de voorwaartse differentiaalvergelijking P’(t) = P(t)Q volgt dat

pii(t) ={P)Q}i; = (j — DApij—1(t) — jApi;(t), j =1 > 1. (4.3.2)
met begincondities p;;(0) = 0 en als i = j = 1: p};(t) = —Ap11(t), zodat py1(t) = e M.
De oplossing van de algemene differentiaalvergelijking is (zie Vraag 4.7):
i—1 A .
pij(t) = (3_ 1>e_’>‘t(1 —e MY > > 1 (4.3.3)
Z p—

)\t(l _ ef)\t)nfl )\t.

Hieruit volgt dat p1,(t) = e~ , wat de geometrische verdeling is met p = e~

Voorbeeld 4.6 Lineaire groei met immigratie

Beschouw een geboorte-sterfte proces met pu; = i voor ¢ > 1 en A\; = iA+ 60 voor ¢ > 0. Zo'n
proces heet een lineair groeimodel met immigratie en wordt bestudeerd in de biologie. Ieder
individu in de populatie geeft een geboorte met een snelheid A en een sterfte met een snelheid y;
daarnaast is er een instroom (immigratie) met een constante snelheid 6.

Laat X (t) de populatiegrootte zijn op tijdstip ¢ en veronderstel dat X (0) = i.

Laat M(t) = E{X(¢)}, dan gaan we M (t) bepalen. Voor h voldoende klein en voor een gegeven
X (t) geldt:

X(t) met kans 1— {6+ X(E)A+ X()p}h + o(h)
X(t+h)=4q X(t)+1 met kans {0+ X(t)A\}h + o(h) (4.3.4)
X(t) =1 met kans {X(¢)u}h+ o(h)
Hieruit volgt:
E{X(t+h)| X()} = X(t) + {0+ X(O)A — X () u}h + o(h).
M(t+h) =E{E[X(t +h) | X(£)]} = M(¢) + 0h + M)A — p)h + o(h).
MURMZNME) — g 4 M (£)(A — p) + 2R,

Door h — 0 te nemen krijgen we de differentiaalvergelijking

M'(t) = 0+ M(t)(\ — p). (4.3.5)
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Beschouw eerst het geval A = p.
De vergelijking luidt dan M'(t) = 6, zodat M(t) = 0t + K. Omdat M (0) = 4, volgt hieruit dat

M(t) = 6t + 1. (4.3.6)
Vervolgens het geval \ # p.
Laat h(t) = 6 + M (t)(\ — p), dan is A/(t) = M'(t)(\ — ). Hieruit volgt:

W(t)

N M'(t) =0+ M(t)(\ — u) = h(t).

Dit geeft % = A — p. Door te integreren krijgen we: In h(t) = (A — pu)t + K, ofwel h(t) =
e(A—m)t+K

Omdat h(0) = 0+ M(0)(\ — u) = 0 + (A — p)i, geldt dat e = 0 + (A — p)i. Hiermee krijgen we
h(t) = {0+ (A — p)iteP 1t (4.3.7)

Dit geeft als volgt een uitdrukking voor M (t):

h(t)—0 _ {0+ (A~ p)iteX—mt — g

M(t) =
B =5 N

=i XMt 4 /\fu{e@“ﬁ —1}.  (4.3.8)

Voorbeeld 4.7 Radioactieve uitval

Beschouw N radioactieve atomen. Ieder atoom heeft een levensduur die exponentieel verdeeld
is met parameter A. De tijdsduur tot het eerste atoom uitvalt is het minimum van N onderling
onafhankelijke identiek verdeelde exponentiéle verdelingen. Deze is dus weer exponentieel verdeeld
is met parameter AN. Als X;;1 de tijdsduur is tussen het i-de en (i + 1)-ste uitval. Dan is X,
exponentieel verdeeld met parameter (N — i)\, ¢ =0,1,..., N.

Laat X (¢) het aantal uitgevallen atomen zijn op tijdstip ¢t. Danis {X(¢), ¢ > 0} een Markovproces
op S ={0,1,..., N} met generator matrix

-0 Ao 0 0 0

0 X M 0 0 .

0 0 =X X 0 0
Q=1 -~ . met \; = (N —i)\, i =0,1,...,N.

—AN-1 AN-1
0 0 e e . 0 Ay

Uit de voorwaartse differentiaalvergelijking P’(t) = P(t)Q volgt (met Ay = 0 = po ;—1(t)) dat
Pii(t) = Njapij—1(t) = Njpig(t) = (N — 5 + D)pij-1(t) — (N = §)pis(t), N >j>i>0.
De oplossing van deze differentiaalvergelijking is (eenvoudig te controleren):

pij(t) = (N -

. ,){e—”}N—j(l —e MY N> >0 >0.
] —1
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Deze kans hoort bij de binomiale verdeling en geeft de kans op j — i successen bij N — ¢ pogingen
als de succeskans p = 1 —e~*. Een overgang in tijdsduur ¢ van toestand i naar toestand j, d.w.z.
dat er nog j — ¢ atomen uitgevallen in tijdsduur ¢ als er bij het begin nog N — ¢ atomen niet zijn
uitgevallen, is inderdaad de kans op j — ¢ successen bij N — ¢ pogingen, waarbij iedere poging de

kans op uitval in tijdsduur ¢, d.w.z. de kans 1 — e, heeft.

Doorlooptijd We bekijken weer het algemene geboorte-sterfte proces. Laat D; de tijd zijn tot-
dat het system toestand i41 bereikt. We zullen E(D; | X = i) recursief berekenen. E(Dy | X¢ = 0)
is exp(\g) verdeeld, en dus geldt E(Dg | Xy =0) = )\—10 Laat

I { 1 als de eerste transitie vna ¢ naar ¢ + 1 gaat
i pu—

0 otherwise

Dan geldt:
Ai
P =1 X =i} = 7
P{I, =0| Xo =i} = Af/f
E(Ds | =1,Xo—i} = ="
i i:7 =1 = — =
’ g it

1
E{Di|IiZO,X0:i} = ;-I-E{Di_l}—l-E{D”XO:i}:

E{D,_ E{D;}.
/\i+Mz‘+ {Diz1} +ELD:}

Hieruit volgt:

E{D;| Xo = i} E{D; | I; =1,Xo=1i} - P{I; = 1| Xo = i}+

+E{D; | I; =0, Xo =i} - P{I; = 0] Xo = i}

A . . i
/\iiﬂi S Xt + {/\iiﬂi +E{Di—1|Xo=1-1} +E{Di[ Xo = l}} ’ )\iiﬂi

= s o A E{Di1 [ Xo =i — 1} + E{D;| Xo = i}},

waaruit direct is af te leiden dat

E{D;| Xo = i} = +%~E{Di_11X0:z‘—1}.
(]

1
i
We zullen deze recursie gebruiken om E{D; | X = i} te berekenen in het speciale geval dat A\; = A,
1>0,en p; =p, 1> 1.

Beschouw eerst het geval dat A = p. Dan is E{D; | Xo = i} = §+ + E{D;_1|Xo = i — 1}. Dus
geldt E{D; | Xy =i} = %, 1 =20,1,.... Voor de verwachte tijd om toestand j te bereiken bij
start in k£ < j geldt:

E{tijd om j te bereiken | Xg =k} = E{Dy|Xo =k} +E{Dps1|Xo=k+1}+
-+ E{Dj_1|Xo=7 -2}

_ (D FFA2D Ay D Rk
= ) = 2X :
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Vervolgens beschouwen we het geval \ # p, zodat

. 1 .
E{Di|X0:Z}:X‘F%'E{DZ;”XQ:Z—l}.

1-(&)i+!

Met inductie is aan te tonen (cf. Vraag 4.3), dat E{D; | X, =i} = ,1=0,1,....

A—p

Bepalen van de kansverdeling op tijdstip ¢

-\ Ao 0 0 0
M1 —)\1 — U1 )\1 0 0
De generator matrix () = 0 142 —Xo—p2 Ay O

De voorwaartse en achterwaartse Kolmogorov differentiaalvergelijkingen worden, respectievelijk:

Pio(t) = —Xopio(t) + pipin (t);

| (4.3.9)
Pii(t) = Aj—apig—1(t) — (N + )i () + pjapiea(t), j =1
€en
Pl (1) 0po; (t) + Aop1;(t) | (4.3.10)
Pi(t) = papicr () = i+ pa)pis(6) + Nipie1 (), > 1

In het algemeen zijn deze vergelijkingen niet exact op te lossen. In het volgende voorbeeld kan
dat wel.

Voorbeeld 4.8
In dit voorbeeld laten we, voor een eenvoudig geval, zien hoe uit de differentiaalvergelijkingen de

toestandsovergangen p;;(t) bepaald kunnen worden. Laat S = {0,1} en de generator matrix

(5 0)

Dit is dus een geboorte-sterfte proces waarbij tussen de toestanden 0 en 1 heen en weer wordt
gesprongen. De parameters zijn \g = A; Ay =0; pg =0 en pg = pu.
De eerste differentiaalvergelijking van (4.3.9) wordt:

Poo(t) = —=Apoo(t) + ppor (t) = —Xpoo(t) + p(1 — poo(t)) = p — (A + p)poo(t)- (4.3.11)
Met standaard technieken uit de analyse is deze vergelijking op te lossen:

A
poo(t) = 12— + =

+ —(Atp)t, 4.3.12
A )\+ue ( )

Omdat pgo(t) + po1(t) = 1 voor alle ¢, geldt: po1(t) = ﬁk# — ﬁ/\ue*(Aﬂ‘)t.

Geheel analoog is af te leiden dat

_ A _
pio(t) = /\iiu - ﬁe Mt en pyy(t) = py + ﬁe Atm)t, (4.3.13)
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Merk op dat voor de long run kansen geldt:

. . A . . Jz
Jim po1(t) = Jim p1i(t) = P Jim poo(t) = Jlim p1o(t) = Py (4.3.14)

Vraag 4.3

Toon aan dat in een geboorte-sterte proces waarin de A;’s en p;’s onathankelijk van ¢ zijn en

1-(5)*
A # p geldt: E{T;} = Aiu ,1=0,1,....

Vraag 4.4
Beschouw een geboorte-sterfte proces met \; = (¢ + 1)\, ¢ > 0 en p; =iy, i > 0.
a. Bepaal de verwachte tijd om van toestand 0 naar toestand 4 te gaan.

b. Bepaal de verwachte tijd om van toestand 2 naar toestand 5 te gaan.

Vraag 4.5

Veronderstel voor het model uit Voorbeeld 4.8 dat P{X (0) =1} = ﬁ
Toon aan dat P{X(t) =1} = ﬁ)\u voor alle ¢ > 0.

Vraag 4.6
Beschouw een zuiver sterfte proces: \; = 0 voor alle ¢ en p; = p voor alle ¢ > 1.

Bepaal voor alle i > 0: p;;(t) voor alle 0 < j <ien allet > 0.

Vraag 4.7
Laat zien dat (4.3.3) een oplossing is van de differentiaalvergelijking (4.3.2).

4.4 Uniformisatie

Met de uniformisatietechniek kan een continue Markov keten worden omgezet in een discrete
keten. Beschouw allereerst het geval dat alle verblijftijden in stochastische zin hetzelfde zijn,
d.w.z. v; = v voor alle i € S. In dit geval is N(¢), het aantal transities in tijdsduur ¢, Poisson
verdeeld met parameter vt, d.w.z.

(vt)"

P{N(t) =n} =e p

, > 0. (4.4.1)

We kunnen nu p;;(t) berekenen door te conditioneren naar het aantal Poisson gebeurtenissen:

pi(t) = P{X(t)=j|X(0) =i}
= Yolo P{X() =7 | X(0)=i,N(t) =n}-P{N(t) =n | X(0) =i} (4.4.2)
= Y PIX() = j | X(0) = i, N(t) = n} - e Y = 520 | plemn ("

n! n!



88 HOOFDSTUK 4. MARKOVPROCESSEN

de laatste gelijkheid omdat N(t) = n betekent dat er n transities van de discrete Markov keten
hebben plaatsgevonden in (0, ).

In het algemeen zijn de v;’s echter niet identiek. Toch is bovenstaande techniek door een truc ook
toe te passen. Het idee is om v > v;, i € S te nemen, en fictieve transities van toestand ¢ naar

zichzelf toe te staan, ¢ € S. Het verlaten van toestand i met snelheid v; is stochastisch equivalent

Vi

- "door te laten’ en het

met het 'verlaten’ van toestand ¢ met snelheid v, maar slecht een fractie
restant als transitie naar toestand 7 zelf te beschouwen. Dit betekent dat de transities worden
bepaald door een andere discrete Markov keten, namelijk
» .
- B Soepig, JFG

R J =1

Zij {N(t)}, t > 0} een Poisson proces met parameter v en beschouw de continue Markov keten

{X(t)}, t > 0} met X(t) = X y(y), waarbij X y(; de discrete Markov keten met transities

|1 43 y y .
> " Pijs J 3
pij=4 " :J . 7 ~is. Analoog aan (4.4.2) geldt:
- 717 J=1
(e e]
_ —(m) it (V1)"
Pi(t) = Pije S (4.44)
n=0

Het formele bewijs dat de continue Markov ketens { X (¢)} en {X (¢)} stochastisch equivalent zijn,

wordt gegeven in de volgende stelling.

Stelling 4.6
pij(t) = p;j(t) voor allei,j € S en allet > 0.

Bewijs
Laat P(t) de matrix zijn met elementen p;;, i,j € S. Uit de de Kolmogorov voorwaartse diffe-

rentiaalvergelijkingen volgt (in vectornotatie) P’'(t) = P(t)Q met als oplossing

[e.9]
tn

P(t) = P(0)e!9 = ¢l@ = E — Q" t=0.

n

n=0
De matrix P = %Q + 1, ofwel Q = v(P — I), waaruit volgt

— — e (Vt)n
_ vt(P-I) _ —vt _vtP _ _—vt P _ D
P(t)=e =e e =e 50 i P" = P(t),
n=»

de laatste gelijkheid volgens (4.4.4). 0O

Voorbeeld 4.8 (vervolg)

1 A
Neem v = X\ + p. Voor de overgangsmatrix P geldt P = ( Atp At )
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De kans om naar toestand 0 te gaan is dus altijd ﬁuu’ waaruit volgt ;Tygg ) = )\_’i—u voor alle n > 1
ent=0,1.
) = f(")efzxt " _ vt LB vt §o0 )" _ vt T efut{eut ~1}
Poo = n=0 Poo Y P n=1"nl — Py
_ o A —(A+p)t
- >\+u+m'e ( #)'
Omdat poo(t) + po1(t) = 1 voor alle ¢, is po1(t) = ﬁ - ﬁ cem (At
Op grond van symmetrie krijgen we: pio(t) = )\_’i—# - )\_’i—#-e_o‘ﬂ*)t enp11(t) = ﬁ—}— ﬁﬁ_(’\‘“‘)t.

Voorbeeld 4.9 Autowasserette

Beschouw een autowasserette waarin plaats is voor één auto. Klanten arriveren volgens een
Poissonproces met parameter 1, het wassen van de auto heeft een exponentiéle tijdsduur met
parameter 2, waarna afgerekend wordt wat ook een exponentiéle tijdsduur heeft, met parameter
3. We veronderstellen dat een klant de wasserette alleen bezoekt als de wasserette leeg is.

Laat S = {0,1,2} met 0 = geen auto in de wasserette, 1 = de auto wordt gewassen en 2 = er

wordt afgerekend.

-1 1 0
De bijbehorende generator matrix Q) = 0o -2 2
3 0 -3
Py = 3P
. . 2P = R 6 3 2
De stationaire kansen volgen uit het stelsel — Py= 11 P = i1 Py = i1
3P, = 2P

Po+P+P=1

We zullen vervolgens uniformisatie toepassen.

2 19
- 3 3
Neem v = 3, wat de discrete Markov keten geeft met P = | 0 % %
1 00
_ 2
To = 3To+ T2
1 1
— = 3T+ 37
De stationaire verdeling van P volgt uit g Lo — X9 = %, T = 13—1, To = %
T2 = 371

To+T1+w2 =1

o By e s B
—(n)e—?,t (33" 6

Hieruit volgt bijvoorbeeld: lim; o Poo(t) = > pey Poo ==

Voor het transiént gedrag krijgen we: p;;(t) = >

Dit laatste is intuitief als volgt in te zien: voor kleine waarden van n is limy_,o ;T)ég)e_?’t(i# =0

. . 3t)"
en voor grote waarden van n is p(()g) ~ Ty = 1%; verder is )7, 5, % ~ e3! voor grote waarden
van t, zodat 1im—eo Doo(t) = % ce 3t @Bt = %.
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4.5 Stationair gedrag

Bij Voorbeeld 4.8 hebben we in formule (4.3.14) gezien dat lim;_, p;;(t) bestaat en onafhankelijk
is van 7. In de praktijk is dit in veel situaties het geval.

Veronderstel dat lim;—,oc p;;(t) bestaat en onafhankelijk is van ¢, zeg

0< P = tlgrolo pi;(t) voor alle j € S en onafhankelijk van 1. (4.5.1)
De getallen P;, j € S, heten de stationaire kansen.
Aan bovenstaande veronderstelling is onder andere voldaan onder de volgende aanname.

Aanname 4.3 :
1. Eris een toestand r zodat voor iedere begintoestand i met kans 1 het proces ooit in toestand

r komt. Dit gebeurt in eindige verwachte tijd.

2. De verwachting van de tijd tussen twee opeenvolgende bezoeken aan r is eindig.

Omdat Pj = limy_oo p4j(t), is limy—o0 p;j(t) = 0. Als we veronderstellen dat limiet en sommatie

verwisseld mogen worden, dan volgt uit de voorwaartse differentiaalvergelijkingen:
0 = limysoo pij(t) = limisoeo {342 aripin(t) — vipii(t)}
dokrj WiPe—viPj, jE€S.
Bovendien volgt uit >, pi;(t) = 1, dat 1 = limyc 3, pi(t) = >_; Pj. Ook kan het volgende
resultaat worden aangetoond.

Stelling 4.7 Veronderstel dat aannames 4.1 en 4.2 gelden.

i) Onder aanname /.3 is limy_,o Pij(t) onafhankelijk van i, zeg de limiet is Pj, voor alle j.
P = (Pj); heet de stationaire verdeling. P is op een constante na de unieke oplossing van

het stelsel lineaire vergelykingen

ViTj = Yz QkjTk, J €S, (4.5.2)
d.w.z. de stationaire verdeling is een linker eigenvector van Q) bij eigenwaarde 0.

ii) Omgekeerd, stel dat er een toestand r € S is zodat v met kans 1 vanuit elke toestand bereikt
wordt. Stel dat Q@ een linkseigenvector x heeft bij eigenwaarde 0, met x; > 0 voor alle i.
Als geldt dat )", x; < oo, dan is (xj/ >, x;); de stationaire verdeling van het Markovproces.

Als Y, x; = 0o, dan bestaat de stationaire verdeling niet.
Opmerkingen

1) Het bewijs van Stelling 4.7 is te vinden in H.C. Tijms, A first course in stochastic models,
Wiley, 2003, pagina 155. Het is gebaseerd op een vergelijkbaar resultaat voor discrete

Markovketens.
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2) Net als bij discrete Markov ketens heeft P; de interpretatie van de fractie van de tijd dat het

systeem op de lange duur in toestand j is.
3) De vergelijking (4.5.2) heeft de volgende interpretatie:

viP; = de ’stroom’ waarmee het proces toestand j verlaat;
Z qr; P = de ’stroom’ waarmee het proces toestand j bereikt;
k#j

Vergelijking (4.5.2) houdt dus in dat in iedere toestand de snelheid 'de toestand uit’ gelijk is

aan de snelheid de ’toestand in’. Vandaar dat (4.5.2) ook wel de balansvergelijkingen heten.

Voorbeeld 4.1 (vervolg)

Uit (4.5.2) volgt voor de stationaire kansen:

uPy=AP; AP, =APjy1, 1<i<N—-1; APy =uPy;dwz. PP=P,=---=Py=0p

en Py = %p.

Uit 3, P; =1 volgt Np+gp:1, zodat P = Py = --- = Py = gl enszﬁ.

De (long run) gemiddelde voorraad in de tank is Zé‘\;o jP; = Z;Vﬂ jPj=sN(N + 1)%
De (long run) fractie van de tijd dat de tank leeg is Py = ﬁ

Voorbeeld 4.10

Beschouw een apparaat met 2 componenten. De i-de component heeft een levensduur die expo-
nentieel verdeeld is met parameter A; (i = 1,2). Als de i-de component stuk is, dan wordt deze
gerepareerd, waarbij de reparatietijd exponentieel verdeeld is met parameter u; (i = 1,2). Als
een van de componenten in reparatie is en de andere gaat stuk, dan wordt de huidige repara-
tie stopgezet en wordt begonnen met de reparatie van de als laatste kapot gegane component.
Omdat de resterende reparatietijd weer exponentieel verdeeld is met dezelfde parameter is het
onderliggende proces een Markoproces.

Als toestanden nemen we:

beide componenten functioneren;

component 1 is stuk en component 2 functioneert;

component 2 is stuk en component 1 functioneert;

beide componenten zijn stuk en component 1 is/gaat in reparatie;

Ll A ol

beide componenten zijn stuk en component 2 is/gaat in reparatie.

Voor de getallen v; en ¢;; geldt (we geven alleen waarden ongelijk 0):

Vo = A+ Aoy V1 = Ao+ pn; vo = A+ po; V3 = 1 Vs = o

go1 = A1; Go2 = A2; qi0 = K15 q14a = A25 G20 = [125 G23 = A1; 32 = H1; a1 = [o.
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Het stelsel (4.5.2) wordt:

(M +X)Py = P+ P
(1 +X)P1 = MPy+ p2Py
(12 + M\)P2 = XoPo+ 1 Py (4.5.3)
piPs = AP
pePy = XoPy

Uit de tweede en de vijfde vergelijking volgt: P, = QPO en Py = 2122 py.

11 2
Uit de eerste vergelijking volgt nu P, = )‘2 Po en uit de vierde P3 = ziziP
Hieruit volgt m.b.v. >0, Py =1: Py = {1 +4 )‘1 +4 )‘2 + 2;‘123 } , waarmee alle stationaire kansen
zijn bepaald.
Voor het geboorte-sterfteproces wordt het stelsel (4.5.2):

2Py = P,
040 H1471 . (4.5.4)
(Nj+u))Pp = Aj—aPjo1+ pjp P, j>1

Een intuitieve afleiding van (4.5.4) kan ook uit de voorwaartse Kolmogorov differentiaalverge-
lijkingen worden verkregen. Onder de aanname van (4.5.1) geldt intuitief dat stationair gedrag
impliceert dat lim; oo p;j(t) = 0 voor alle i en j. Met de eigenschap dat {im; o pi;(t) = 0 voor

alle j onafhankelijk is van ¢, wordt uit (4.3.9) het stelsel (4.5.4) verkregen.

Met inductie naar j is eenvoudig in te zien dat uit (4.5.4) volgt:

APy = pj1Pip1, j =0 (4.5.5)
Uit (4.5.5) volgt P; = jo1 == MNP > ],

Laat Cp = 1 en C; = W j>1. Mby. Y, Py =1, kiijgen we Py = {32%, C;}71,

waaruit volgt

{Z Ce} ™Gy >0 (4.5.6)

Bovenstaande afleiding geeft ook aan wat noodzakelljkerwijs moet gelden opdat de stationaire
kansen P;, j € S bestaan, namelijk dat Z;io C; < oo. Er kan worden aangetoond dat deze

voorwaarde ook voldoende is.

Voorbeeld 4.6 (vervolg)

Uit \; =iA+0, ¢ >0, en p; = ip, 1 > 1, volgt dat voor het bestaan van de stationaire kansen
0(0+XN)---(0+[7—1]N)
Il

Uit de d’Alembert-test volgt dat moet gelden

nodig en voldoende is dat 1+ >3, < 0.

. 0(6+X) -+ (045)) i 0442
limjse0 = RRGFD  FEENETTY — i Gt < b

d.w.z. dat A < p.
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60841y (0 ]j_ , 151 ,
Verder merken we op dat Cj = NGRRY j(,*ﬂj SUp (2) = (A +j, ) ().

1\
Omdat (1 —2)™ =372, (n +]. ) a7, geldt:
J

04 ‘ ,
220 Ci =225 (A +j 1) (%)j =(1- %)‘X.

2] .
0 1 .
Hieruit volgt Py = (1 — %)% en P; = <>‘ +j ) (2)7 . (1 - 3)%, j>1.

Vraag 4.8

Automobilisten komen aan bij een benzinestation volgens een Poisson proces met een gemiddelde
van 10 klanten per uur. Het benzinestation heeft slechts één benzinepomp en de tijd die nodig is
om te tanken is voor iedere automobilist exponentieel verdeeld met een verwachtingswaarde van
drie minuten. Een automobilist gaat het benzinestation alleen binnen als daar hoogstens twee
andere auto’s zijn.

a. Bereken het gemiddeld aantal auto’s in het benzinestation.

b. Wat is de fractie automobilisten die doorrijdt?

Vraag 4.9
Beschouw het M /M /1-model, het geboorte-sterfte proces met A; = A\, > 0 en p; = p,i > 1.
a. Toon aan dat de stationaire kansen bestaan d.e.s.d. als A < p.

b. Bepaal de stationaire kansen.

Vraag 4.10

In een productiehal zijn een snelle en een langzame machine aanwezig voor het afhandelen van
orders. Orders komen binnen volgens een Poisson proces met parameter A\. Een binnenkomende
klant die beide machines bezet treft, gaat verloren. Als een aankomende order beide machines vrij
treft, dan wordt de order toegewezen aan de snelle machine. Is alleen de langzame machine vrij,
dan gaat de order naar de langzame machine. De bewerkingstijd van een opdracht is exponentieel
verdeeld met parameter u; op de snelle machine en ps op de langzame machine.

a. Bepaal de generator matrix van dit Markovproces .

b. Stel de balansvergelijkingen op.

4.6 Reversibiliteit

Beschouw een Markovproces onder Aanname 4.1 en 4.2. Verder nemen we aan dat het Markovpro-

ces irreducibel is. We zullen nu de stationaire kansen P; vanuit een ander perspectief beschouwen.
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Neem aan dat het Markovproces gedefinieerd is voor ¢ € (—oo,00). Op tijdstip ¢ loopt het al
oneindig lang, en is het derhalve in de stationaire verdeling. Kies nu tijdstip ¢, en beschouw het
omgekeerde proces

X(s)=X(t—s), se(—00,00).

Dan is X weer een homogeen Markovproces (zie Opgave 4.19) met transitiefunctie {P(t)}; die

we als volgt berekenen:

bij(u) = P{X(s+u)=j|X(s) =i}
P{IX(t—s)=1|X(t—s—u)=j}P{X(t—s—u) =7}
P{X(t—s) =1}

pji(u) P
P

Hieruit volgt dat de generator Q van X wordt gegeven door

. b
qU—QJzJDi-

Merk op dat §¢;; = g;; en dus heeft de verblijftijd van X in ¢ dezelfde verdeling als de verblijftijd van
X in 4. We kunnen nu het begrip reversibiliteit introduceren. Het Markovproces X is reversibel
als X en X dezelfde waarschijnlijkheidswet hebben, d.w.z. als Q = Q

A~

Vullen we de uitdrukking voor () in, dan krijgen we dat X reversibel is d.e.s.d.a.
Pigij = Pjq;i. (4.6.1)

Vergelijking (4.6.1) heeft de interpretatie dat de stroom van i naar j, d.w.z. P;g;;, gelijk is aan

de stroom van j naar i, d.w.z. Pjq;;, voor alle i en j.

Vergelijking (4.6.1) impliceert dat de stationaire verdeling (mits deze bestaat) van een reversibel
proces heel gemakkelijk te berekenen is. Kies hiervoor een vaste referentietoestand, zeg 0. Stel
dat 0 — i1 — io — ... — i, — ¢ een pad in de geassocieerde gerichte graaf is. Dan zegt de
reversibiliteit dat je in omgekeerde richting een pijlenpad terug kunt lopen. Lh.b. kun je de
stationaire kans P; op ¢ net als bij geboorte-sterfte processen uitdrukken in de stationaire kans
Py op 0 door

P, = Gini p _ An;ilin_1in P C Qini%in_vin " 900 R,

in In—1 —

Qini Qin;Qinin—1 Qin;Qinin_q " 9i10
m.a.w. P;/Py is gelijk aan het product van de intensiteiten langs een pad van 0 naar i gedeeld
door het product van de intensiteiten langs hetzelfde pad, maar dan met omgekeerde pijlen. Dit

geeft een karakterisatie van reversibiliteit die geen stationaire kansen gebruikt.

Stel nl. dat we een ander pad van 7 naar 0 kiezen. Dan kunnen we op dezelfde manier Py in P;
uitdrukken als een quotiént van de intensiteiten langs het pad van 0 naar 7 en het product van
de intensiteiten langs het omgekeerde pad. Als we de twee expressies combineren, krijgen we dat
1 = Py/Py is gelijk aan product van de intensiteiten langs een pijlenronde van 0 naar 0 gedeeld

het product van de intensiteiten langs de omgekeerde ronde.
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Stelling 4.8 Stel het Markov proces {X (t),t > 0} is irreducibel. Het Markov proces is reversibel
d.e.s.d.a. woor elke pijlenronde in de geassocieerde gerichte graaf geldt dat het product van de
intensiteiten langs de pijlenronde gelijk is aan het product van de intensiteiten langs de omgekeerde

ronde.
We hebben één kant op al bewezen, het bewijs van de omgekeerde bewering is een opgave.

Stelling 4.9

Irreducibele geboorte-sterfte processen zijn reversibel.

Bewijs Dit volgt direct uit Stelling 4.8. 0

Vraag 4.11

Beschouw een groep van n machines en een service faciliteit om de machines te repareren. Als
machine ¢ stuk gaat, dan vereist dat een exponentieel verdeelde reparatieduur met parameter
;. De service faciliteit verdeelt zijn aandacht gelijk over de kapotte machines, d.w.z. dat als er
k machines stuk zijn waaronder machine i, machine i geholpen wordt met een snelheid van 4*
per tijdseenheid. Als machine i functioneert, dan gaat deze machine stuk na een tijdsduur die
exponentieel verdeeld is met een snelheid van A;.

a. Bepaal een geschikte toestandsruimte S zodat we bovenstaand proces kunnen beschouwen als
een Markov keten met deze toestandsruimte. Geef de bijbehorende infinitesimale overgangs-
snelheden g;;.

b. Laat zien dat dit model reversibel is.

c. Bereken de stationaire kansen P;, i € S.

4.7 Opgaven

Opgave 4.1

Beschouw een fabriek met N identieke machines, die elk een exponenti€le levensduur hebben
met paramater A\. Er is één monteur die de kapotte machines repareert. De reparatietijd is
exponentiéle verdeeld met paramater p. Zij {X(¢)} het aantal machines dat op tijdstip ¢ kapot
is.

a. Beargumentaar waarom {X (¢)} een continue Markov keten is.

b. Geef de generator matrix Q.

Opgave 4.2

Veronderstel dat een ééncellig organisme in twee verschijningen kan voorkomen: of als A of als B.
Een organisme van type A gaat na een tijdsduur die exponentieel verdeeld is met parameter «
over in type B; een organisme van type B splitst zich na een tijdsduur die exponentieel verdeeld
is met parameter 5 in twee organismen van type A.

Definieer een geschikte continue Markov keten om de populatie van dit organisme te beschrijven

en bepaal de verblijftijden en de overgangskansen.
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Opgave 4.3
Beschouw een populatie van N personen, waarvan er één op tijdstip ¢ = 0 besmet is met een
virus. Een besmet persoon blijft altijd besmet en maakt in een tijdsduur h met kans ah + o(h)
een niet-besmet persoon ook besmet.
Neem X (t) = het aantal besmette personen op tijdstip ¢, dan is het proces X (t) een zuiver ge-
boorteproces op toestandsruimte S = {1,2,..., N}, waarbij toestand i aangeeft dat er i personen
besmet zijn.
(N —i)ia alsi=1,2,...,N—1

0 alsi =N
b. Laat T de tijd zijn totdat de totale populatie ziek is.

Toon aan dat E{T} = ézl]\:ll Z-(Nl_i) ~ 2-[%{1271)7

a. Toon aan dat \; = {

waarbij de benadering mag worden toegepast voor grote waarden van N.

Opgave 4.4

Beschouw het model uit Voorbeeld 4.8. Bepaal poo(t) m.b.v. de achterwaartse differentiaal-
vergelijking en los deze vergelijking expliciet op door het volgende te doen:

a. Toon aan dat upf,(t) + Apj(t) = 0.

b. Leid hierna formule (4.3.11) af.

Opgave 4.5
Beschouw een zuiver geboorte-proces, d.w.z. p; = 0 voor alle .

De voorwaartse differentiaalvergelijkingen (4.3.9) worden in dit geval: pl.(t) = —Xipii(t), i >
0; pi;(t) = Nj—pij—1(t) — Ajpi(t), 7 > i+ 1.

Laat zien dat het volgende stelsel een recursieve oplossing geeft van deze vergelijkingen:

pii(t) = e~ Mt i > 0;

pij(t) = )\j_16_>‘jt fg CAjSpiJ‘_l(S)dS, j=>1+1.

Opgave 4.6

Beschouw twee identieke machines die onafhankelijk van elkaar werken met een levensduur die
exponentieel verdeeld is met parameter ).

Laat X (t) het aantal machines zijn dat op tijdsduur ¢ nog functioneert.

a. Stel de achterwaartse Kolmogorov differentiaalvergelijkingen op voor p/o(t), pi;(t), pho(t), phy(t)
en phyh)

b. Bepaal p1o(t), p11(t), p20(t), p21(t) en paa(t).

Opgave 4.7

Een bedrijf heeft drie machines en twee monteurs. Iedere machine functioneert gedurende een
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exponentieel verdeelde tijdsduur met parameter 4 en de reparatietijd van iedere monteur is ex-
ponentieel verdeeld met parameter 5.
a. Wat is het gemiddeld aantal machines dat werkt?

b. Wat is de fractie van de tijd dat beide monteurs tegelijk aan het werk zijn?

Opgave 4.8

Beschouw het M /M /s-model, s > 1, d.w.z. het geboorte-sterfte proces met \; = A\, i > 0 en
i, 1 <i<s

Hi = )
sp, 1> s+ 1

a. Toon aan dat de stationaire kansen bestaan d.e.s.d. als A < sp.

b. Bepaal de stationaire kansen.

Opgave 4.9

Beschouw een kleine kapperszaak met één kapper en twee kappersstoelen. Potentiéle klanten
arriveren volgens een Poisson proces met een snelheid van drie per uur; als de stoelen bezet zijn
gaat een aankomende klant weg. De kapper knipt de klanten in een tijdsduur die exponentieel
verdeeld is met een gemiddelde van een kwartier.

a. Wat is het gemiddeld aantal klanten in de zaak en hoeveel klanten worden (op de lange duur)
per uur geknipt?

b. Als de kapper twee keer zo snel zou werken, hoeveel meer klanten kan hij dan per uur aan?
c. Als er twee kappers zijn, die elk knippen met een tijdsduur die exponentieel verdeeld is met

een gemiddelde van een kwartier, hoeveel klanten worden er dan gemiddeld per uur geholpen?

Opgave 4.10
Bij een loket met één bediende komen potenti€le klanten aan volgens een Poisson proces met
aankomstintensiteit .

1

Een klant die bij aankomst n andere klanten aantreft, blijft op bediening wachten met kans -5

en vertrekt met kans .

De bedieningstijden zijn exponentieel verdeeld met verwachtingswaarde i

a. Toon aan dat de stationaire verdeling van het aantal aanwezige klanten een Poisson verdeling
is met verwachtingswaarde %

b. Wat is het gemiddeld aantal klanten dat per tijdseenheid tot het systeem toetreedt?

Opgave 4.11

Beschouw een geboorte-sterfte proces waarin ieder individu een geboorte geeft met exponentiéle
snelheid 1 en een sterfte met exponenti€le snelheid 2. Daarnaast is er immigratie met exponenti€le
snelheid 1 als er 2 of minder individuen zijn.

Bepaal voor dit model Fj.
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Opgave 4.12

Twee personen zitten in dezelfde ruimte en zijn aan het werk, tenzij ze aan de telefoon zitten
(er zijn ook twee telefoons). De tijdsduur dat ze aan het werk zijn voordat de telefoon gaat
is exponentieel verdeeld is met parameter A. De tijdsduur van de telefoongesprekken is ook
exponentieel verdeeld, maar met parameter p.

Laat X (t) het aantal personen zijn dat op tijdsduur ¢ aan de telefoon is.

a. Bepaal de generator matrix van deze continue Markov keten.

b. Als X(0) =1, wat is dan de verwachte tijdsduur voordat beide personen weer aan het werk
zijn?

c. Wat is de fractie van de tijd dat beide tegelijk aan het werk zijn?

Opgave 4.13

Beschouw een taxibusje met 7 zitplaatsen en vertrekt zodra al deze zitplaatsen zijn gevuld met
klanten. Als de taxi vertrokken is, duurt het een exponentiéle tijd met parameter p voordat een
nieuw taxibusje bij de standplaats arriveert.

Potenti€le klanten komen bij de standplaats aan volgens een Poisson proces met parameter A.
Een aankomende klant die meer dan 7 wachtenden aantreft, blijft niet wachten, maar gaat weg.
Formuleer een continue Markov keten om bovenstaand probleem te analyseren.

Bepaal de toestandsruimte, de overgangsintensiteiten en de verblijftijden.

Neem een tweedimensionale toestandsruimte { (4, )} met ¢ het aantal wachtende klanten en j het

aantal wachtende busjes.

Opgave 4.14
Beschouw het model uit Vraag 4.1.
a. Stel voor dit model het stelsel (4.5.2) op.

b. Bepaal de stationaire kansen.

Opgave 4.15
Beschouw een continue Markov keten met toestandsruimte S = {0, 1,2} en met generator matrix
—-A A 0
Q=1 n —A-p A
Jz 0 —p

a. Zij T;, v = 1,2, de tijd, startend in toestand ¢, voordat het proces toestand 0 bereikt.
Bepaal E{T1} en E{T5}.

b. Zij Sy de tijd, startend in toestand 0, om voor de eerste keer terug te keren in toestand 0.
Bepaal E{Sp}.

c. Zij Py de stationaire kans op toestand 0.

Toon aan dat Py = % ‘g {}90} en geef een interpretatie aan deze formule.
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Opgave 4.16

Na gerepareerd te zijn, functioneert een machine gedurende een exponenti€éle tijd met parameter
A, waarna de machine stuk gaat. Als de machine stuk gaat, dan gaat deze in reparatie. Het
reparatie proces bestaat uit k£ achtereenvolgende fases. De tijden van deze fases zijn exponentieel
verdeeld met parameters pq, po, ..., fg.

a. Welk deel van de tijd is de machine in fase i van de reparatie, i = 1,2,..., k7

b. Welk deel van de tijd is de machine in werking?

Opgave 4.17

Een monteur heeft twee machines in onderhoud. Als een machine gerepareerd is, dan blijft deze
functioneren gedurende een exponentieel verdeelde tijdsduur met parameter \;, i =1, 2.

Als machine ¢ uitvalt, dan is de reparatietijd exponentieel verdeeld met parameter u;, ¢ = 1, 2.
Als machine 1 uitvalt dan gaat de monteur deze direct repareren ook als hij op dat moment met
machine 2 bezig is.

Geef een formule voor de fractie van de tijd dat machine 2 functioneert.

Opgave 4.18

Klanten arriveren volgens een Poisson aankomstproces met parameter A. Er zijn twee bedienden

om de klanten te helpen met een exponentiéle bedieningsduur met parameter p; voor bediende

i, © = 1,2, waarbij pu1 + p2 > A. Als een klant beide bedienden vrij aantreft gaat hij met kans %
1

naar bediende 1 en met kans 5 naar bediende 2.

Bewijs dat dit proces een reversibele continue Markov keten is en bepaal de stationaire kansen.

Opgave 4.19

Laat zien dat het omgekeerde proces X een Markov proces is.

Opgave 4.20

Bewijs de “slechts dan” uitspraak in Stelling 4.8: als voor elke pijlenronde het product van de
intensiteiten langs de ronde gelijk is aan het product van de intensiteiten langs de omgekeerde
ronde, dan is het Markov proces reversibel. Hint: poneer wat de stationaire kansen zouden moeten

zijn, verifieer dat dit inderdaad de stationaire kansen zijn en dat zij voldoen aan (4.6.1).

Opgave 4.21 Cloud computing
Om piekperiodes in de vraag goed op te kunnen vangen heeft Amazon.com een overcapaciteit aan
computerfaciliteiten. Daarom biedt Amazon.com aan klanten de mogelijkheid om tegen betaling

tijdens rustiger periodes gebruik te maken van zijn computerfaciliteiten.

Niet alle klanten hebben behoefte aan een even grote rekencapaciteit. Sommige klanten wil-
len daardoor meer zogenaamde ‘virtuéle machines’ (VM’s) dan andere. Aankomende klan-
ten wier vraag niet voldaan kan worden, gaan verloren (worden geblokkeerd). Amazon.com

is geinteresseerd in de fractie van klanten die verloren gaan.



100 HOOFDSTUK 4. MARKOVPROCESSEN

We bekijken een klein voorbeeld. Neem aan dat er 5 VM’s beschikbaar zijn. Type 1 klanten zijn
de klanten die 1 VM nodig hebben. Deze komen aan volgens een Poissonproces met parameter \;
en hebben de VM een exponentieel verdeelde tijd nodig met parameter p;. Type 2 klanten
zijn klanten die 2 VM’s nodig hebben (en geen genoegen nemen met minder). Deze komen aan
volgens een Poissonproces met parameter As. Type 2 klanten hebben de twee VM’s in het totaal
een exponentieel verdeelde duur nodig met parameter uo.

Aankomstprocessen en bedieningsduren zijn onafhankelijk van elkaar. X;; is het aantal type ¢
klanten in het systeem op tijdstip ¢, i =1,2. X; = (X1, X;2), t > 0, is dus een twee-dimensionaal

proces.
a) Specificeer de toestandsruimte, en de overgangsintensiteiten van het proces.
b) Stel dat X3, t > 0, stationair is. Laat zien dat X; reversibel is.

c) Bereken de stationaire verdeling.

d) Geef (in termen van de stationaire kansen) de blokkeringskans voor type 1, voor type 2 en
voor willekeurige aankomende klanten. Specificeer het gemiddelde aantal ongebruikte VM’s

per tijdseenheid, ook in termen van de stationaire kansen.



Hoofdstuk 5

ACHTERGROND STELLINGEN

5.1 Convergentiestellingen
Gegeven functies ap, b, : Ry — R, n € Z, met de eigenschap dat Y, |an(t)], >, |bn(t)] < co.

Stelling 5.1 Gedomineerde convergentie stelling Veronderstel Vn € Zy, dat 0 < |b,(t)| <

an(t), t >0, en dat limy_,o0 an(t) en limy_, b,(t) bestaan. Dan volgt uit

o0 o0
tlggo z;)an(t) = Z;)tlggo an(t) < oo
n= n=

dat ook geldt

o0 o0

Jim by (t) = Jim bn(t) < o0.
n=0 n=0

Bewijs zelf.

Stelling 5.2 Lemma van Fatou Laat a,(t) >0, n € Zy ent > 0. Dan geldt dat
o0
hgéglfz:oan ) > Z llggf an(t
n=

Bewijs zelf.
We geven andere vormen van deze convergentiestellingen, geformuleerd in termen van stochasti-
sche variabelen. Deze stellingen komen bij maattheorie aan bod. Laat X,,, n=1,..., X, Y een

collectie stochasten, gedefinieerd op dezelfde kansruimte.
Stelling 5.3 Gedomineerde convergentie stelling 2 Stel dat
i) [ X, <Y, n=1,2,...;

ii) P{lim, 00 X, = X} =1;

iii) E|Y| < occ.

101



102 HOOFDSTUK 5. ACHTERGROND STELLINGEN

Dan geldt dat
lim EX, = EX. (5.1.1)

n—oo

Stelling 5.4 Lemma van Fatou 2 Stel dat X,, > 0, n=1,2,... Dan geldt dat

lim inf EX,, > E lim inf X,,.
n—oo n—oo

Stelling 5.5 Monotone convergentie Stel dat

i) {X, <X,11}=1,n=1,2,.

ii) P{lim, 00 Xp = X} =1;

iii) ofwel P{X,, >0} =1,n=1,2,..., ofwel E|X,| < oo, n=1,2,....

Dan geldt (5.1.1).

5.2 Abel en Césarolimieten

Stelling 5.6 Laat {z;}72, een begrensde rij reéle getallen zijn. Dan geldt:

lim inf zp <hm mf—th <hm 1nf 1—a) Za T <

T—o0
t>1
T
lim sup(l — « Z o'z < lim sup — Za;t < lim sup z7.
afl t>1 T—oo T—o0

Opmerking 1: deze limieten worden respectievelijk Cesaro liminf, Abel liminf, Abel limsup en
Cesaro limsup genoemd.
Opmerking 2: als de Cesaro limiet limp_, . % Zthl x; bestaat, dan bestaat de Abel limiet
limap1 (1—a) Y 5 @'z en deze is gelijk aan de Cesaro limiet. Verrassend genoeg is het omgekeerde
zelfs ook waar (fIardy).

Als de limiet bestaat, dan bestaan ook Césaro- en Abellimiet, en zijn ze allemaal aan elkaar gelijk!

Bewijs. Laat +* = lim infp_, % Zthl 2y en ¥ = lim infop (1 — o) Zt21 otxy. Laat verder

YN = infrsn % Z;‘FZI x¢. De rij vy is niet-dalend, begrensd en

N N
Y <Ny <) an
t=1 t=1
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Nu geldt

R o o
¥ = ]HBTllnf(l — ) Z alzy = lim inf(1 — 04)2 Z 1 Tt

t>1 ol i1 @
= lim inf(1 — @) ZZ@ Ty
ol t>1 k>t
= hmlnfl—a Z th
k>1 t=1
> lim inf(1 — «) Z Z%
ol k>1 t=1
= lim inf(1 — « aly. 5.2.1
1 inf(1 - ) 3o (5:2.1)

Laat € > 0. Dan bestaat er T, zodanig dat vz > v* — ¢, voor t > T;. Dit impliceert

Te
lim inf(1 — ) Za v > lim inf{(l—a)Zat%—i—(l—a) Z at(’y*—e)}
ol >1 afl =1 STt 1

= (" —9.

Dit geldt voor alle € > 0, en derhalve geldt lim inf,4(1 — @) Zt21 aly; > v*. Combinatie met
(5.2.1) geeft het gewenste resultaat. De derde ongelijkheid is per definitie waar. De vierde onge-
lijkheid is analoog aan de eerste te bewijzen. Het bewijs van de eerste en de laatste ongelijkheden

mag je zelf proberen! QED
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A.1 Hoofdstuk 2

Vraag 2.1
P{Xl = 1,X2 =1 ’ XO = 0} = poipP11 = 0.2 x 0.6 =0.12.
P{Xo=1,X3=1|Xy=0} = p(()zl)pn = {poo X po1 + Po1 X P11 + Po2 X P21} X P11

= (0.7x0.240.2x0.6+0.1x0.0) x 0.6 =0.26 x 0.6 = 0.156.

Vraag 2.2
Volgens Voorbeeld 2.3 is {Xy, t =0,1,...} is een Markov keten. De overgangsmatrix is:

1 1 1
00 35 3 3
1 1 1
00 35 3 3
_ 1 1 1
P=|f3 3 3 00
1 1 1
0 5 35 30
1 1 1
00 3 3 3
Vraag 2.3
_ P{T>t+s, T>t} _ P{T>t+s} _ e=A+s)
PIT >t 45| T>t) =PIt T>t _ PIotal _ 200 o
Vraag 2.4

Stel ¢ is recurrent. Omdat de eigenschappen transiént en recurrent klasse eigenschappen zijn,
zitten i en j in verschillende klassen. Omdat recurrente klassen gesloten zijn (Lemma 5.7) is het

niet mogelijk vanuit toestand 7 toestand j te bereiken: tegenspraak.

Vraag 2.5
Onderdeel a:

7ij X een niet-negatieve stochastische variabele. Dan geldt:

E{X} =) nP{X=n}=> > P{X=n}=> Y P{X=n}=) PX>k}
n=1 n=1 k=1 k=1 n=k k=1

Onderdeel b:

Laat N; = het aantal keren dat toestand ¢ opnieuw wordt bezocht als we starten in 1.
Volgens onderdeel a geldt: E{N;} = >"72, P{N; > k}.
Het is dus voldoende om te bewijzen dat P{N; > k} = (fi;)* voor k =1,2,....

We bewijzen dit met inductie naar k. Voor k =1 geldt
P{Ni > 1} =1-P{N; =0} =1— (1 — fu) = fu

want P{N; = 0} = de kans om nooit meer terug te keren in i = (1 — fi;).

Voor de inductiestap kunnen we schrijven:
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P(N; >k} = P{N; >k N;>k—1}=P{N;>k|N;>k—1}-P{N; >k —1}

= P{N;>1}-P{N; > k—1} = fii - (fi)" "1 = (fii)".

Vraag 2.6
Omdat X; = X;_1 + Y; met Y; onafhankelijke, identiek verdeelde stochastische variabelen met

EVi}=p-1+(1-p)-(-1)=2p-1,

en

geldt volgens de Sterke wet van de grote aantallen dat

Xi — Xo

; —2p—1alst— oo.

Als p > %, dan betekent dit dat X; — +o00 voor ¢t — oo.
Als p < %, dan betekent dit dat X; — —oo voor t — oo.
Als p # % geldt voor iedere vaste toestand ¢: de kans dat naar toestand ¢ wordt teruggekeerd is

niet gelijk aan 1, d.w.z. fi; < 1.

Vraag 2.7
Onderdeel a:

. . oo 1 148 . .
Gebruik het idee dat ) >~ | -5 < 0o. Neem p; = —=——. Dit is een goede kansverdeling en

n=1 ;3

;sz Z Zn 1

N0 1
r?
Onderdeel b:
. . o 1 __ o 1/42 . .
Gebruik het idee dat ) ° | = = co. Neem ¢; = S T Dit is een goede kansverdeling en
n=1 2

iq; = 17/i:oo
Zqz Zznl :

1
=1 n3

Vraag 2.8
Onderdeel a:

De communicerende klassen zijn: {1,4,9}, {5}, {3,8}, {2}, {6} en {7}.

De eerste drie verz. zijn recurrent, de laatste drie zijn transiénte toestanden.
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Als we de toestanden in de volgorde 1,4,9,5,3,8,2,6,7 schrijven, dan wordt de standaardvorm:

i

I
o O O O o o o = o
S O O O O O e O N
O O Rk O O O N O N
O O R O O = O O O
O O Rk R O O O O O
O O O O = O O o o©
V= = o O O O O O O
= O O O O O O O O
= O O O O O O O O

Onderdeel b:
Het stelsel fo; = poj + Zk;éj Dok frj, 1 <7 <9 geeft:

for =0+ 3for +3fa1 4+ 3f51 + T fon
foo =%+ 3fs2+ 1f52+ Lfoo
fos =1+ Lfozs+ 2 f53 4 1 fos
foa =04 1 foa+ §faa+ 1 foa+ 1 fou
fos =4 T fos + 3 f35 + L fos
fa6 =0+ 1 fos + 3 f36 + 3f56 + 1 fos
for =0+ L for + 1 far + 1 fo1 + 1 for
fos =0+ 1 fos + L fas + 3 fss + 1 fos
fao =1+ foo + 1 f30 4+ S50

Omdat f3; =0, j #8, fsg =1, f5; = 0 voor alle j en fo; =0, j # 1,4,9, fo1 = fosa = 1 geeft
dit:
fr=0+21fn+1
foo =1
fos =1+ 1fos
foaa =0+ 1for+ 3%
fos = 2+ L fos
fa6 =0+ 1 fo6
for =0+ 1 for
fos =0+ 1fos+ %
foo =1+ 1 f2

De oplossing is: fa1 = 3, foa = 3, fo3 = foa = fos = 5, fao = for = 0, fas = fao = 3.

Vraag 2.9
100 30 0
Uit de oplossing van Vraag 2.8 volgt dat Q) = 1 0 0 [|,zodat I —@Q = -1 1 0
11 1 1 _1 3
2 1 1 2 4 14
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Dit geeft (1 — Q)™ = [ 4 1 0 |, zodat t; = 3+0+0 =13 to =35+1+0=
4 1 4
3 3 3

ts=3+3+3=3

Vraag 2.10

We passen inductie naar ¢ toe (het klopt voor ¢t = 0).
P{Xtp1 =1} = 2, X =i, Xe =5} =3, P{Xen =i | Xy =j} - P{X; =}
= Zj Dji - Tj = .
Vraag 2.11

Neem als toestand het aantal ballen in bak A. Dan is S = {0,1,2,3,4,5}.
Onderdeel a:

Het is direct in te zien dat P = en dat deze keten irreducibel is.

S O O O NN
oS O O e O N
S O Nk O e O
O = O e O O

= O N O O O
== O O O O

Het stelsel voor de stationaire kansverdeling luidt:

T = %Wo + %71; T = %Wo + %Wz; T2 = %771 + %71'3; T3 = %wz + %774.
T4 = %W3+%7T5; T = %M-F%?Ts; mo+m + 7o+ w3+ M+ 75 = 1.
De unieke oplossing is: mg = m1 =7 = M3 = 74 = W5 = %.

Onderdeel b:

01 0 0 0 O
1 4
5 0 000
o . 020200 . -
Het is direct in te zien dat P = 3 ) en dat deze keten irreducibel is.
00 £ 0 £ O
4 1
000 5z 0 ¢
0O 000 1 o0

Het stelsel voor de stationaire kansverdeling luidt:

1. 2. _ 4 3 0. . _ 3 2
Mo = 5T1; W1 = To + M2} Mo = g1 + 73} T3 = gM2 + 4.
T4 = §W3+ sy M5 = $Ma; W0+ M+ mp + w3+ g+ 75 = 1.

5 10

De unieke oplossing is: my = 3%, T = 35, T2 = 35, T3 = %, Ty = 3%, s = =

372.

Vraag 2.12

a. Het stelsel voor de stationaire kansverdeling luidt:

m = (1 —a)m + Bme; mo = amy + (1 — B)me; m + mo = 1.

109
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Dit heeft als unieke oplossing: m = 04’%57 Ty = ﬁ

b. flq) =pn=1-aen fﬁ) = p12p§§2p21 =a(l - B)28 voor t > 2.

e =X Y = (1= ) + X2, taB(1 = B) 2 = (1—a) + £ 122, t(1 - B)
St - A = S - A 1= (- (- 8)) 1= (B - 1= 5

Hieruit volgt: p11 = (1 — a) + % . 1;52 =(1-a)+ a+h) _ QTJEB = 7%1 = i,
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A.2 Hoofdstuk 3

Vraag 3.1

a. Omdat N(t) > n d.e.s.d. als S, <t geldt: N(t) <n d.es.d. als S, > t.

b. Als S, <ten S,y1 >1t,danis N(t) <n (in feite N(t) = n), terwijl S,, < ¢.
c. Als S, <ten Sp41>t,danis S, <t, terwijl N(¢) <n (in feite N(t) = n).

Vraag 3.2
E{X} = 0L PX =n}t n=3"00 000 PIX =n} =302, 0000 P{X =n}
= 20:1 P{X > k}.
Vraag 3.3

Dit vernieuwingsproces is een Poissonproces met A = %

Hieruit volgt: P{N(5) =0} = 6_5’\% = e 2% =0.082.

Vraag 3.4

a. Merk op dat 7 = N(1) + 1, waarbij N(1) het aantal vernieuwingen in [0, 1] is.

In Voorbeeld 3.3 is aangetoond dat voor N(¢), het aantal vernieuwingen in [0, t] geldt:

m(t) =e' —1, 0 <t < 1. Hieruit volgt: 7= (e —1)+1=e.

b. Sn@)41 is het tijdstip van de eerste vernieuwing van ¢. Volgens Formule (3.2.5) geldt:
E{Sn@)+1} =p-{m(t) +1}. In ons geval ist =1, p = 3 enm(t) = €' — 1, zodat de gevraagde

tijd gelijk is aan %e.

Vraag 3.5

Er geldt > _; X, =4 en E{X,,} = & voor alle n.

Als de vergelijking van Wald geldt, dan geeft dit 4 = E{>7_; X,,} = E{r} &, zodat E{r} = 52,
wat duidelijk onjuist is. De vergelijking van Wald is niet toepasbaar omdat X;, Xo,... niet

onafhankelijk zijn.
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A.3 Hoofdstuk 4

Vraag 4.1

Als toestandsruimte nemen we S = {0, 1,2}, waarbij toestand 0 betekent dat er geen klant aan-
wezig is, toestand 1 dat er een klant is in stoel 1 en toestand 2 dat er een klant is in stoel 2.
Omdat de klanten volgens een Poissonproces aankomen is de verblijftijd in toestand 0 exponen-
tieel verdeeld met parameter A (in Besliskunde 1 hebben we gezien dat het Poisson proces een
Zo is ook de verblijftijd

in de toestanden 1 en 2 exponentieel verdeeld met parameters p; en us respectievelijk.

vernieuwingsproces is met tussentijden die exponentieel verdeeld zijn).

Hieruit volgt dat het proces een continue Markov keten is.

Voor de verblijftijden en de overgangskansen geldt:

Vg =\, V1 = i1, Vo = ji1 en pp1 = p12 = p2o = 1 (de andere overgangskansen zijn 0).

Vraag 4.2

Als toestandsruimte nemen we S = {0,1,2}, waarbij toestand i betekent dat er i machines

functioneren. Voor de overgangskansen geldt: pgy = 1, pig = ﬁ, pla =

De parameters van de verblijftijden zijn: vy = p, v1 = A+ p, vo =2\

—p % 0
Dit geeft voor de generator matrix: Q) = A A—pu  puw
0 2\ —2A

De achterwaartse differentiaalvergelijkingen worden gegeven door P'(t) =

Poo(t) = —upoo( ) + mp1o(t).

Po1(t) = —ppor (t) + pp11(t).

Poo(t) = —Mp02(t) + pp12(t).

Pio(t) = Apoo(t) — (A + p)p1o(t) + pp2o(t).

P11() = Apo1 () — (A + w)p11(t) + pp21(2).

Pha(t) = Apoz(t) — (A + p)p12(t) + ppaa(t)

Pho(t) = 2Ap10(t) — 2Ap20(t)

Py (t) = 2Ap11(t) — 2Ap21 (1)

Pha(t) = 2Ap12(t) — 2Ap2a(?)

Vraag 4.3 §

We passen inductie naar i toe. Voor i = 0: —z = /\(’\)\%‘L

Veronderstel dat E{T;_1} = %%} Dan volgt uit (?7?):

1—(L)i
E{T.} = 3+5 E{T-}=5+5 =
A= +p{1-(5)"} _ A-p(B)" _ 1-(5)"*!
PP B (¢ ST D ST

ﬁuu' P21 = 1.

QP(t), d.w.z.
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Vraag 4.4
Het is duidelijk dat E{Tp} = }. Verder hebben we afgeleid dat E{T;} = { + §* -E{T;_1}, i > L.
Hieruit volgt:
A
E{T1} = 55 + 45 3 = o
A

_ 1 21 o Nt
E{TZ}—ﬁJVﬁ'QV - 3N

_ 1 3 N HAptp® N ENZu Pl
E{T5} = ot 323 - 4zt :

1 4# )\3+>\2M+)\H2+H3 . >\4+)\3H+>\2H2+>\N3+N4
E{Ty} = 5x T Bx ANt - 5A5 :

a. De verwachte tijd om van toestand 0 naar toestand 4 te gaan is: E{Tp}+E{T1 }+E{T>}+E{T5}.
b. De verwachte tijd om van toestand 2 naar toestand 5 te gaan is: E{T5} + E{T5} + E{T}4}.

Vraag 4.5
P{IX(t)=1} = P{X(t)=1|X(0)=1}-P{X(0)=1}+P{X(t)=1] X(0) =0} -P{X(0) =0}

= ﬁ “pu(t) + ﬁ“u - pot(t)

A b~ Ot T G W Cps Wiy
= ‘A+M{A+M+A+ue RIPYTTA el e

o 22 A A
Orm? T aw? = Mn

Atp)? — Atps
Vraag 4.6
k
Aangezien er alleen sterftes zijn is de kans op k sterftes in tijdsduur ¢ gelijk aan % e M voor

k=0,1,.... Hieruit volgt dat voor alle ¢ > 0:

pij(t) = (5?;,3 e Mt voor 1 < j <i
k

po(t) = Y5, WD eont,

Vraag 4.7

(G = DApig-1(t) = (=DM e M@ —e Myt
— )\(j—l)e—iAt(l _ e—At)j—z‘—l (j — ).

i—1
AP (t) = MN(0])e ™M1 — e M)y}
= AET)e M- e (- e )
pi;(t) = (I0)e ™M1 — e M —id} + (1)) e (G — i)(1 — e A)TTI I e ™M)
= AMZDe™MA —e M i1 — e M) + (- D) Ae M

We moeten dus aantonen dat (j — i) — j(1 — e ) = —i(1 — e M) + (j — i) de .
Aan beide zijden staat —i 4+ je~*, dus het klopt.

Vraag 4.8
Neem als toestandsruimte S = {0, 1,2, 3}, waarbij toestand ¢ betekent dat er ¢ auto’s zijn.
Het model is een geboorte-sterfte proces met \; =10, 0 <i<2en pu =20, 1 <7 > 3.
—10 10 0 0
) 20 =30 10 . s
De generatormatrix QQ = , waaruit de balansvergelijkingen volgen:
0 20 —-30 10

0 0 20 -20
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10zg = 2021

30x1 = 1029 + 2029

30z9 = 1021 + 2023 - Py=L%, P=4%, P=2% Py=1.
20x1 = 1029

To+ 1 +x9+a3=1

Het gemiddeld aantal auto’s is Z?:o 1P=0+ % +2- 1—25 +3- 1—15 = %

De fractie automobilisten die doorrijdt is P3 = %

Vraag 4.9
Cj = (%)J — Z;’;O Cj bestaat d.e.s.d. als A < p.

. 1 Y A A\ (AT
Als)\<,u,danlsz;'io(7j:17% =5 Poz“T:l—ﬁ,zodatPj:(l—ﬁ)(ﬁ) , j=>0.
Vraag 4.10

Neem de toestanden (i,7), 4,7 = 0,1, waarbij de eerste (tweede) component het aantal orders

aangeeft bij de snelle (langzame) machine. Laat s; = (0,0), s2 = (1,0), s3 = (0,1), s4 = (1,1).

De generator matrix @ = H1 (H1+A)

Ha 0 —(p2 4+ N) A

0 H2 p1 —(p1 + pi2)

AT = T2+ poxs
(>‘ + Ml)xQ = Ar1+ 2T
De balansvergelijkingen zijn: A+ p2)zs = piza
(:ul + /1’2)1'4 = Ax9+ Ar3
1+ T2+ a3 +ws=1

Vraag 4.11

a. Neem als toestandsruimte de verz. van alle deelverz. X C {1,2,...,n}, waarbij X de verz.
van kapotte machines is. Door het exponentiéle karakter van de reparatietijden en de
levensduren is dit een continue Markov keten. Als we een toestand X nemen, dan gaan de
overgangen alleen naar X — {i} voor een i € X en naar een Y met Y = X + {j} met j ¢ X.
De infinitesimale overgangssnelheden zijn: ¢x x_{;3 = &—Z‘ en gx, x1{j} = Aj-

b. Stelsel (4.6.1) luidt voor dit model dat voor iedere X C {1,2,...,n}:

Px qx x—giy = Px—{iy @x—{i},x» © € X en Px qx x4} = Px+y Ox+41,x, J & X

Omdat we deze vergelijkingen voor alle X C {1,2,...,n} geven, is het voldoende om alleen
de vergelijkingen Px qx x_{i} = Px—{i} ¢x—{i},x, @ € X voor alle X C {1,2,...,n} te

beschouwen. Door de infinitesimale overgangssnelheden in te vullen wordt het stelsel

Px &—Z‘ = Px_gy Ai voor alle X C {1,2,...,n}, (A.3.1)
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d.w.z. \
Px = Px_yj) ]X]—Z voor alle X C {1,2,...,n}. (A.3.2)
Hi
Door (A.3.2) te itereren krijgen we: Py = Py {|X|'} [Licx %
Sommeer over alle deelverz. X: 1= Py > {|X['} [Licx %, ofwel Py = { 3 v {|X |} [Lex % -
Hieruit volgt
(X1 TLiex 2
> EX pi (A.3.3)

>IN Ty 2
c. Het is uit de formule (A.3.3) direct duidelijk dat aan (A.3.1) wordt voldaan.



116 BIJLAGE A. OPLOSSING VAN DE VRAGEN



Bijlage B

Index

117



	INLEIDING
	DISCRETE MARKOV KETENS
	Inleiding en voorbeelden
	Klassificatie van de toestanden
	Eigenschappen gebaseerd op de geassocieerde gerichte graaf
	Absorptiekansen
	Absorptietijd

	Absorptiekansen en absorptietijd
	Het limietgedrag van de overgangsmatrix
	Algoritmes voor eindige Markovketens
	Opgaven

	VERNIEUWINGSTHEORIE
	Inleiding
	Vernieuwingsvergelijking en Vernieuwingsstelling
	Vernieuwingskansen en Laplace-Stieltjes transformatie
	Vernieuwingsprocessen met opbrengsten
	Regeneratieve processen
	Opgaven

	MARKOVPROCESSEN
	Inleiding
	Differentiaalvergelijkingen en transiënt gedrag
	Geboorte-sterfte processen
	Uniformisatie
	Stationair gedrag
	Reversibiliteit
	Opgaven

	ACHTERGROND STELLINGEN
	Convergentiestellingen
	Abel en Césarolimieten

	OPLOSSING VAN DE VRAGEN
	Hoofdstuk 2
	Hoofdstuk 3
	Hoofdstuk 4

	Index

