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Ideale lidmaatschapsprobleem

Zij R = Q[z1,x2,...,xz,) en I = (g1, 92, ...,gx) €en ideaal.

Gegeven een polynoom f € R,is f € I ?

Voorbeeld: I = (g1, 92) met g1 = 2%y en go = 2y* — 2 in Q[x, y, 2]

?
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"

Strategie: “ deel f door ¢y, ..., gr metrestr”

f=qn+. ... +qg+r

Voorbeeld: neem f =zyeng=xz+vy

2

zy=y-(x+y)—y?, ay=z-(v+y)—a*

of zy=0-(x+y)+azy ?
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Monomiale ordeningen

monoom = z{*x5? . . . gon (bijv. =, 3%, 2%y325,...)
X <Y e deg(X) < deg(Y), of
deg(X) = deg(Y) en alfabetisch

l<zr<y<z’<zy<y’<®<zly<azy<y’ < -
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Gegeven f =c1 X1+ o Xo+ -+ ¢ X,
met X; > Xo>--->X,enc; #0

» LM(f) = X; leidende monoom

= LC(f)
o LT(f) =1 Xy leidende term

c1 leidende coéfficiént

Voorbeeld: f =232 +2y> + 7
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f reduceert tot h modulo ¢
f5h

als LM(g) eenterm 7' in f deelt, en

T
h=f— =
Tk
Voorbeeld: Ty yre, vy—z-(y+z) = —z?
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f reduceert tot h modulo G = {g1,92, ..., 9k}
FSh

als

gzt 1

N Ny A L N N Ry

Voorbeeld: G = {g1, g2} metg; =y —yengy =y> —x

G
:cy2 — want zy2 o, y2 2y g

f is gereduceerd modulo G als we f niet
verder kunnen reduceren modulo GG
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G ={g1,...,9r} is een Grobner-basis voor I = (g1,..., gx) als voor
elke (niet-nul) f € I geldt dat LM(g;)|LM(f) voor een ¢, € G

Als felenf S metr gereduceerd,
danr € I en LM(g;) 1t LM(r), dusr =0

Oplossing ideale lidmaatschapsprobleem!
f € I dan en slechts dan als f reduceert tot 0
modulo een Grébner-basis
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Gevolg: Als G een Groébner-basis is, is de rest r bij reductie van f
modulo G uniek.

" G G :
Bewijs: Stel f — r; en f — ro met r; en ry gereduceerd. Dan is

r1—ry=(f—12) — (f —r1) € I ook gereduceerd, endus r; —ry = 0.
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Wat kan er mis gaan?

G ={g1,...,9r} is geen Grobner-basis als

k
f= Zaigi met LM(g:) 1 LM(f)
i—1

Jesse Vogel 1 maart, 2023 10/20



Als g, h # 0 polynomen en L = kgv(LM(g), LM(R)) dan

L

L h
LT(9)? ~ LT(h)

S-polynoom S(g,h) =

Voorbeeld: g = zy — yen h = y? — 2, dan L = kgv(zy,y?) = xy? en

S(g,h)=y-g—x-h=21>—y°
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Als term T van f deelbaar door LM(g;) en LM(g2), dan

f- LTz;h)gl

T T T
hil = - ==
verschi (o)) g1 LT(g2)gz LS(gl,gz)
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Stelling van Buchberger: G = {g1, ..., gx} is Grobner d.e.s.d.a.

S(9i,95) S0 voor elke 1,7
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Algoritme van Buchberger

Input:  F={f1,..., fx}
Output: Groébner-basis G = {g1,...,g¢} voor I = (fi,..., fr)

» G:=FenA:={(fi,fj) :i<j}
» zolang A # @ neem (g, h) € A en bereken S(g,h)
» als S(g,h) KA # 0 dan

G:=GU{r}
en A:=AU{(g,r) : g € G}
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Voorbeeld: I = (fi, fo) met fi =2y —yen fo =y —x
S(fi,fo) =ufi—afo=a% —y* P2 — o = fy
S(fi, fz)=xfi—yfo=0

S(fg,fg)=—x3+xy2f—3>xy2—m£>y2—xf—2>0

Conclusie: G = {f1, fo, f3} is Grobner
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Grobner-basis G = {g1, ..., gx} is minimaal als
LC(g;) = 1 en LM(g;) f LM(g;) voor i # j

Lemma: als G = {g1, ..., g1} Grobner en LM(g2) | LM(g;) danis
G' ={g9,...,9r} ook Grobner

Bewijs: als LM(g;)|LM(f) voor f € I dan ook LM(g2)|LM(f)

(Opgave: beWijS dat (g27 cee 7gl€) =I= (g17927 v 7gk))
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Lemma: als G = {g1,...,9x} en H = {hy, ..., he} minimale
Grobner-bases zijn voor [ danis k = ¢ en LT(g;) = LT(h;) (mogelijk
herindexeren)

Bewijs: g; € I en H is Grobner, dus LM(h1)|LM(g1).
Ook hy € I en G is Grébner, dus LM(g;)|LM(h1)|LM(g1).
dusj=1en LM(gl) = LM(hl)

etc.
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Grébner-basis G = {g1, ..., g} is gereduceerd als
minimaal en elke g; is gereduceerd t.o.v. G\{g;}

Stelling: elk ideaal I heeft een unieke gereduceerde Grébner basis

Bewijs: Stel G en H zijn gereduceerde Grobner-bases (dus
LT(g;) = LT(h;)), en stel dat g; # h;.

Dan 0 # g; — h; € I, dus LM(g;)|LM(g; — h;) voor een j.

Maar dan deelt LM(g;) = LM(h;) een term van g; of h;, dus G of H is
niet gereduceerd.
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Voorbeeld: I = (f,g)met f =y> +2eng=ay —y
Buchberger: S(f,g) =y*+ 2z Jyor—o=ih
S(f.h) =2 +22 0
S(g,h) =0

{f,g,h} is een Grébner basis voor I
Minimaliseren: LM(h) = x deelt LM(g) = zy, dus gooien g weg

{y* 4+ 2,z — 1} is minimale Grébner basis voor T

Reduceren: 3 + 2 is gereduceerd t.o.v. z — 1 en vice versa

{y* + 2,z — 1} is gereduceerde Grébner basis voor I
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Toepassingen
= ideale lidmaatschapsprobleem
= unieke representatie f mod [
» basis voor Q[x1,...,x,]|/I als Q-vectorruimte
- ideaal gelijkheid 1< .J
= radicaal lidmaatschap f EVI
» voortbrengers vinden van kern ¢ : Q[y1, ..., ym] = Q[z1,. .., =]
= kleuren van grafen
= nog veel meer!
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