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De kromme van Diophantus

Babylon (18e eeuw v.Chr.)

Plimpton 322

Reden hiervoor is als volgt:

@ Oplossingen zijn veelvouden van rationale (X, Y) op
X2+ vi=1.

o Rationale punten < rationale rechten door (—1, 0);
d.w.z. mY = nX + n, heeft snijpunt

= (

m? — 2mn
- —
m* 4+ m m? 4+ n?

n?

Tabel gehele oplossingen van

32
52
82
72

+

+
+
+

42
122
152
242

+y2 =22

52
132
172
252

Alle coprieme oplossingen (x, y, z) komen van co-
prieme paren gehelen (m, n) € Z? via

(x,y,2) = (m* — i, 2mn, " + )
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De kromme van Diophantus

Alexandria (Diophantus, 3e eeuw)

In de Arithmetika van Diophantus staat Probleem 24 van Boek IV:

DIOPHANTI
ALEXANDRINI
ARITHMETICORYM *0.
A

e mvi dodévra éouudy duedsty &l dvo deibpodg, zu:l
] wowely v On’ adrdv xvfov mege mAsvedy.

Vraag is “verdeel een gegeven getal N in twee getallen wiens product
een kubus min zijn ribbe is”. Het boek behandelt N = 6, door een
rationale oplossing te vinden van

J E:y6—y)=x>—x

Diophantus veronderstelt dat x — 3y — 1. Substitutie geeft 27y — 26y? = 0, met dubbele
wortel y = 0 en enkelvoudige wortel y = 26/27, dus

6 = 26/27 + 136/27.

Diophantus beschrijft de raaklijn aan (—1,0). Deze rechte
snijdt de kromme E opnieuw in het (rationale) punt

= (52

Vandaag beschouwen we dit als toepassing van “groepenwet”.
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De kromme van Diophantus

Methode van bestijging

De methode van Diophantus om oplossingen te vermeerderen werd formeel gemaakt in de

moderne beschrijving van de groepenwet op elliptische krommen en Jacobianen van
krommen door Poincaré (1901). Hij schrijft:

PROPRIETES ARITHMETIQUES DES COURBES ALGEBRIQUES. 171
On peut se proposer de choisir les arguments

(2) By Gy By ey Oy

de telle facon que la formule (1) comprenne tous les points rationnels
de la cubique. Les ¢ + 1 points rationnels qui ont les arguments (2)
formeront alors ce que nous appellerons un systéme de points ration-
nels fondamentauz.

Tl est clair que I'on peut choisir d'une infinité de maniéres le systéme
des points rationnels fondamentaux. On devra tout d’abord dans ce
choix s’arranger de telle fagon que lc nombre ¢ + 1 des points fonda-
mentaux soit aussi petit que possible. Cette valeur minima de ce
nombre ¢ +1 sera ce que j'appellerai le rang de la cubique; c'est

évidemment un ¢lément Lrés important de la lassification des cubiques
rationnelles.

Hoeveel fundamentele oplossingen zijn er nodig om alle oplossingen op deze manier te
kunnen verkrijgen? Poincaré noemt dit de “rang”.
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Methode van afdaling

Fermat (1670) bewees dat er geen niet-triviale oplossing zijn van
X4 — y4 = Zz.

Dit impliceert de befaamde Laatste Stelling van Fermat voor exponent 4.

. . ) Stap 1. Stel dat (x, y, z) een niet-triviale
Arithmeticorum Liber VI. 339

coprieme oplossing is. Dan
laboriofi medi 4  fubi ot nempt frqndi genus mi- P R P 5 g s 5
70sin arithmeticis fuppeditabit progreffus, fi area srianguli effer quadrasus darentur _ _
duo Alluaruug/udr/;xt’;?qnnum dyffercnisa effes quadratus : Vde fequitnr dari due z = (X y )(X +y )

guadrata quorum & [umma , G- affercntia effes quadratus, Datur itaque numerns

cornfofitus ex quadrio G- duplo qradrats aguslis qusdraso s es condinone i qus.  Beide factoren zijn kwadraten:
d;

cum componentes faciant quadratum, Sed fi numerns quadratus componsiur ex

adrato & duplo altcrius quadrass cins Lauus fimiliter componitar ex quadrato & xX2—y? = &
duplo quadrazive facillime poffumus demonfirare.

Vade concluderur Latus illud effe [umman laterum circa rectum srianguli res xX24+yr =
danguli & vanm ex quadratis illud componentibus cfficere bafem G duplam qus-

dratum equari perpendscalo. i
Uind tagn Doamanlass rectangulim confiietnr 3 duohus quadraris guorsrs - NU ZIJN S,  ONEVEN €N Y €ven, dus

Sunima & differentiaerunt quadrati. At ifli duo quadrati minores probabuntur pri-

mis quadatis primo [uppofitisquorum tam [umims quam differentia facsnnt quadrati. t+s tFs y 2
Ergofi dentur duo quadrata quorum [umma ¢ differentia faciant quadratum,dabisur —(Z
in'integris [umma duorum quadratorum cinfdem naiare priore minor. Lodem 2 4 2
ratiocinio dabitur & minor ifté inucnta per Viam prioris & [emper in infinsium

minares inucnicntur numeriin integris idem praflanses: Quod impofsibile eft quia

dato numero quowis integro non poffunt dari infiniti in integris o minores. Dem Beide factoren zijn kwadraten:
integram & fufius exp inferere marginivesat ipfius exiguisas,
& demonh

wullum numerum +s = -2
t = w422

Hac rationc

sriangulum preter vnitatem equari quadratoquadrato.

met u*+4v* = x?
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Stap 2. Merk op dat de relatie

u4+4v4:x

impliceert dat (12, 2v?, x) een Pythagoreaans
drietal is, dus zijn er coprieme m, n > 0 met

o =
22 =

X =

2

m? — n?
2mn

mz—‘,-n2

Omdat v2 = mnen m, n copriem, hebben we
(m, n) = (a?, b*) en vinden we een kleinere
oplossing van de oorspronkelijke vergelijking

at— b =P

Indien een niet-triviale oplossing bestaat,
dalen we zo af ad infinitum, dat is absurd.

Fermat gebruikt een paar elliptische krommen, gerelateerd door (duale) twee-isogenieén

E:xt—yt =22

E : u* + 4avt = w?

b1 = (2, xy, " +y")
B

-
o = (w, 2uv ot —
> B

\J
[

Het argument van Fermat toont eigenlijk twee dingen: Ten eerste

E1(Q)/#2(E2(Q)) =~ Z/2Z ~ E5(Q)/¢1(E:(Q)),

en ten tweede, met behulp van de methode van afdaling, dat

E@Q) = {(,0,1),(1,0,—1),(1,1,0),(1,—1,0)}
EB(@Q) = {(1,0,1),(1,0,—1),(0,1,2),(0,1,—2)}

Z/4Z
Z/2ZxZ/2Z.

~
~
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Mordell-Weil theorem

De methode van afdaling leidde Mordell (een eeuw geleden) tot de volgende stelling:

Theorem (Mordell 1922)

Zij E/ Q een elliptische kromme, dan is haar groep van
rationale punten E(Q) eindig voortgebracht;

E(Q) ~ TXxZ

waar T = eindige groep (torsie) S £ 0 =/
= geheel > 0 (rang) particilar case

-
|

n familiar

with very few

11 May, read 22 May, 1922]

1. De krommen van Fermat: Allebei rang r = 0 and torsie (respectievelijk)

T = z/aZ
T = Z/2ZxZ)2Z.

2. De krommen van Diophantus: Gaat over Ey : y(N —y) = x> — x.

E(Q)~Z EQ)~7Z FEQ)~Z E(Q)~Z E£3(Q)=~
Ez(Q) ~7 Es(Q) ~ Z3 Eg(Q) ~ Z2 E11(Q) ~ Z3 E14(Q) ~
B(Q)~Z7? EQ)~7Z? K(Q)~Z? Q)~Z?> E5(Q)~

ZZ
z3
ZZ
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Torsie groepen

Wat zijn de mogelijke torsiegroepen T? Bijvoorbeeld, kan er ooit een punt van orde 7 bestaan?
Zeker! Het punt P = (3, 8) is van orde 7 op de elliptische kromme

E : y* = x* — 43x + 166, (a=2)

Elke E met punt P (niet van orde < 3) heeft Tate normaalvorm
uf 1 E:y? +uxy+ vy = x>+ w?, P =(0,0)

" | Uitdrukken dat 7P = 0 geeft relatie u, v + parametrisatie van alle
elliptische krommen met een punt van orde 7 als

Ep:y?— (@ —a—xy — (@ — a)y = x> — (& — &®)x*
Heeft discriminant A = a’(a — 1)7(a® — 84 + 5a + 1).

Terminologie: De modulaire kromme X1(7) is isomorf met PJ.
De wortels van A zijn de spitsen (++ gedegenereerde Eg).
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Torsie groepen

Deze methode geeft algemene aanpak! Een elliptische kromme met een punt van orde 11
geeft een rationaal punt op X1(11), met deze vergelijking

Xi(11) : 24+ y=x>—x%

Het punt P := (0, 0) is van orde 5, en al haar veelvouden zijn spitsen. Een moderne
(effectieve) versie van de methode van afdaling kan gebruikt worden om te bewijzen dat

X1(1)(Q)=(P)~Z/5Z.
Conclusie: er zijn geen elliptische krommen over Q met rationaal punt van orde 11.

Theorem (Mazur 1977)

Let Eq be an elliptic curve. The torsion subgroup T of its Mordell-Weil
group E(Q) is isomorphic to one of the following groups:

T ~ Z/nZ 1<n<10, n=12
=\ z/2Z2xZ/2mz 1<n<a4

Mazur bepaalt alle rationale punten op de krommen Xi(p) voor p priem. Op eindig veel
uitzonderingen na, hebben deze krommen geslacht g > 1, dus is veel moeilijker!

9/1



De kromme van Diophantus

Weten we nu alles?
Nee! Torsie kan ook groeien over lichaamsuitbreidingen.

Er geldt [11]P = 0 op de kromme
E:y’+xy=x>+x*—2x—17,
waarbij het punt P = (a, 8) gegeven wordt door

o = _2C8+2C7_<6_<5+2<4_2<3_3
B —12¢7 = ¢® =407 = 9¢° + ¢* = 7¢* — 6¢° +3¢* =9 - 3

De Galois groep Gal(Q(¢11)/ Q) = {0 : (i1 +> (i} ~ FJ werkt als o3 (P) = [i]P.

B cBoem o63ope [ (%), § 22] Kacceac ormedaer:

«Cnepyomas runoresa Bouwia yie B (DoIbKRIOP:

Tunoresa. Jas sadannozo k (u, 6 uwacrnocru, dis k= Q) nopador
epynn @ ozpanuueny.

B oroii 3amerie [(0KasaHa CHPaBEUTHBOCTH COOTBETCTBYIONIEIO YTBEPIIe-
HAA A P-KOMIOHEHT rpynmn @:

TEOPEMA 0. ycrs p — gurcuposannoe npocroe wucao. Cywecreyer ra-
kuz Koucranra c (3asucauyas auwd or p u k), uro nopadok epynnwi p-kpyue-
Hua k-Touer sasunt ii Kpueoti, onped noti nad k, ne np dur c.

Het werk van Serre, Manin, Mazur, Merel, ...leert ons veel, maar de classificatie van

Galois-structuur op de torsie is nog steeds open (Serre uniformiteit, Mazur’s Programma B).
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Weten we nu alles?
Hoe zit het met de rangen van elliptische krommen over Q? Kunnen we die classificeren?

De grootst gekende rang is > 28 (Elkies 2006) voor de kromme

y? 4+ xy +y = x> — x? — 20067762415575526585033208209338542750930230312178956502x
+34481611795030556467032985690390720374855944359319180361266008296291939448732243429

I-‘Iog vaak komt elke rang voor in de oeroude familie el- T
liptische krommen van Diophantus? o

En : y(N—y)=x>—x

%0.

dodévra &(wopbv duedelv &lg dvo douBpovg, ual
oty Tov U’ adrdv xVfov mage: mAsvedy.

Methode van afdaling kan geautomatiseerd worden. Voor N < 85000 vinden we:

r | o 1 2 3 4 5 6 7 8
#N | <001% <001% 21.96% 4156% 26.74% 833% 131% 0.10% < 0.01%

Is de rang begrensd? Hoe vaak komt elke mogelijkheid voor? ... ?

m/n



