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Babylon (18e eeuw v.Chr.)

Plimpton 322

Tabel gehele oplossingen van x2 + y2 = z2:

32 + 42 = 52

52 + 122 = 132

82 + 152 = 172

72 + 242 = 252

. . .

Alle coprieme oplossingen (x, y, z) komen van co-
prieme paren gehelen (m, n) ∈ Z2 via

(x, y, z) =
(
m2 − n2, 2mn,m2 + n2)

Reden hiervoor is als volgt:

Oplossingen zijn veelvouden van rationale (X ,Y) op

X 2 + Y 2 = 1.

Rationale punten↔ rationale rechten door (−1, 0);
d.w.z. mY = nX + n, hee� snijpunt

(X ,Y) =

(
m2 − n2

m2 + n2
,

2mn

m2 + n2

)
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Alexandria (Diophantus, 3e eeuw)
In de Arithmetika van Diophantus staat Probleem 24 van Boek IV:

Vraag is “verdeel een gegeven getal N in twee getallen wiens product
een kubus min zijn ribbe is”. Het boek behandelt N = 6, door een
rationale oplossing te vinden van

E : y(6− y) = x3 − x.

Diophantus veronderstelt dat x = 3y − 1. Substitutie gee� 27y3 − 26y2 = 0, met dubbele
wortel y = 0 en enkelvoudige wortel y = 26/27, dus

6 = 26/27 + 136/27.

Diophantus beschrij� de raaklijn aan (−1, 0). Deze rechte
snijdt de kromme E opnieuw in het (rationale) punt

(x, y) =

(
17
9
,

26
27

)
.

Vandaag beschouwen we dit als toepassing van “groepenwet”.
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Methode van bestijging

De methode van Diophantus om oplossingen te vermeerderen werd formeel gemaakt in de
moderne beschrijving van de groepenwet op elliptische krommen en Jacobianen van
krommen door Poincaré (1901). Hij schrij�:

Hoeveel fundamentele oplossingen zijn er nodig om alle oplossingen op deze manier te
kunnen verkrijgen? Poincaré noemt dit de “rang”.
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Methode van afdaling

Fermat (1670) bewees dat er geen niet-triviale oplossing zijn van

x4 − y4 = z2.

Dit impliceert de befaamde Laatste Stelling van Fermat voor exponent 4.

Stap 1. Stel dat (x, y, z) een niet-triviale
coprieme oplossing is. Dan

z2 = (x2 − y2)(x2 + y2).

Beide factoren zijn kwadraten:{
x2 − y2 = s2

x2 + y2 = t2.

Nu zijn s, t oneven en y even, dus(
t ± s

2

)(
t ∓ s

4

)
=

(
y

2

)2

.

Beide factoren zijn kwadraten:{
±s = u2 − 2v2

t = u2 + 2v2 met u4+4v4 = x2
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Stap 2. Merk op dat de relatie

u4 + 4v4 = x2

impliceert dat (u2, 2v2, x) een Pythagoreaans
drietal is, dus zijn er coprieme m, n > 0 met u2 = m2 − n2

2v2 = 2mn
x = m2 + n2

Omdat v2 = mn en m, n copriem, hebben we
(m, n) = (a2, b2) en vinden we een kleinere
oplossing van de oorspronkelijke vergelijking

a4 − b4 = u2.

Indien een niet-triviale oplossing bestaat,
dalen we zo af ad infinitum, dat is absurd.

Fermat gebruikt een paar elliptische krommen, gerelateerd door (duale) twee-isogenieën

E1 : x4 − y4 = z2

E2 : u4 + 4v4 = w2
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φ1 = (z, xy, x4 + y4)

φ2 = (w, 2uv, u4 − 4v4)
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Het argument van Fermat toont eigenlijk twee dingen: Ten eerste

E1(Q)/φ2(E2(Q)) ' Z /2Z ' E2(Q)/φ1(E1(Q)),

en ten tweede, met behulp van de methode van afdaling, dat

E1(Q) = {(1, 0, 1), (1, 0,−1), (1, 1, 0), (1,−1, 0)} ' Z /4Z
E2(Q) = {(1, 0, 1), (1, 0,−1), (0, 1, 2), (0, 1,−2)} ' Z /2Z×Z /2Z .
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Mordell–Weil theorem
De methode van afdaling leidde Mordell (een eeuw geleden) tot de volgende stelling:

Theorem (Mordell 1922)

Zij E/Q een elliptische kromme, dan is haar groep van
rationale punten E(Q) eindig voortgebracht;

E(Q) ' T × Zr

waar T = eindige groep (torsie)
r = geheel ≥ 0 (rang)

1. De krommen van Fermat: Allebei rang r = 0 and torsie (respectievelijk)

T = Z /4Z
T = Z /2Z×Z /2Z .

2. De krommen van Diophantus: Gaat over EN : y(N − y) = x3 − x .

E1(Q) ' Z E4(Q) ' Z2 E7(Q) ' Z3 E10(Q) ' Z3 E13(Q) ' Z2

E2(Q) ' Z E5(Q) ' Z3 E8(Q) ' Z2 E11(Q) ' Z3 E14(Q) ' Z3

E3(Q) ' Z2 E6(Q) ' Z2 E9(Q) ' Z2 E12(Q) ' Z2 E15(Q) ' Z2
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Torsie groepen

Wat zijn de mogelijke torsiegroepen T ? Bijvoorbeeld, kan er ooit een punt van orde 7 bestaan?
Zeker! Het punt P = (3, 8) is van orde 7 op de elliptische kromme

E : y2 = x3 − 43x + 166, (a = 2)
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Elke E met punt P (niet van orde ≤ 3) hee� Tate normaalvorm

E : y2 + uxy + vy = x3 + vx2, P = (0, 0)

Uitdrukken dat 7P = 0 gee� relatie u, v + parametrisatie van alle
elliptische krommen met een punt van orde 7 als

Ea : y2 − (a2 − a− 1)xy − (a3 − a2)y = x3 − (a3 − a2)x2

Hee� discriminant ∆ = a7(a− 1)7(a3 − 8a2 + 5a + 1).

Terminologie: De modulaire kromme X1(7) is isomorf met P1
a .

De wortels van ∆ zijn de spitsen (↔ gedegenereerde Ea).
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Torsie groepen

Deze methode gee� algemene aanpak! Een elliptische kromme met een punt van orde 11
gee� een rationaal punt op X1(11), met deze vergelijking

X1(11) : y2 + y = x3 − x2.

Het punt P := (0, 0) is van orde 5, en al haar veelvouden zijn spitsen. Een moderne
(e�ectieve) versie van de methode van afdaling kan gebruikt worden om te bewijzen dat

X1(11)(Q) = 〈P〉 ' Z /5Z .

Conclusie: er zijn geen elliptische krommen over Q met rationaal punt van orde 11.

Theorem (Mazur 1977)
Let EQ be an elliptic curve. The torsion subgroup T of its Mordell–Weil
group E(Q) is isomorphic to one of the following groups:

T '
{

Z /nZ 1 ≤ n ≤ 10, n = 12
Z /2Z×Z /2nZ 1 ≤ n ≤ 4

Mazur bepaalt alle rationale punten op de krommen X1(p) voor p priem. Op eindig veel
uitzonderingen na, hebben deze krommen geslacht g > 1, dus is veel moeilijker!
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Weten we nu alles?
Nee! Torsie kan ook groeien over lichaamsuitbreidingen.

Er geldt [11]P = 0 op de kromme

E : y2 + xy = x3 + x2 − 2x − 7,

waarbij het punt P = (α, β) gegeven wordt door{
α = −2ζ8 + 2ζ7 − ζ6 − ζ5 + 2ζ4 − 2ζ3 − 3
β = −12ζ9 − ζ8 − 4ζ7 − 9ζ6 + ζ5 − 7ζ4 − 6ζ3 + 3ζ2 − 9ζ − 3

De Galois groep Gal(Q(ζ11)/Q) = {σi : ζ11 7→ ζ i11} ' F×11 werkt als σi3 (P) = [i]P .

Het werk van Serre, Manin, Mazur, Merel, . . . leert ons veel, maar de classificatie van
Galois-structuur op de torsie is nog steeds open (Serre uniformiteit, Mazur’s Programma B).
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Weten we nu alles?
Hoe zit het met de rangen van elliptische krommen over Q? Kunnen we die classificeren?
De grootst gekende rang is ≥ 28 (Elkies 2006) voor de kromme

y2 + xy + y = x3 − x2 − 20067762415575526585033208209338542750930230312178956502x
+34481611795030556467032985690390720374855944359319180361266008296291939448732243429

Hoe vaak komt elke rang voor in de oeroude familie el-
liptische krommen van Diophantus?

EN : y(N − y) = x3 − x

Methode van afdaling kan geautomatiseerd worden. Voor N ≤ 85000 vinden we:

r 0 1 2 3 4 5 6 7 8
# N < 0.01% < 0.01% 21.96% 41.56% 26.74% 8.33% 1.31% 0.10% < 0.01%

Is de rang begrensd? Hoe vaak komt elke mogelijkheid voor? … ?
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