
CONGRUENTIEKLASSEN VAN APOLLONIAANSE NETTEN
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Kies een viertal cirkels, paarsgewijs rakend in verschillende punten. Definiëer voor elke cirkel

de kromming k := ±1/r, waar r de straal is, en het minteken gekozen wordt als en slechts als de

cirkel inwendig aan de drie andere cirkels raakt. De vier krommingen k1, . . . , k4 voldoen aan

(1) Q(k1, k2, k3, k4) := 2(k21 + k22 + k23 + k24)− (k1 + k2 + k3 + k4)
2 = 0.

Deze stelling verscheen voor het eerst in een brief van Descartes, verstuurd op 29 november 1643

vanuit Egmond aan den Hoef naar Den Haag, aan prinses Elisabeth van de Palts.

De relatie (1) stelt ons in staat om alle krommingen te bepalen in een Apolloniaans net: de limietconfiguratie uit-

gaande van een initieel viertal, waarbij men recursief voor elk drietal paarsgewijs rakende cirkels de ontbrekende

gemeenschappelijke raakcirkels toevoegt. Beginnend met een viertal cirkels met gehele kromming, is het eenvoudig

te zien uit (1) dat alle krommingen gehele getallen zijn. We spreken dan van een arithmetisch Apolloniaans net (AAN).

Krommingen tellen. Neem een arithmetisch Apolloniaans net A , en beschouw de krom-

mingen k(C ) van al haar cirkels C . McMullen [6] en Kontorovich–Oh [5] bewijzen dat

|{C ∈ A : k(C ) < X}| ∼ cXδ, δ ≈ 1.30568 . . .

voor een constante c > 0. Men zou dus kunnen vermoeden dat elk groot genoeg geheel getal

(vaak) voorkomt als een kromming. We zien dadelijk waarom dit niet zo is.

Dit project gaat over de congruentieklassen van krommingen. We stellen de vraag:

Vraag: Wat kan men zeggen over de restklassen modulo q ≥ 1 van de krommingen in een AAN?

Het Apolloniaans net met initiële krommingen (−6, 11, 14, 15) is primitief, i.e. de ggd van de krommingen is 1. We

kleuren de cirkels volgens de congruentieklasse van de kromming modulo 5, 7, en 11 respectievelijk. Dit geeft:

1114
15

23

26
35

42

47

51

59

71

71

74

78

86

95
102

107

110

110

110

119

122

123 123

131

134

143

155

158

159

170

174

179

182

186

191

191

203

206

206

206

207

210

218

219

227

227

231 231 231

239246

246

254

254

258

263

266

266

267

267

275

278

279

287

291 291

299

302

302

311

311

323

326

339 339

342

350

351

354

359

362

366

366

366

366

371

371

374

375 375

378

383

383

386

387

390

395

398

398

399

407

410

410

410

422

422

431

431

434

435

435

438

446

455

458

462

467

471

474 474

482

483

483

491

491

494

494

498

506

506

506

515

519

522

527

534

534 534

539

539

543

551

551

554

554

555 555

563

566

567

575

590

590

590

591

591

594

594

594

599

599

599

602

603

606

606

611 614

614
618

623 623

626

627

630

635

635

638

639

647

650

651

659

659

662

663 663

666

666

674

674

674

678

683

683

686

686

686

686

687

687

690

695

695

698

707

710

710

711

719

719

723 723

731

731

731

743

746

746

746

746

750

755

767

770

771

771 771

771

774

774

779

779

782

782

782

782

786

791

791

794

795

803

806

806

807

815

818

819 819

819 819

822

827

830

830

830

834

839

839

842

851

851

863

863

866

870

878

878

878

879 879

887

890

890

890

890

891

894

899

903

906 906

911

911

914

914

915

918

918

926

930

935

938

938

938

939 939

942

942

947

950

951

951

959

962

963

966 966 966

966

971

971

971

974

975

983

987 987

999

999

1114
15

23

26
35

42

47

51

59

71

71

74

78

86

95
102

107

110

110

110

119

122

123 123

131

134

143

155

158

159

170

174

179

182

186

191

191

203

206

206

206

207

210

218

219

227

227

231 231 231

239246

246

254

254

258

263

266

266

267

267

275

278

279

287

291 291

299

302

302

311

311

323

326

339 339

342

350

351

354

359

362

366

366

366

366

371

371

374

375 375

378

383

383

386

387

390

395

398

398

399

407

410

410

410

422

422

431

431

434

435

435

438

446

455

458

462

467

471

474 474

482

483

483

491

491

494

494

498

506

506

506

515

519

522

527

534

534 534

539

539

543

551

551

554

554

555 555

563

566

567

575

590

590

590

591

591

594

594

594

599

599

599

602

603

606

606

611 614

614
618

623 623

626

627

630

635

635

638

639

647

650

651

659

659

662

663 663

666

666

674

674

674

678

683

683

686

686

686

686

687

687

690

695

695

698

707

710

710

711

719

719

723 723

731

731

731

743

746

746

746

746

750

755

767

770

771

771 771

771

774

774

779

779

782

782

782

782

786

791

791

794

795

803

806

806

807

815

818

819 819

819 819

822

827

830

830

830

834

839

839

842

851

851

863

863

866

870

878

878

878

879 879

887

890

890

890

890

891

894

899

903

906 906

911

911

914

914

915

918

918

926

930

935

938

938

938

939 939

942

942

947

950

951

951

959

962

963

966 966 966

966

971

971

971

974

975

983

987 987

999

999

1114
15

23

26
35

42

47

51

59

71

71

74

78

86

95
102

107

110

110

110

119

122

123 123

131

134

143

155

158

159

170

174

179

182

186

191

191

203

206

206

206

207

210

218

219

227

227

231 231 231

239246

246

254

254

258

263

266

266

267

267

275

278

279

287

291 291

299

302

302

311

311

323

326

339 339

342

350

351

354

359

362

366

366

366

366

371

371

374

375 375

378

383

383

386

387

390

395

398

398

399

407

410

410

410

422

422

431

431

434

435

435

438

446

455

458

462

467

471

474 474

482

483

483

491

491

494

494

498

506

506

506

515

519

522

527

534

534 534

539

539

543

551

551

554

554

555 555

563

566

567

575

590

590

590

591

591

594

594

594

599

599

599

602

603

606

606

611 614

614
618

623 623

626

627

630

635

635

638

639

647

650

651

659

659

662

663 663

666

666

674

674

674

678

683

683

686

686

686

686

687

687

690

695

695

698

707

710

710

711

719

719

723 723

731

731

731

743

746

746

746

746

750

755

767

770

771

771 771

771

774

774

779

779

782

782

782

782

786

791

791

794

795

803

806

806

807

815

818

819 819

819 819

822

827

830

830

830

834

839

839

842

851

851

863

863

866

870

878

878

878

879 879

887

890

890

890

890

891

894

899

903

906 906

911

911

914

914

915

918

918

926

930

935

938

938

938

939 939

942

942

947

950

951

951

959

962

963

966 966 966

966

971

971

971

974

975

983

987 987

999

999

Merk op dat elke restklasse voorkomt. In contrast daarmee is het niet moeilijk om te bewijzen dat een kromming

in dit voorbeeld nooit congruent is aan 1 modulo 3. Mogelijke doelen van dit project zijn:

(1) De krommingen van een AAN voldoen aan niet-triviale voorwaarden modulo 24, zie [3, 2]. Het lokaal-globaal
vermoeden stelt dat, gegeven een PAAN, elk groot genoeg geheel getal dat congruent is aan een kromming

modulo 24 ook zelf een kromming is. Afgelopen zomer werd dit ontkracht [4] met behulp van een nieuwe

invariant gebaseerd op kwadratische en kwartische reciprociteit. Een doel van het project is om de tegenvoor-

beelden te begrijpen, en te zoeken naar nieuwe tegenvoorbeelden.

(2) Een van de meest interessante manieren om Apolloniaanse netten te bestuderen is door middel van groe-

pentheorie. Beschouw de Apollogroep A ≤ GL4(Z), voortgebracht door de matrices

S1 :=


−1 2 2 2
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 S2 :=


1 0 0 0
2 −1 2 2
0 0 1 0
0 0 0 1

 S3 :=


1 0 0 0
0 1 0 0
2 2 −1 2
0 0 0 1

 S4 :=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
2 2 2 −1
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De groep matrices m ∈ GL4(Z) die de kwadratische vorm Q in (1) bewaren, i.e. Q(m · k) = Q(k) voor
elke kolomvector k in Z4

, noemen we de orthogonale groep OQ(Z). We hebben dat A ≤ OQ(Z).
Om de krommingen in een AAN te begrijpen, bestudeert men banen van A op Z4

. De groep OQ(Z) is een
klassiek object met transitieve werking op primitieve vectoren. De ondergroep A ≤ OQ(Z) laat zich minder

makkelijk vatten. Het is een zogenaamde ’dunne’ groep (zie Bourgain–Kontorovich [1]):

• De groep A is ’klein’: hij heeft oneindige index in OQ(Z).
• De groep A is ’groot’: hij is niet bevat in een algebraïsche deelverzameling, i.e. elke polynomiale uit-

drukking in de 16 elementen van een matrix die identiek nul is op A, is ook identiek nul op OQ(C).
Een tweede mogelijke doel van dit project is om te beschrijven wat voor een gegeven modulus q ≥ 2 de

structuur is van de groep A modulo q, als ondergroep van OQ(Z/qZ). Door beschouwingen van deze soort

bewees Fuchs dat behalve de eerder genoemde voorwaarden modulo 24 er geen andere bestaan.

Vereisten: Dit project is voor een vlijtige student met een grondige beheersing van groepentheorie.
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