Eindig-dimensionale roosteralgebra’s
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Dit project beoogt de classificatie van rooster-algebra’s in eindige dimensie. Een
roosteralgebra is een R-algebra voorzien van een ordening die compatibel is met
de vermenigvuldiging. We bespreken eerst orde-structuren op R-vectorruimten.
Een geordende vectorruimte (V, <) is een reéle vectorruimte V' voorzien van

een partiéle ordening < zodat voor alle z,y € V met x < y geldt

(i) x4+ 2 2 y+ 2z voor alle z € V;

(ii) ax = ay voor alle a > 0.
De ordening < ligt wegens eis (i) vast door de kegel van positieve elementen
Vi ={z €V :z > 0}. Wenoemen (V, <) een vectorrooster indien ieder tweetal
elementen x,y € V een supremum x V y en een infimum x A y heeft.

Voorbeeld. Zij X een topologische ruimte, en C'(X) = {f: X — R continu}.
Definieer op C(X) een partiéle ordening < door

f23g <= f(x) <g(x) voor alle z € X.

Dit maakt (C(X), <) tot een vectorrooster met puntgewijze roosteroperaties:

(f vV 9)(x) = max{f(x),g(x)} en (f A g)(x) = min{f(z),g(x)}.

De absolute waarde van een element x in een vectorrooster V is gedefinieerd
als |z] = x V (—z). Twee elementen x,y € V heten disjunct als |z| A |y| = 0;
disjunctie noteren we door x L y.

Definitie. Een roosteralgebra is een vectorrooster E dat tevens een R-algebra
is voor een vermenigvuldiging zodat zy € E voor alle x,y € E,. Een rooste-
ralgebra heet een f-algebra als voor elke z € E geldt: « L y impliceert zz L y
enzz L y.

Voorbeeld (vervolg). Voor f,g € C(X) geldt f L g dan en slechts dan als
voor elke x € X geldt f(z) = 0 of g(x) = 0. Hieruit volgt dat het vectorrooster
C(X) een f-algebra is onder de puntgewijze vermenigvuldiging gegeven door

(f9)(x) = flz)g(x).

Een vectorrooster V' heet archimedisch indien voor alle z,y € V' geldt:
nr <yvooralleneN = z <0.

Het eerste deel van het project is de volgende commutativiteitsstelling bewijzen.



Stelling (Amemiya—Birkhoff-Pierce). Elke archimedische f-algebra is commu-
tatief.

Een archimedische f-algebra E (met eenheid) van eindige dimensie d is isomorf
aan R? (met coordinaatsgewijze vermenigvuldiging en ordening). Van niet-
archimedische f-algebra’s van eindige dimensie bestaan echter vele interessante
voorbeelden. Het tweede, en aanzienlijk ambitieuzere deel, behelst deze struc-
turen verder uitwerken en begrijpen.

De classificatie van eindige-dimensionale vectorroosters in [Worl9] zal die-
nen als ons vertrekpunt. Ook het tensorproduct £ ® F' van twee vectorroosters
E en F (cf. [Worl9, §4]) zal mogelijk nuttig blijken.

Voorkennis: Algebra II.
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