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Hoofddoel van het project: het begrijpen van de even distributies op (Z/NZ)2.

Definitie

Zijn N en k positieve gehele getallen en A = (Z/NZ)k. Een distributie op A is een afbeelding g
van A naar een additieve abelse groep B die voldoet aan∑

y∈A
dy=x

g(y) = g(x) (1)

voor alle positieve gehele getallen d | N en alle x ∈ dA.
Een distributie g heet even als daarnaast

g(−x) = g(x) (2)

geldt voor alle x ∈ A.
Distributies voor k = 1 spelen een belangrijke rol in de studie van cyclotomische lichamen

Q(ζN ) [3] en distributies voor k = 2 spelen dezelfde rol voor modulaire functielichamen [2].

Voorbeelden

Een flauw, maar instructief voorbeeld krijg je door B en b ∈ B willekeurig te kiezen en dan

g(x) =

{
0 als x ̸= 0,
b als x = 0.

Dit is een even distributie op A.
In het geval waarin N een priemgetal is, is een distributie simpelweg een afbeelding g met∑

x ̸=0 g(x) = 0.
In de appendix staan families van mooie voorbeelden voor alle k en N , maar voor het project

zijn de twee voorbeelden hierboven waarschijnklijk relevanter.

De universele distributie

We willen alle mogelijke distributies op A in één object vatten, en dat doen we als volgt. De
universele distributie op A is een distributie h op A zo dat er voor elke distributie g op A een
uniek homomorfisme f bestaat met g = f ◦ h. In diagramvorm:

A
h //

g   

U

f

��
B.

Je krijgt h door de vrije abelse groep Z(A) op A uit te delen naar de ondergroep voortgebracht
door de relaties van (4).

Er is ook de universele even distributie op A, op dezelfde manier gedefinieerd met een aantal
keer het woord “even” toegevoegd. Dan moet ook naar (2) worden uitgedeeld.

Kubert en Lang geven een eenvoudige en elegante basis voor de universele distributie [2,
Theorem I.6.1] en een erg ingewikkelde bijna-basis voor de universele even distributie [1].
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Doelen

Doelen van het project zijn het bij elkaar zoeken van theorie die enigszins versnipperd in de
literatuur lijkt te staan, en hopelijk een mooiere bijna-basis te vinden voor de universele even
distributie voor k = 2. Dit is dus een combinatie van literatuuronderzoek en puzzelen.

Voorkennis

Algebra 1 (vooral abelse groepen, modulorekenen, Chinese reststelling en dergelijke) en Algebra
2 (vooral Z-modulen).
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Appendix: meer voorbeelden

Zij Bk(x) ∈ Q[x] het k-de Bernoulli-polynoom, gegeven door

text

et − 1
=

∞∑
k=0

Bk(x)
tk

k!
,

dus bijvoorbeeld

B1(x) = x− 1

2
en

B2(x) = x2 − x+
1

6
.

Gegeven z ∈ R/Z schrijven we ⟨z⟩ ∈ [0, 1) voor de kleinste niet-negatieve representant van z.
De afbeelding

Fk : R/Z −→ R

z 7−→ Bk(⟨z⟩)

voldoet dan aan
dk−1

∑
y∈R/Z
dy=x

Fk(y) = Fk(x) (3)

voor alle d ∈ Z≥1 en x ∈ R/Z.
De afbeelding

Gk : (R/Z)k −→ R

x = (x1, . . . , xk) 7−→ Bk(⟨x1⟩)

voldoet dus aan ∑
y∈(R/Z)k

dy=x

Gk(y) = Gk(x) (4)

voor alle d ∈ Z≥1 en x ∈ (R/Z)k.
Als gevolg is voor elke v ∈ Zk met ggd(N, v1, . . . , vk) = 1 de afbeelding

gv : (Z/NZ)k −→ R

x 7−→ Bk

(〈v · x
N

〉)
een distributie (dit observeer je eerst voor v = e1 en bewijs je daarna voor elke v door samen te
stellen met een automorfisme van (Z/NZ)k). Voor even k is deze distributie even.
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